
Eser
izi di Analisi Matemati
a 2017-2018* *1. Funzioni trigonometri
he
sin(α+ β) = sinα cosβ + cosα sinβ,

cos(α+ β) = cosα cosβ − sinα sinβ,

sin2 α+ cos2 α = 1.

sin(−α) = − sinα, cos(−α) = cosα, tan(−α) = − tanα.

sin(α+ 2π) = sinα, cos(α+ 2π) = cosα, tan(α+ π) = tanα, cot(α+ π) = cotα.

sin(π−α) = sinα, cos(π−α) = − cosα, sin(π+α) = − sinα, cos(π+α) = − cosα,

sin
(π

2
− α

)

= cosα, cos
(π

2
− α

)

= sinα, sin
(π

2
+ α

)

= cosα, cos
(π

2
+ α

)

= − sinα,Per 0 < α < π
sinα < αe

sinα

α
≥ cosα.Formule di dupli
azione

sin(2α) = 2 sinα cosα, cos 2α = cos2 α− sin2 α.Formule di bisezione
sin2 α =

1− cos 2α

2
, cos2 α =

1 + cos 2α

2
,Formule di Werner

sinα cosβ =
sin(α+ β) + sin(α− β)

2
, sinα sinβ =

− cos(α+ β) + cos(α− β)

2

cosα cosβ =
cos(α+ β) + cos(α− β)

2
,Formule di prostaferesi(1) 





























sinα+ sinβ = 2 sin
(

α+β
2

)

cos
(

α−β
2

)

cosα+ cosβ = 2 cos
(

α+β
2

)

cos
(

α−β
2

)

;

sinα− sinβ = 2 sin
(

α−β
2

)

cos
(

α+β
2

)

cosα− cosβ = −2 sin
(

α+β
2

)

sin
(

α−β
2

)

.De�nizione delle funzioni tan e cot,

tanα =
sinα

cosα
, cotα =

cosα

sinαIl dominio per tan e' α 6= (2k + 1)π/2, k ∈ Z. Il dominio per cot e' α 6= kπ, k ∈ Z.Espresione di sin, cos mediante tan, cot e vi
eversa
sinα = ± tanα√

1 + tan2 α
, sinα = ± 1√

1 + cot2 α

cosα = ± 1√
1 + tan2 α

, cosα = ± cotα√
1 + cot2 α1



2
tanα =

1

cotα
= ± sinα

√

1− sin2 α
, tanα =

1

cotα
= ±

√
1− cos2 α

cosα
,

tan(α+ β) =
tanα+ tanβ

1− tanα tanβ
, tan(α− β) =

tanα− tanβ

1 + tanα tanβ
,

cot(α + β) =
−1 + cotα cotβ

cotα+ cotβ
, cot(α− β) =

1 + cotα cotβ

− cotα+ cotβ
,

arcsinx = α, x ∈ [−1, 1] ⇔ sinα = x α ∈ [−π/2, π/2],

arccosx = α, x ∈ [−1, 1] ⇔ cosα = x α ∈ [0, π],

arctanx = α, x ∈ (−∞,∞) ⇔ tanα = x α ∈ [−π/2, π/2].Problema 1.1. Cal
olare
sin
(

(4k + 1)
π

2

)

, cos
(

(4k + 3)
π

2

)

cos(kπ), sin
(

(2k + 1)
π

2

)

,dove k ∈ Z.Problema 1.2. Veri�
are le seguente indentita'
sin(π − α) = sinα, cos(π − α) = − cosα, tan(π − α) = − tanα,

sin(π + α) = − sinα, cos(π + α) = − cosα, tan(π + α) = tanα,

sin(π/2 − α) = cosα, cos(π/2− α) = sinα, tan(π/2− α) = cotα,

sin(π/2 + α) = cosα, cos(π/2 + α) = − sinα, tan(π/2 + α) = − cotα,

sin(3π/2− α) = − cosα, cos(3π/2− α) = − sinα, tan(3π/2− α) = cotα,

sin(3π/2 + α) = − cosα, cos(3π/2 + α) = sinα, tan(3π/2 + α) = − cotα.Problema 1.3. Veri�
are le seguente indentita'
cos4 α− sin4 α = cos(2α), sin(3α) sin(2α) =

1

2
(cosα− cos 5α)

tanα+ tanβ =
sin(α+ β)

cosα cosβProblema 1.4. Cal
olare cos(2α) se sinα =
√

2−
√
3/2.Risp. √3/2.Problema 1.5. Dimostrare 
he

sinα. cos(α+ β) = sinβ ⇒ tan(α+ β) = 2 tanα;

sin(2α+ β) = 5 sinβ ⇒ 2 tan(α+ β) = 3 tanα.Problema 1.6. Sempli�
are le espressioni
a)

(sinα+ cosα)2

1 + sin(2α)
,

b)

√

sin2 α (1 + cotα) + cos2 α (1 + tanα), (π < α < 3π/2.Risp. a) 1; b) − sinα− cosα.



3Problema 1.7. Dimostrare le identita'
sin6 α+ cos6 α+ 3 sin2 α cos2 α = 1

1− cot2 α cot2 β = −cos(α+ β). cos(α− β)

sin2 α sin2 β

sin(α− β)

cosα cosβ
+

sin(β − γ)

cos γ cosβ
+

sin(γ − α)

cosα cos γ
= 0.Problema 1.8. Per quali valori del parametro a valgono le relazioni

a) sin(π − a) = sin a,

b) sin a =
√

1− cos2 a,

c)
√

1 + sin(2a) = sin a+ cos a.Problema 1.9. Dimostrare 
he l'identitá α+ β + γ = π/2 impli
a
cosα+ cosβ + cos γ = 4 cos

(π

4
− α

2

)

cos

(

π

4
− β

2

)

cos
(π

4
− γ

2

)

.Problema 1.10. Dimostrare l'identita'
1

2
+ cosx+ cos 2x =

sin 5x/2

2 sin(x/2)
.Problema 1.11. Cal
olare sin 180.Problema 1.12. Dimostrare 
he

z +
1

z
= 2 cosα ⇒ zn +

1

zn
= 2 cos(nα) ∀n ∈ N.2. Equazioni e Disequazioni trigonometri
heL'equazione

sinx = a.Caso I: Se
|a| > 1 ⇒ x ∈ ∅.Caso II: Se |a| ≤ 1, si trova α0 ∈ [−π/2, π/2] tale 
he sinα0 = a. Tutti soluzionisono

x = α0 + 2kπ, k ∈ Z,
⋃

x = π − α0 + 2kπ, k ∈ Z.L'equazione
cosx = a.Caso I: Se

|a| > 1 ⇒ x ∈ ∅.Caso II: Se |a| ≤ 1, si trova α0 ∈ [0, π] tale 
he cosα0 = a. Tutti soluzioni sono
x = α0 + 2kπ, k ∈ Z,

⋃

x = −α0 + 2kπ, k ∈ Z.L'equazione
tanx = aha soluzione per ogni a ∈ R. Prima si trova α0 ∈ (−π/2, π/2) tale 
he tanα0 = a.Tutti soluzioni sono

x = α0 + kπ, k ∈ Z.



4 L'equazione
cotx = aha soluzione per ogni a ∈ R. Prima si trova α0 ∈ (0, π) tale 
he cotα0 = a. Tuttisoluzioni sono

x = α0 + kπ, k ∈ Z.2.1. I tipo: Le equazioni del tipo f(sinx) = 0, f(cosx) = 0, f(tanx) = 0, dove fé polinomio.Problema 2.1. Trovare tutti x tali 
he
a)2 sin2 x+sinx−3 = 0; b) sinx−

√
3 sin2 x+

√
3

4
= 0; c) 4 cos2 x−2(1+

√
3) cos x+

√
3 = 0;

d) cos x =
1

2
tanx; e) 2 cos2 x+ 3 sinx = 0; f) 17 cosx+ 12 sin2 x− 18 = 0;

g) sin2(x−270◦)+2 cos(360◦−x) = 3; h) (cos x)2 sin2 x−2 sin x+1 = 1; i) 3 tan2 x+5 =
7

cosx
;

j)
√
3 cot2 x+ (

√
3− 1) cotx− 1 = 0; k) tanx+ 5 cotx = 6; ℓ) sinx = cos 2x;

m) 2 cosx+3 = 4 cos
x

2
; n) 3(1−sinx) = 1+2 cos(2x); o) (1+cosx) cotx = sin 2x;

p) sin4 x+ cos2 2x = 2; q) cos 2x+ sinx = 1;

r) tan2 x =
1− cosx

1 + cosx
; s)3 cos2 x+ 2 cos3 x = 2 cosx.Problema 2.2. Per quali valori del parametro a l'equazione ha soluzione

a) sin2 x+ 2 cosx = a; b) 3 sinx− cos(2x) + a = 0,2.2. II tipo: L'equazione
sin ax± cos ax = 0.C.E. x ∈ R, Usiamo le formule

sin(ax) = cos
(π

2
− ax

)

; cos(ax) = sin
(π

2
± ax

)

.L'equazione si ridu
e a
sin

(

π

4
+

a− b

2
x

)

= 0,∪ cos

(

a+ b

2
x− π

4

)

= 0.Problema 2.3. Per quali valori del parametro a l'equazione ha soluzione
a) cos 2x+ sinx = 0; b) sin 3x− cosx = 0; c) sin 5x = cos 2x; d) sin 2x = cos 2x.



52.3. III tipo: L'equazione
a sin(px) + b cos(px) = c, a2 + b2 6= 0.L'equazione del tipo f(x) = c dove

f(x) = a sinx+ b cosxsi fa la trasformazione
f(x) =

√

a2 + b2
(

a√
a2 + b2

sinx+
b√

a2 + b2
cosx

)

.Se α é angolo tale 
he
cosα =

a√
a2 + b2

, sinα =
b√

a2 + b2allora l'equazione f(x) = c diventa
sin(x + α) =

c√
a2 + b2

.Problema 2.4. Trovare tutti x tali 
he
a) sin 3x−

√
3 cos 3x = −

√
3; sinx+ cosx = 1.2.4. IV tipo: Equazioni dove si usano le formulae di prostaferiesi (1).Problema 2.5. Trovare tutti x tali 
he

a) cos 5x = sinx+cos 3x; b) cos 10x−cos 8x−cos 6x+1 = 0; c) cos2x+cos2 2x+cos2 3x = 1;

d) sinx+sin 3x = 4 cos3 x; e) sin 4x−sin 3x−2 sin2x+3 sinx = 0, f) sin 7x cos 13x = sinx cos 19x;

g) sinx sin 2x sin 3x =
1

4
sin 4x.2.5. V tipo: Equazioni dove si usano le sostituzioni del tipo(2) sinx =

2 tan(x/2)

1 + tan2(x/2)
, cosx =

1− tan2(x/2)

1 + tan2(x/2)
;(3) sinx+ cosx = t ⇒ sinx cosx =

t2 − 1

2
;(4) sinx− cosx = t ⇒ sinx cosx =

1− t2

2
;Problema 2.6. Trovare tutti x ∈ R tale 
he

a) sinx+2 cot(x/2) = 3; b) sin(2x) + tanx = 2, c)) cot(x/2)− tan(x/2) = 2 tanx;

d) tanx−cotx =
4

3
sin(2x); e) sin3 x+cos3 x = 1; f) sin3 x+cos3 x = sin 2x+sinx+cosx;

g)
1

sinx
+

1

cosx
+

1

sinx cosx
= 5; h) sin6 x+ cos6 x = 1.2.6. VI tipo: Equazioni omogenei del tipo

a sin2 x+ b sinx cos x+ c cos2 x = 0; a sin2 x+ b sinx cosx+ c cos2 x = m.Problema 2.7. Trovare tutti x tali 
he
a) sin2 x− (

√
3+1) sinx cosx+

√
3 cos2 x = 0; b) 3 cos3 x− sin2 x cosx− sin x = 0.



62.7. VII tipo: Equazioni dove si usano stime del tipo
| sinx| ≤ 1, | cosx| ≤ 1.Problema 2.8. Trovare tutti x tali 
he

a) sin 7x+ cos 2x+ 2 = 0; b) sin17 x+ cos17 x = 1; c) 2log2(sin 3x+cos 2x) = 2.Problema 2.9. Trovare tutti x tali 
he
a) sin2 x+

√
3 sinx cos x = 1; b) sinx+ cosx =

1

sinx
c) sin 2x+ 2 cotx = 3;

d) cos 2x cot 3x− sin 2x =
√
2 cos 5x; e) 4 sin 3x+ sin 5x = 2 sinx cos 2x;

f) 2 cot 4x− cot 2x = tanx; g) 3(cosx− sinx) = 1 + cos 2x− sin 2x;

h) sin 8x+ sin 5x+ sinx = sin 2x; i)
√
3 sinx cosx = 2− sin 3x sinx;

j) sin 2x+ cos 2x =
√
2 sin 3x; k) sin 3x sinx+ sin 3x sin 2x = cos

3x

2
cos

x

2
;

ℓ) sin 2x+cos 2x =
√
2 sin 3x; m) 4 sin4 x−2 cos 2x = 5 cos2 x+2; n) 8 cos4 x−5 cos 4x = 3;

o) cos 4x+ 2 cos2 x = 1; p) cos 2x = 5 sinx+ 3; q) 7 cos
x

4
− 4 sin

x

2
= 4 cos3

x

4
;

r) cos2 x+ cos2 2x+ cos2 3x+ cos2 4x = 2; s) sin2 x+ sin2 2x+ sin2 3x =
3

2
;

t) 2 sin4
x

2
− 1 = 2 cos4

x

2
; u) 8 cos4 x− cos 4x = 1;

v) 3− 5 cos4 x = 3 sin4 x;w) 8 sin4
x

3
= 5− 8 cos4

x

3
.Problema 2.10. Trovare tutti x tali 
he

a) sin4 x+cos4 x = sin 2x−0, 5; b) 3−2 sin2 2x = 2 sin2 x; c) cos2(x−π

8
)−cos2(x+

π

8
) =

1

2
;

d) 4 cos3
x

2
+ 3

√
2 sinx = 8 cos

x

2
; e) tanx+ 2 cot 2x = cosx+ sin 2x;

f) 8 cos2
x

2
+ 6 sin2

x

2
= 6− sinx; g) 2 cos 2x =

√
6(cosx− sinx);

h) 5(sinx+cosx)+sin 3x−cos 3x = 2
√
2(sin 2x+2); i) (

√
3+1) sin2 x−(

√
3−1) sinx cosx = 1;

j) sin3 x− sin2 x cos x− 3 sinx cos2 x+ 3 cos3 x = 0; k) 1 + sin 2x = sinx+ cosx;

ℓ) cosx+ (
√
2− 1) sin 2x = 1 + sinx; m) sin3 x+ cos3 x = sin 2x+ sinx+ cosx;

n) sin 3x+ cos 2x+ 2 = 0; o) 2− 60,5+log
6
sin x = 20,5+log

2
cosx;

p) 4log0,5(sin
2 x+

√
3 sin x cosx+2) =

1

9
; q)

√
3 tanx+ 1

cos 2x
= 4;

r) 4 sinx+ 2 cosx = 2 + 3 tanx; s) tan(π tanx) = cot(π cotx).



73. Disequazioni trigonometri
heLa disequazione
sinx > aha soluzioni(5) 













α+ 2kπ < x < π − α+ 2kπ, se |a| < 1;
x ∈ R, se a < −1;
x 6= (4k + 3)π/2, k ∈ Z, se a = −1;
x ∈ ∅, se a ≥ 1,dove α é l'uni
a soluzione dell'equazione sinx = a 
on α ∈ [−π/2, π/2] quando

|a| < 1.La disequazione
sinx ≥ aha soluzioni(6) 













α+ 2kπ ≤ x ≤ π − α+ 2kπ, se |a| < 1;
x ∈ R, se a ≤ −1;
x = (4k + 1)π/2, k ∈ Z, se a = 1;
x ∈ ∅, se a > 1,dove α é l'uni
a soluzione dell'equazione sinx = a 
on α ∈ [−π/2, π/2] quando

|a| < 1.La disequazione
sinx < aha soluzioni(7) 













−π − α+ 2kπ < x < α+ 2kπ, se |a| < 1;
x ∈ R, se a > 1;
x 6= (4k + 1)π/2, k ∈ Z, se a = 1;
x ∈ ∅, se a ≤ −1,dove α é l'uni
a soluzione dell'equazione sinx = a 
on α ∈ [−π/2, π/2] quando

|a| < 1.La disequazione
sinx ≤ aha soluzioni(8) 













−π − α+ 2kπ ≤ x ≤ α+ 2kπ, se |a| < 1;
x ∈ R, se a ≥ 1;
x = (4k + 3)π/2, k ∈ Z, se a = −1;
x ∈ ∅, se a < −1,dove α é l'uni
a soluzione dell'equazione sinx = a 
on α ∈ [−π/2, π/2] quando

|a| < 1.La disequazione
cosx > aha soluzioni(9) 













−α+ 2kπ < x < α+ 2kπ, se |a| < 1;
x ∈ R, se a < −1;
x 6= (2k + 1)π, k ∈ Z, se a = −1;
x ∈ ∅, se a ≥ 1,



8dove α é l'uni
a soluzione dell'equazione cosx = a 
on α ∈ [0, π] quando |a| < 1.La disequazione
cosx ≥ aha soluzioni(10) 













−α+ 2kπ ≤ x ≤ α+ 2kπ, se |a| < 1;
x ∈ R, se a ≤ −1;
x = 2kπ, k ∈ Z, se a = 1;
x ∈ ∅, se a > 1,dove α é l'uni
a soluzione dell'equazione cosx = a 
on α ∈ [0, π] quando |a| < 1.La disequazione

cosx < aha soluzioni(11) 













α+ 2kπ < x < 2π − α+ 2kπ, se |a| < 1;
x ∈ R, se a > 1;
x 6= 2kπ, k ∈ Z, se a = 1;
x ∈ ∅, se a ≤ −1,dove α é l'uni
a soluzione dell'equazione cosx = a 
on α ∈ [0, π] quando |a| < 1.La disequazione

cosx ≤ aha soluzioni(12) 













α+ 2kπ ≤ x ≤ 2π − α+ 2kπ, se |a| < 1;
x ∈ R, se a ≥ 1;
x = (2k + 1)π, k ∈ Z, se a = −1;
x ∈ ∅, se a < −1,dove α é l'uni
a soluzione dell'equazione cosx = a 
on α ∈ [0, π] quando |a| < 1.La disequazione

tanx > aha soluzioni(13) α+ kπ < x < π/2 + kπ,dove α é l'uni
a soluzione dell'equazione tanx = a 
on α ∈ (−π/2, π/2).La disequazione
tanx ≥ aha soluzioni(14) α+ kπ ≤ x < π/2 + kπ,dove α é l'uni
a soluzione dell'equazione tanx = a 
on α ∈ (−π/2, π/2).La disequazione
tanx < aha soluzioni(15) −π/2 + kπ < x < α+ kπ,dove α é l'uni
a soluzione dell'equazione tanx = a 
on α ∈ (−π/2, π/2).La disequazione
tanx ≤ a



9ha soluzioni(16) −π/2 + kπ ≤ x ≤ α+ kπ,dove α é l'uni
a soluzione dell'equazione tanx = a 
on α ∈ (−π/2, π/2).La disequazione
cotx > aha soluzioni(17) kπ < x < α+ kπ,dove α é l'uni
a soluzione dell'equazione cotx = a 
on α ∈ (0, π).La disequazione
cotx ≥ aha soluzioni(18) kπ < x ≤ α+ kπ,dove α é l'uni
a soluzione dell'equazione tanx = a 
on α ∈ (0, π).La disequazione
cotx < aha soluzioni(19) α+ kπ < x < (k + 1)π,dove α é l'uni
a soluzione dell'equazione tanx = a 
on α ∈ (0, π).La disequazione
tanx ≤ aha soluzioni(20) α+ kπ ≤ x < π + kπ,dove α é l'uni
a soluzione dell'equazione tanx = a 
on α ∈ (−π/2, π).Problema 3.1. Trovare tutti x tali 
he

a) sinx >
1

2
, b) sinx > 2; c) sinx > −2; d) sinx <

1

2
;

e) sinx < 1; f) sinx < −2; g) sinx < 5; h) cosx >
1

2
; i) cosx > 1; j) cosx > −1;

k) cosx > −2; ℓ) cosx <
1

2
;m) cosx < 1; n) cosx < −2;

o) cosx < −3; p) tanx >
√
3; q) tanx < 1; r) cotx >

1√
3
; s) cotx < −1.Problema 3.2. Trovare tutti x tali 
he

a) 2 sin(
π

4
− x) <

√
3; b)2 cos(

π

4
+ 2x)−

√
3 < 0; c)

√
3 + tan(

3π

4
− 2x) < 0;

d)
√
3 tan(

π

6
− 3x) > 1; e) sin 2x−

√
3 cos 2x ≤

√
2;

f) 2 sin2 x− 3 sinx+ 1 < 0; g) sin 2x+ 3 cosx+ cotx > 0.



10

Figure 1. Tabella delle disequazioni.Problema 3.3. Trovare tutti x tali 
he
a) cosx ≥ 1

2
; b) cotx > −

√
3

3
; c) tan(

3π

4
− x) < −

√
3;

d) tan(3x− π

4
) ≤ 1; e) cot(x+

π

4
) > 1; f) cot(−x+

π

4
) ≥

√
3;

g) 2 sin2 x+ 3 sinx− 2 > 0; h) 2 sin2 x+ 9 cosx− 6 ≥ 0; i) cos 2x+ sinx ≤ 0;

j) 2 sin2(x− π

3
)− 3 cos(x+

π

6
) + 1 ≥ 0; k) 4 sinx cosx−

√
2 < 2(

√
2 cosx− sinx);

ℓ) 3 cot 2x+2 sin 2x ≥ 0; m) 1+ sinx− cosx ≤ tanx; n) 3 sin 2x cosx ≤ 2 sin3 +1;

o) 2 sin2 x+ sin 3x < 1 + sinx; p)
sinx

1 + cosx
≥ 0;

q) 8 cos3 x sin 3x+8 sin3 x cos 3x < 3; r) 4sin
2 x < 22 sin x−2; s)

2 tanx

1 + tanx
+

1

tanx
> 2.



11Problema 3.4. Trovare tutti x tali 
he la disequazione
(2 sinx+

√
2)y2 − 4y + 2 sinx > 0é vera per ogni y ∈ R.Problema 3.5. Trovare tutti x ∈ R tale 
he

1 + cos2 x

1 + sinx
> 2.Problema 3.6. Trovare tutti x ∈ R tale 
he

sinx+ cosx

sinx− cosx
>

√
3.Problema 3.7. Trovare tutti x ∈ R tale 
he

4(sin2 x− | cosx|) < 1.Problema 3.8. Trovare tutti x ∈ R tale 
he
| sinx+ cosx| < 1.Problema 3.9. Trovare tutti x ∈ R tale 
he
∣

∣

∣

∣

sinx+ cosx

sinx− cosx

∣

∣

∣

∣

≤ 1.Problema 3.10. Trovare tutti x ∈ R tale 
he
2sin x > 2cosx.Funzione arcsin, arccos, arctan, lnSia I ⊆ R e un intervallo. Una funzione f : I → R é 
res
entese se
f(x1) < f(x2)per ogni due numeri x1, x2 ∈ I tali 
he x1 < x2. Una funzione f : I → R éde
res
entese se
f(x1) > f(x2)per ogni due numeri x1, x2 ∈ I tali 
he x1 < x2.La funzione sinα é 
res
ente per α ∈ I = [−π/2, π/2]. L'imagine e J = [−1, 1].Allora la funzione inversa é arcsinx 
on dominio J = [−1, 1] e l'imagine I =

[−π/2, π/2].
arcsinx = α, x ∈ [−1, 1] ⇔ sinα = x α ∈ [−π/2, π/2].La funzione cosα é de
res
ente per α ∈ I = [0, π]. L'imagine é J = [−1, 1].Allora la funzione inversa é arccosx 
on dominio J = [−1, 1] e l'imagine I = [0, π].

arccosx = α, x ∈ [−1, 1] ⇔ cosα = x α ∈ [0, π],La funzione tanα é 
res
ente per α ∈ I = (−π/2, π/2). L'imagine é J =
[−∞,∞]. Allora la funzione inversa é arctanx 
on dominio J = (−∞,∞) e imagine
I = (−π/2, π/2).

arctanx = α, x ∈ (−∞,∞) ⇔ tanα = x α ∈ [−π/2, π/2],La funzione ex é 
res
ente per x ∈ I = (−∞,∞). L'imagine e J = (0,∞). Allorala funzione inversa é lnx 
on dominio J = (0,∞) e imagine I = (−∞,∞).



12Problema 3.11. Trovare l'imagine e la inversa (se esiste) delle funzionea) f(x) = 1 + 2/x 
on dominio (0, 1).b) f(x) = (x2 + 1)/(x2 − 1) 
on dominio I = (−1, 1)).Problema 3.12. Per quale intervallo I ⊆ R la funzione f(x) = x + |x2 − 1| 
ondominio I é invertibile ?



134. Numeri ComplessiL'equazione x2 + 1 = 0 non puo' avere soluzioni reali dato 
he non ha senso(nel 
ampo dei numeri reali) 
onsiderare √
−1. Tuttavia l'equazione s
ritta so-pra ha soluzione se ampliamo l'insieme dei numeri reali 
on l'aggiunta dell'unita'immaginaria i =

√
−1 
he gode della proprieta'(21) i

2 = −1.Una volta introdotta l'unita' immaginaria si de�nis
e insieme dei numeri 
omp-lessi
C ≡ {z = x+ iy, x, y ∈ R}.Se z = x+ iy 
on x, y ∈ R, allora x ed y si 
hiamano ripettivamente parte realee parte immaginaria del numero 
omplesso z e si indi
ano 
on Re z ed Im z.La somma e la moltipli
azione tra numeri 
omplessi segue le stesse regole dellamoltipli
azione tra numeri reali, tenendo 
onto del fatto 
he per l'unita' immagi-naria i vale la regola (21). Quindi

x+ iy + x′ + iy′ = (x+ x′) + i(y + y′)

(x + iy)(x′ + iy′) = xx′ + ixy′ + ix′y + i
2yy′ = (xx′ − yy′) + i(xy′ + x′y).Dato z = x+ iy si de�nis
e

z̄ = x− iye
|z|2 = x2 + y2.Si puo' an
he de�nire il rapporto tra numeri 
omplessi 
ome segue:

z

w
=

zw̄

|w|2(notare 
he il se
ondo membro ha senso visto 
he la moltipli
azione dei tre numeri
z, w̄, 1

|z|2 si puo' fare seguendo la regola di prodotto des
ritta sopra).Ogni numero 
omplesso z = x + iy e' individuato da due numeri reali (la partereale e la parte immaginaria). Pertanto i numeri 
omplessi possono essere individ-uati da un punto nel piano 
artesiano x−y. D'altra parte ogni punto (x, y) del pianopuo' essere individuato in 
oordinate polari dalla distanza del punto dall'origine ρe dall'angolo θ formato tra l'asse delle x e la semiretta passante per il punto (x, y)e l'origine.Pertanto se (x, y) = (ρ cos θ, ρ sin θ) (osservare 
he θ e' de�nito a meno di unmultiplo intero di 2π) allora
x+ iy = ρ(cos θ + i sin θ).Una notazione utile e'

eiθ = cos θ + i sin θ,e pertanto ogni numero 
omplesso x + iy si puo' sempre esprimere in 
oordinatepolari ed in forma 
ompatta 
ome segue:
x+ iy = ρeiθdove θ de�nito a meno di 2kπ 
on k ∈ Z.Inoltre si ha 
he(22) zn = ρneinθ se z = ρeiθ



14(vedi eser
izio (4.6)).Un numero 
omplesso z′ si di
e essere una radi
e n-esima del numero 
omplesso
z se z′n = z.In parti
olare se z = ρei(θ+2kπ) e z′ = ρ′eiθ

′ e' una radi
e n-esima di z allora siha per de�nizione 
he
ρei(θ+2kπ) = (ρ′)neinθ

′dove abbiamo usato (22).In parti
olare si ha 
he le radi
i n-esime di z = ρeiθ sono tutti e soli i numeri
omplessi del tipo ρ′eiθ
′ dove ρ′ = n

√
ρ e θ′ = θ

n
+ 2k

n
π per qual
he k ∈ Z.Esempio Cal
olare √−1. Osserviamo 
he in base all'interpretazione geometri
adei numeri 
omplessi si ha 
he −1 = ei(π+2kπ) 
on k ∈ Z e quindi tutte le radi
i di

−1 sono del tipo ei(
π

2
+kπ) 
on k ∈ Z.Data la periodi
ita' di eiθ si ha 
he le uni
he radi
i distinte di −1 possono essereindividuate dai numeri eiπ2 e eiπ 3

2 
he possono essere s
ritte in 
oordinate 
artesiane
ome i e −i.Problema 4.1. Provare 
he |z|2 = z.z̄ per ogni numero z ∈ C.Problema 4.2. Cal
olare
3i− 2

i− 2
+

i− 3

1− 2i
+

(1− i)(i− 2)

(2i+ 1)2
.Problema 4.3. Dati i numeri 
omplessi z = x + iy e w = x′ + iy′ (w si supponediverso dal numero 
omplesso nullo) esprimere la parte reale e la parte immaginariadi z

w
.Problema 4.4. Provare 
he

|z + w| ≤ |z|+ |w|per ogni 
oppiae di numeri z, w ∈ C.Problema 4.5. Dato il numero 
omplesso z = ρeiθ 
al
olare |z|2.Problema 4.6. Esprimere in 
oordinate polari il numero zn dove z = ρeiθ.Problema 4.7. Simpli�
are l'espressione
z3 − 1

z − 1
+

z3 − 1

z − 1dove z = eiθ.Problema 4.8. Cal
olare
z4 + 1/z4se z + 1/z = 1.Problema 4.9. Cal
olare

(

1 + i
√
3

2

)nper n ∈ N.Problema 4.10. Cal
olare 6
√
i, 5

√√
3 + i, 3

√
3 + 3i .



15Problema 4.11. Trovare tutti i numeri 
omplessi tali 
he
zn = z.Problema 4.12. Risolvere l'equazione z̄3z4 = −2z2.Problema 4.13. Trovare tutti i numeri 
omplessi tali 
he
zn = z̄.Problema 4.14. Trovare tutti i numeri 
omplessi tali 
he

z2 − |z̄ − 3| − 3 = 0.Suggerimento. Usare la forma 
artesiana z = x+ iy.Problema 4.15. Trovare tutte le 
oppie di numeri 
omplessi z, w tali 
he
z̄2 − w2 = −1,

w̄2 − z = 0.Problema 4.16. Esrpimere in 
oordinate polari il numero 
omplesso
1 + cos θ + i sin θ.Problema 4.17. Siano z1, ..., zn le radi
i n-esime di 1. Cal
olare z1 + ... + zn e

z1 × ...× zn.Problema 4.18. S
rivere in forma 
ompatta i numeri (1 + i)n + (1 − i)n, 
on
n ∈ N.Problema 4.19. Siano dati a, b, c ∈ C tali 
he |a| = |b| = |c| = 1. Provare 
he iltriangolo di verti
i a, b, c e' equilatero se e solo se a+ b+ c = 0.Problema 4.20. Siano dati a, b, c ∈ C , provare 
he il triangolo di verti
i a, b, ce'equilatero se e solo se a2 + b2 + c2 = ab+ ac+ bc.Problema 4.21. Rappresentare gra�
amnete il seguente sottoinsieme di C:

{|z − 1| = |z + 1|, z ∈ C}.Problema 4.22. Se w ∈ C é un numero 
omplesso tale 
he |w| < 1 veri�
arel'a�ermazione
|z| < 1 ⇐⇒

∣

∣

∣

∣

z − w

1− w z

∣

∣

∣

∣

< 1.Problema 4.23. Rappresentare gra�
amnete ils eguente sottoinsieme di C:
{z + z̄ = |z|2, z ∈ C}.


