Esercizi di Analisi Matematica 2017-2018

1. FUNZIONI TRIGONOMETRICHE

sin(a 4+ ) = sina cos § + cos asin 3,
cos(a+ ) = cosacos f — sin asin f3,

2a=1.

sin? o + cos
sin(—a) = —sina, cos(—a) = cos a, tan(—a) = — tan a.
sin(a+ 27) = sina, cos(a+ 27) = cosa, tan(a+ 7) = tanq, cot(a + 7) = cot a.
sin(r—a) =sina, cos(mr—a) = —cosa,sin(r+a) = —sina, cos(m+a) = —cosa,
sin (g — a) = cosq, cos (g — a) = sin a, sin (g + a) = cosq, cos (g + a) = —sina,
PerO<a<m
sina < a

sin o

> cos Q.
le’

Formule di duplicazione
sin(2a) = 2sina cosa, cos2a = cos® a — sin a.
Formule di bisezione
.2 1 —cos2a 9 1+ cos2a
sin“o = ———, cos = ————,

2
Formule di Werner

sin(a + B) + sin(a — 5)
2

— cos(a + ) + cos(a — f3)
2

sinacos 8 = , sinasin g =

cos(a + ) + cos(a — fB)
2 )

cosacos ff =

Formule di prostaferesi
sin a + sin f = 2sin (

) cosa + cos B = 2 cos ((

2) co
sina — sin 8 = 2sin )) (T)

cosa — cos f = —2sin (2 ) (0‘2 )

Definizione delle funzioni tan e cot,

COos «x

sin o
tana = ——, cota = —
CcoS « sin o

Il dominio per tan €’ « # (2k + 1)7/2, k € Z. 1l dominio per cot € a # kn, k € Z.
Espresione di sin, cos mediante tan, cot e viceversa

tan o 1
siha =t—————, sina=+—-—
V1+tan®a V1 + cot? a
1 t
cosq = +———, cosa ==+ oo

\/1+tan2a, V1+ cot?

1



sin o 1 :I:\/l — cos? o

tana = =+ , tana = =
cot ar /1 — sin? a cot o Cos
tan o 4 tan tan o — tan
tan(a + ) = tanattanf tan(a — ) = p

1+ tanatanf’
_ 1+cotacotf3
- —cota+cotfB

~ 1—tanatanf’
—1+ cotacot 3

t =
cot(a + 5) cot o + cot g

, cot(a— )

arcsinz = o, x € [—1,1] & sina =z a € [-7/2,7/2],

arccosz = o, x € [—1,1] & cosa =z « € [0, 7],
arctanz = o, x € (—00,00) & tana =z « € [-7/2,7/2].
Problema 1.1. Calcolare
sin ((4/€ + 1)%) , Cos ((4/€ + 3)%) cos(km), sin ((2k + 1)%) :
dove k € Z.

Problema 1.2. Verificare le sequente indentita’
sin(r — a) =sina, cos(mr —a) = —cosa, tan(m — @) = —tana,
sin(m + a) = —sina, cos(m + o) = —cosa, tan(m + a) = tana,
sin(m/2 — a) = cosa, cos(w/2 — a) =sina, tan(m/2 — «a) = cota,
sin(m/2 + a) = cosa, cos(m/2 + a) = —sina, tan(n/2 + a) = — cota,
sin(37/2 — ) = —cosa, cos(37/2 — ) = —sina, tan(37/2 — a) = cota,
sin(37/2 4+ a) = —cosa, cos(37/2+ a) =sinq, tan(37/2 + a) = — cota.
Problema 1.3. Verificare le sequente indentita’

1
cos? @ — sin® a = cos(2a)), sin(3a)sin(2a) = 5(005 a — cosba)

sin(a + )

tana 4 tan 8 =
cos acos f3

Problema 1.4. Calcolare cos(2ar) se sina = m&
Risp. v/3/2.
Problema 1.5. Dimostrare che
sina.cos(a+ B) =sin 8 = tan(a+ ) = 2tanc;
sin(2a + B) =5sinff = 2tan(a+ B) = 3tana.
Problema 1.6. Semplificare le espressioni
2

(sina + cos )
1+ sin(2«)

a)

)

b)\/sin2a (14 cota)+cos?a (14 tana), (r < a < 3mw/2.

Risp. a) 1; b) —sina — cosa.



Problema 1.7. Dimostrare le identita’
sin® o + cos® a + 3sin® acos’a = 1

_cos(a + B). cos(a — B)

2 25 _
1—cot“a cot“ B = 5

asin? B
sin(a — ) | sin(8—v)  sin(y—a) 0
cosacosfl  cosycosf = cosacosy

sin

Problema 1.8. Per quali valori del parametro a valgono le relazion:

a)sin(m — a) = sina,

b)sina = v/1 — cos? a,

¢)y/ 1+ sin(2a) = sina + cosa.

Problema 1.9. Dimostrare che Uidentité o + 8 + v = w/2 implica

_ T_a L )
cosa+cosﬁ+cosw—4cos(4 2)cos<4 2)005(4 5)"

Problema 1.10. Dimostrare l'identita’
sin bz /2

1
— 2 =
2 oS A cos 2 2sin(x/2)

Problema 1.11. Calcolare sin 18°.
Problema 1.12. Dimostrare che

1 1
z+-=2cosa = 2"+ — =2cos(na) VneN.
z "

2. EQUAZIONI E DISEQUAZIONI TRIGONOMETRICHE
L’equazione
sinx = a.
Caso I: Se
la] >1 =z €0.
Caso II: Se |a| < 1, si trova ag € [—7/2,7/2] tale che sin ap = a. Tutti soluzioni
$ono
r=a+2kn, k€, U =7 —ay+ 2km, k eZ.
L’equazione
cosx = a.
Caso I: Se
la] >1 =z €.
Caso II: Se |a| < 1, si trova g € [0, 7] tale che cos g = a. Tutti soluzioni sono

x=o00+2kmk€Z, | | x=—0ao+2kn kel
L’equazione
tanx = a

ha soluzione per ogni a € R. Prima si trova ag € (—7/2,7/2) tale che tan g = a.
Tutti soluzioni sono
r=qap+km k€.



L’equazione

cotx =a

ha soluzione per ogni a € R. Prima si trova ag € (0,7) tale che cot ag = a. Tutti
soluzioni sono

r=oqay+ km, k €Z.

2.1. I tipo: Le equazioni del tipo f(sinz) =0, f(cosz) =0, f(tanx) = 0, dove f
é polinomio.

Problema 2.1. Trovare tutti x tali che

a)2sin? z4sinz—3 = 0; b) sin z—V/3sin? x+? = 0; ¢) 4cos? z—2(14+V3) cos x+/3 = 0;

1
d)cosxz = - tanxz; e) 2cos’x 4 3sinaz = 0; f) 17cosx + 12sin 2 — 18 = 0;

7

9) sin® (z—270°)+2 cos(360° —x) = 3; h) (cosa)* " *2IH = 154) Btan® w5 = ——

§) V3cot?z + (V3 —1)cotz —1=0; k) tanz + 5cotx = 6; £) sinz = cos 2;
m)2cosz+3 = 4cosg; n) 3(1—sinz) = 1+2cos(2z); o) (1+cosz)cot z = sin 2z;
p) sin 2 4 cos? 2z = 2; ¢)cos 2z +sinx = 1;

r) tan®z = T ooz 5)3cos? x4+ 2cos® x = 2 cos x.
cos &

Problema 2.2. Per quali valori del parametro a l’equazione ha soluzione
a) sin®z +2cosxz = a; b) 3sinx — cos(2z) +a =0,

2.2. II tipo: L’equazione

sinax £ cosax = 0.

C.E. z € R, Usiamo le formule
: T LT
sin(az) = cos (5 - ax) ;cos(ax) = sin (5 + ax) .
L’equazione si riduce a

. 7T+a—b —0U a+b T _ 0
Sln4 2x—,cos2x4—.

Problema 2.3. Per quali valori del parametro a l’equazione ha soluzione

a) cos2x+sinxz = 0; b) sin3x —cosz = 0; ¢) sinbx = cos2z; d) sin2x = cos 2.



2.3. III tipo: L’equazione
asin(pz) + beos(pz) = ¢, a® +b* # 0.
L’equazione del tipo f(z) = ¢ dove
f(z) =asinz 4+ bcoszx

si fa la trasformazione
o) = VT

Se « é angolo tale che
b

sino = ———

a
/a2+b2’ 212

allora 'equazione f(z) = ¢ diventa

Cosx =

a . b
\/TWSIDI—F WCOSI) .
a

c

JET R

sin(z 4+ o) =
Problema 2.4. Trovare tutti x tali che
a)sin 3z — V3cos3z = —/3; sinz +cosz = 1.
2.4. IV tipo: Equazioni dove si usano le formulae di prostaferiesi (1).
Problema 2.5. Trovare tutti x tali che
a) cosb5x = sinz+cos3z; b) cos 10x—cos 8z —cos 6x+1 = 0; ¢) cos’z+cos? 2x4-cos® 3z = 1;

d) sinz+4sin 3z = 4 cos® ; €) sin4r—sin3z—2sin2zx+3sinz = 0, f) sin 7z cos 13z = sin x cos 192;
1
g) sinzsin2zsin3z = 1 sin4z.

2.5. V tipo: Equazioni dove si usano le sostituzioni del tipo
2tan(z/2) 11— tan?(z/2)

2 i — 3 - )
@ T T I  tan?(2/2) T T 1+ tan’(2/2)
, . t?—1
(3) sinz 4+ cosx =t = sinxcosz = 5
. . 11—
(4) sinz — cosx =t = sinxcost = 5

Problema 2.6. Trovare tutti x € R tale che
a) sinx + 2cot(z/2) = 3; b)sin(2z) + tanz = 2, ¢)) cot(x/2) — tan(z/2) = 2tanx;

4
d) tanz—cotx = 3 sin(2z); e) sin® a+cos® x = 1; f) sin® x+cos® & = sin 2z4-sin z+cos z;

1 1 1
g9) — + + = =5; h) sin®z 4 cos®z = 1.
sinzx cosz sinzcosx

2.6. VI tipo: Equazioni omogenei del tipo
asin® z 4+ bsinx cos & + ccos® x = 0; asin® z + bsinz cosx 4 ccos®> x = m.
Problema 2.7. Trovare tutti x tali che

a) sinzx—(\/§+ 1)sinxcosx+\/§cos2:v =0; b) 3cos®x —sin®zcosx —sinz = 0.
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2.7. VII tipo: Equazioni dove si usano stime del tipo
|sinz| <1, |cosz| < 1.
Problema 2.8. Trovare tutti x tali che
a)sin 7z + cos 2z + 2 = 0; b)sin'” x + cos'x = 1; ) 2'082(sin3utcos2e) _ o

Problema 2.9. Trovare tutti x tali che

a) sin®z +V/3sinzcosz = 1; b) sinz 4 cosz = ¢) sin2z 4 2cotzx = 3;

sinz
d) cos 2z cot 3z — sin 2z = v/2cos 5x; €) 4sin3x + sin 5z = 2sinx cos 2x;
f) 2cotdx — cot 2z = tanz; g) 3(cosz —sinz) = 1 + cos 2z — sin 2x;

h)sin 8 + sin 5z + sin = sin 2z; i) V3sinz cosz = 2 — sin 3z sin z;

3
§) sin2zx + cos 2z = V/2sin3z; k) sin 3z sinz + sin 3z sin 2z = cos ; cos g;

0) sin2z+cos2x = V/2sin 3x; m) 4sin® 2—2 cos 2z = 5 cos? £+2; n) 8cos’ x—5 cosdx = 3;

0) cosdx +2cos’z = 1; p) cos2zx = 5sinz + 3;¢) 7cos%—4sing = 4cos® %;

3
) cos® x + cos® 2z + cos? 3x + cos® 4z = 2; 5) sin®x + sin® 22 + sin? 3z = 3
t) 2sin’ g —1=2cos? g; u) 8cos? x — cosdx = 1;

v) 3 —5cos’z = 3sin? z;w) 8sin? % =5 — 8cos’ %
Problema 2.10. Trovare tutti x tali che
1

a) sin® z+cos 2 = sin 22—0, 5;b) 3—2sin? 2z = 2sin’ ; ¢) cos2(a:—g)—cos2(x+g) =3

d) 4cos® g + 3v2sinz = 8 cos g; e) tanz + 2 cot 22 = cosx + sin 2x;
f) 8cos? g + 6 sin? g =6 —sinz; g) 2cos 2z = V6(cosz — sin z);
h) 5(sin z+cos x)+sin 3z—cos 3z = 2v/2(sin 22+2); i) (V3+1) sin? z—(v3—1) sinz cosz = 1;
§) sin®z — sin? 2 cosx — 3sinz cos® x + 3cos® x = 0; k) 1+ sin 2z = sinz + cos ;
0) cosz 4 (V2 —1)sin2z = 1 +sinz; m) sin® z 4 cos® 2 = sin 2z 4 sinz + cos z;
n) sin3z + cos2x + 2 = 0; 0) 2 — 05 Flogesine — 90,5+log, cosa,

4logg,5(sin2 2++/3sin x cos £42) l ) ﬁtanx_" 1 — 4:

r) K cos 2z ’

r) dsinx + 2cosz = 2+ 3tanx; s) tan(mtanz) = cot(w cot x).



3. DISEQUAZIONI TRIGONOMETRICHE
La disequazione
sinz > a
ha soluzioni
a+2kr <z <m—a+2kr, sela <I;

(5) z eR, se a < —1;
x# (4k+3)m/2,k € Z, se a = —1;
z €, sea>1,

dove « é l'unica soluzione dell’equazione sinx = a con a € [—7/2,7/2] quando
la| < 1.
La disequazione
sinz > a
ha soluzioni
a+2kr <z <m—a+2km, sela|l <1

6) r €R, sea < —1;
x= 4k +1)w/2,k € Z, sea=1;
z €, sea>1,

dove « é l'unica soluzione dell’equazione sinx = a con a € [—7/2,7/2] quando
la| < 1.
La disequazione
sinz < a
ha soluzioni

—T—a+ 2kt <z <a+22kr, selal <1

(7) x eR, se a > 1;
x# (dk+1)m/2,k € Z, se a = 1;
xz €0, sea< —1,

dove « é l'unica soluzione dell’equazione sinx = a con a € [—7/2,7/2] quando
la| < 1.
La disequazione
sinz < a

ha soluzioni

—m—a+2kt <z <a+2kr, selal <1
8) xz €R, se a>1;

x=(4k+3)7/2,k € Z, se a = —1;

x €0, se a < —1,

dove « é l'unica soluzione dell’equazione sinx = a con a € [—7/2,7/2] quando
la| < 1.
La disequazione
coszT > a

ha soluzioni

—a+2kr <z < o+ 2km, sela| <1;
) z € R, se a < —1;

x# (2k+1)m k € Z, se a = —1;

xz €0, sea>1,
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dove « é 'unica soluzione dell’equazione cosz = a con « € [0, 7] quando |a| < 1.
La disequazione
cosT > a
ha soluzioni
—a+2kr <z <a+2km, sela|l <1

xz €R, se a < —1;
(10) x=2km, k €Z, se a=1;
x €0, sea > 1,

dove « é I'unica soluzione dell’equazione cosx = a con « € [0, 7] quando |a| < 1.
La disequazione
cosz < a
ha soluzioni

a+2kr < <21 —a+2kn, sela| <1;

(11) rz €R, se a > 1;
x #2kn, k €7, sea=1;
z €0, sea < —1,

dove « é I'unica soluzione dell’equazione cosx = a con « € [0, 7] quando |a| < 1.
La disequazione
cost < a
ha soluzioni

a+2kr <z <21 —a+2kw, sela| <1;

(12) x €R, se a > 1;
x=2k+ ), keZ, se a=—1;
z €, sea< —1,

dove « é 'unica soluzione dell’equazione cosz = a con « € [0, 7] quando |a| < 1.
La disequazione
tanz > a

ha soluzioni
(13) a+kr <z <mw/2+km,

dove « é I'unica soluzione dell’equazione tanx = a con o € (—7/2,7/2).
La disequazione
tanx > a

ha soluzioni
(14) a+kr <z <mw/2+km,

dove « é I'unica soluzione dell’equazione tanx = a con o € (—7/2,7/2).
La disequazione

tanx < a
ha soluzioni
(15) —m/2+kn <x < o+ km,

dove a é 'unica soluzione dell’equazione tanz = a con « € (—7/2,7/2).
La disequazione
tanz < a



ha soluzioni
(16) —m/2+kr <z < a+kn,

dove « é 'unica soluzione dell’equazione tanz = a con « € (—7/2,7/2).
La disequazione

cotx > a

ha soluzioni
(17) kr <z < a4+ kn,

dove « é I'unica soluzione dell’equazione cot x = a con a € (0, ).
La disequazione

cotx > a

ha soluzioni
(18) kr <z < a4k,

dove « é I'unica soluzione dell’equazione tanx = a con « € (0, 7).
La disequazione

cotx < a

ha soluzioni
(19) a+kr <z <(k+1)m,

dove « é 'unica soluzione dell’equazione tanx = a con « € (0, 7).
La disequazione

tanx < a

ha soluzioni
(20) a+kr <z <mw+km,
dove « é I'unica soluzione dell’equazione tanx = a con « € (—7/2, 7).

Problema 3.1. Trovare tutti x tali che

1 1
a) sinx > 3 b)sinx > 2; ¢)sinz > —2; d)sinz < X
. . . 1. .
e) sinz < 1; f) sinx < —2; g) sinx < 5; h) cosz > 5;1) cosx > 1;7) cosx > —1;
1
k) cosx > —2; f) cosx < §,m) cosz < 1; n) cosz < —2;

0) cosx < —3; p) tanz > V3; ¢) tanz < 1; r) cotx > s) cotx < —1.

1 .
\/57
Problema 3.2. Trovare tutti x tali che

a) 2sin(g —x) <V3; b)2 cos(% +22) —V3<0; ¢) V3 + tan(%r —2x) < 0;

d) \/gtan(% —3z) > 1; e) sin2z —V3cos 2z < V2

f) 2sin®x — 3sinx +1 < 0; g)sin2z + 3cosz + cot x > 0.
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FIGURE 1. Tabella delle disequazions.

Problema 3.3. Trovare tutti x tali che
1 3 3
a)cosx2§;b)cotx>—§ )tn(4 z) < —V3;

d) tan(3z — —) <1; e) cot(x +

il T
4 —) > 1; f) cot(—x + Z) > /3

4
g) 2sin®z 4 3sinz —2 > 0; h) 2sin®z + 9cosx — 6 > 0; i) cos2x + sinz < 0;

§) 2sin?(z — g) —3cos(:r~|—%)+1 > 0; k) 4sinzcosz — V2 < 2(V2cosz —sinz);

0) 3cot 2z +2sin2x > 0; m) 1+sinz —cosz < tana; n) 3sin2zcosz < 2sin® +1;

0) 2sin®z + sin3z < 1+ sina; p) _smr >
1+coszx

2tanzx 1
1+tanz tanz

q) 8 cos®  sin 3z+8 sin® x cos 3z < 3; 1) gein® e o g2sine—2, i S) > 2.
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Problema 3.4. Trovare tutti x tali che la disequazione
(2sinz 4+ V2)y? — 4y 4 2sinz > 0
€ vera per ogni y € R.
Problema 3.5. Trovare tutti x € R tale che
1+ cos?z
1+sinx
Problema 3.6. Trovare tutti x € R tale che
sinx + cosx
L VEY

sinx — cosx

Problema 3.7. Trovare tutti x € R tale che

> 2.

4(sin? x — |cosz|) < 1.
Problema 3.8. Trovare tutti x € R tale che
|sinz 4 cosz| < 1.

Problema 3.9. Trovare tutti x € R tale che

sinx + cosx
— | <L
sinx — cosx

Problema 3.10. Trovare tutti x € R tale che
2sinm > 2cosm'

Funzione arcsin, arccos, arctan, In
Sia I C R e un intervallo. Una funzione f : I — R é crescentese se

f(x1) < f(w2)

per ogni due numeri x1,2o € I tali che 27 < x5. Una funzione f : I — R é
decrescentese se

f(x1) > f(a2)

per ogni due numeri z1,z2 € I tali che 1 < zs.

La funzione sin« é crescente per o € I = [—n/2,7/2]. L’imagine e J = [—1,1].
Allora la funzione inversa é arcsinz con dominio J = [—1,1] e l'imagine I =
[—7/2,m/2].

arcsinz = o,z € [-1,1]] & sina =z o € [-7/2,7/2].

La funzione cosa é decrescente per o« € I = [0,7]. L’imagine é J = [-1,1].

Allora la funzione inversa é arccosx con dominio J = [—1,1] e 'imagine I = [0, 7.

arccosz = o, x € [—1,1] & cosa =z a € [0, 7],

La funzione tana é crescente per o« € I = (—n/2,7/2). L’imagine é J =
[—00, 00]. Allora la funzione inversa é arctan z con dominio J = (—o0, 00) e imagine
I=(—7/2,7/2).

arctanx = o, x € (—00,00) & tana =z «a € [—7/2,7/2],

La funzione e® é crescente per x € I = (—00,00). L’'imagine e J = (0, 00). Allora

la funzione inversa é Inx con dominio J = (0, 00) e imagine I = (—o0, 00).
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Problema 3.11. Trovare l'imagine e la inversa (se esiste) delle funzione
a) f(x) =14 2/x con dominio (0,1).
b) f(x) = (2% +1)/(2® — 1) con dominio I = (—1,1)).

Problema 3.12. Per quale intervallo I C R la funzione f(x) = x + |22 — 1| con
dominio I € invertibile ?
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4. NUMERI COMPLESSI

L’equazione 22 + 1 = 0 non puo’ avere soluzioni reali dato che non ha senso
(nel campo dei numeri reali) considerare /—1. Tuttavia ’equazione scritta so-
pra ha soluzione se ampliamo l'insieme dei numeri reali con ’aggiunta dell’unita’
immaginaria i = v/—1 che gode della proprieta’

(21) iZ=—1.

Una volta introdotta 'unita’ immaginaria si definisce insieme dei numeri comp-

lessi
C={z=z+iy,z,y € R}

Se z=x +1iy con x,y € R, allora = ed y si chiamano ripettivamente parte reale
e parte immaginaria del numero complesso z e si indicano con Re z ed Im z.

La somma e la moltiplicazione tra numeri complessi segue le stesse regole della

moltiplicazione tra numeri reali, tenendo conto del fatto che per 'unita’ immagi-
naria i vale la regola (21). Quindi

vtiy+a’+iy = (v +2) +ily+y)
(z +iy) (2" +1iy') = 2’ + iy’ +ia'y +iPyy = (22’ —yy') +i(zy’ +2'y).
Dato z = x + iy si definisce
Z=x—1iy

|2]* = 2® +y°.
Si puo’ anche definire il rapporto tra numeri complessi come segue:
z 2w
w wf?
(notare che il secondo membro ha senso visto che la moltiplicazione dei tre numeri
Z, W, # si puo’ fare seguendo la regola di prodotto descritta sopra).

Ogni numero complesso z = = + iy €’ individuato da due numeri reali (la parte
reale e la parte immaginaria). Pertanto i numeri complessi possono essere individ-
uati da un punto nel piano cartesiano x—y. D’altra parte ogni punto (x,y) del piano
puo’ essere individuato in coordinate polari dalla distanza del punto dall’origine p
e dall’angolo 0 formato tra l’asse delle = e la semiretta passante per il punto (z,y)
e lorigine.

Pertanto se (z,y) = (pcos@, psinf) (osservare che 6 e’ definito a meno di un
multiplo intero di 27) allora

x4 iy = p(cos + isind).
Una notazione utile e’
el = cosf +isiné,

e pertanto ogni numero complesso = + iy si puo’ sempre esprimere in coordinate
polari ed in forma compatta come segue:

x4 iy = pet?

dove 6 definito a meno di 2k con k € Z.
Inoltre si ha che

(22) 2" = ptel™ se 2 = pel?
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(vedi esercizio (4.6)).

Un numero complesso 2’ si dice essere una radice n-esima del numero complesso
zse 2™ = 2.

In particolare se z = pe
ha per definizione che

i i0’ . . . .
(042k7) o 2 = p/el? ¢ una radice n-esima di z allora si

pei(9+2kﬂ-) _ (p/)neine’
dove abbiamo usato (22).

In particolare si ha che le radici n-esime di z = pel? sono tutti e soli i numeri
complessi del tipo p'e'? dove p/ = ypeld = % + zn—kw per qualche k € Z.

Esempio Calcolare /—1. Osserviamo che in base all’interpretazione geometrica
dei numeri complessi si ha che —1 = ¢(™+257) con k € Z e quindi tutte le radici di
—1 sono del tipo e(ZT+™) con k € Z.

Data la periodicita’ di ei? si ha che le uniche radici distinte di —1 possono essere
individuate dai numeri e'% e ¢'™3 che possono essere scritte in coordinate cartesiane
come i e —i.

Problema 4.1. Provare che |z|> = 2.z per ogni numero z € C.

Problema 4.2. Calcolare
3i—2 1—3 (1—14)(i—2)
1—2 1—2¢ (2 + 1)2

Problema 4.3. Dati i numeri complessi z =z + iy e w = 2’ + iy’ (w si suppone
diverso dal numero complesso nullo) esprimere la parte reale e la parte immaginaria
di =.
Problema 4.4. Provare che
2 +w| < z] + |w]

per ogni coppiae di numeri z,w € C.
Problema 4.5. Dato il numero complesso z = pel® calcolare |z|?.
Problema 4.6. Esprimere in coordinate polari il numero z" dove z = pelf.
Problema 4.7. Simplificare [’espressione

23 -1 n 23 -1

z2—1  z-1

dove z = 7.

Problema 4.8. Calcolare
244 1/24

1+iv3)"
2
pern € N.

Problema 4.10. Calcolare Vi, v/ /3 +1,</3 + 3i .

sez+1/z=1.
Problema 4.9. Calcolare
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Problema 4.11. Trovare tutti i numeri complessi tali che

2" =z
Problema 4.12. Risolvere equazione z32* = —222.
Problema 4.13. Trovare tutti ¢+ numeri complessi tali che

2" =z
Problema 4.14. Trovare tutti ¢+ numeri complessi tali che

22 —]z2-3|-3=0.
Suggerimento. Usare la forma cartesiana z = x + iy.
Problema 4.15. Trovare tutte le coppie di numeri complessi z,w tali che
72 —w? = -1,
w? —z=0.
Problema 4.16. Esrpimere in coordinate polari il numero complesso
14 cosf +isind.

Problema 4.17. Siano z1, ..., z, le radici n-esime di 1. Calcolare z1 + ... + z, €
Z1 X oo X Zp.

Problema 4.18. Scrivere in forma compatta i numeri (1 + )" + (1 — i)™, con
n € N.

Problema 4.19. Siano dati a,b,c € C tali che |a| = |b] = |¢| = 1. Provare che il
triangolo di vertici a,b,c e’ equilatero se e solo se a+b+c=0.

Problema 4.20. Siano dati a,b,c € C , provare che il triangolo di vertici a,b,c
e’equilatero se e solo se a® + b + c? = ab + ac + be.

Problema 4.21. Rappresentare graficamnete il sequente sottoinsieme di C:
{lz—1|=1|2+1],z € C}.

Problema 4.22. Se w € C é un numero complesso tale che |w| < 1 wverificare
laffermazione

zZ—w

2] < 1« <1.

1—w z

Problema 4.23. Rappresentare graficammnete ils equente sottoinsieme di C:

{z+z=2]*2€C}.



