Corsi di Laurea in Ingegneria Elettronica e Telecomunicazions.
UNIVERSITA DI PISA.

Primo Compitino di Analisi Matematica I. Soluzioni.

Esercizio 1. Si consideri la successione (ay)ren definita dalla relazione di

ricorrenza
{ ag = v 31

Api1 = ap + %sin(ﬂak) .

i. Si provi che la successione (ay) € convergente e se ne calcoli il limite.

ii. Si provi che la serie Y, sin(wa;) ¢ convergente e se ne calcoli la
somia.

Soluzione.
(i) La funzione f : R — R definita da f(x)
perché per ogni x < y si ha |sin(y) — sin(z)| <y

fly) = f(z) = (y — =) +sin(y) —sin(z
Inoltre, poiché 25 < 31 < 36 si ha 5 < V31 < 6 e quindi a; — ay =
%sin(ﬂ\/S_l) < 0. Come ¢ noto dalla teoria, cio implica che la successione ay,
¢ decrescente e converge alla piu grande soluzione z dell’equazione f(z) = x
che sia minore di ag. In questo caso 1'equazione si scrive sin(mz) = 0, le
cui soluzioni sono esattamente gli interi. Concludiamo che nel nostro caso

limkﬁoo ap = 5.

+ L sin(7z) & crescente,
x e quindi
) >0

(ii) Dalla definizione di a;, si ha
sin(may) = w(ags1 — ag)

e sommando per k fra 0 e n si ottiene:

Z sin(rag) = Z(ak+1 —ag) = m(ap41 — ap).
k=0 k=0
Segue quindi che la serie ¢ convergente e
(0.9]
> sin(ray) = x(5 — V/31).
k=0

Analogamente per altri valori di ag, e per la funzione f(x) =z — sin(x).
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Esercizio 2. Siano b, numeri reali non negativi, per k € N.

i. Si provi che per ogni n € N si ha
1—|—Zbk < H(l + by) < exp (Zbk)'
k=1 k=1 k=1

ii. Si provi che Y 7 by < 400 se e solo se [[o; (1 + b;) < +oo.
iii. Si provi la disuguaglianza > _, + > log(n + 1).

Soluzione.

(i) La prima disuguaglianza si prova per induzione su n: infatti essa ¢
una uguaglianza se n = 1 (base dell’induzione) ; inoltre se vale per il numero
n, moltiplicando per 1 + b, 41 si trova (passo induttivo)

n+1 n n n+1
[T +0) =TI +0) 0 +b0e) > (1D b)) A+ bu) =1+ > by
k=1 k=1 k=1 k=1

La seconda disuguaglianza e equivalente, prendendo il logaritmo, a:

n n n+1
log H(l +by) = Z log(1 + b;) < Z b
k=1 k=1 k=1

che segue immediatamente dalla nota disuguaglianza log(1+x) < x. Oppure
si puo anche usare la disuguaglianza delle medie:

n 1/n 1 n 1 n
[H(ku)] SEZ(H—bk):H—EZbk
k=1 k=1

k=1
da cui, ricordando che vale (1 + z/n)" < exp(x) per ogni = > 0,

n

[T +o) < (H%) < exp (Zbk)
k=1

k=1

(ii) E conseguenza immediata di ().
(iii) Prendendo by = 1/k, e osservando che
- 1 k41
H ( + 2 i n+ 1,
k=1 k=1
da (i) segue subito log(n +1) < >, .



Corsi di Laurea in Ingegneria Elettronica e Telecomunicazions.
Appello di Analisi Matematica I del 18-01-2016. Soluzioni.

Esercizio 1. Si consideri la serie numerica )~ a, di coefficiente
+o00
_C
Ap 1= n“/ t* e " tdt.
0

Trovare un numero positivo C' tale che C' < "> | a, < 2C. (NB: nelle diverse versiont
dell’esercizio nel testo d’esame, 0 <b<1ea— (b+1)c=-3 ).

Soluzione. Rendiamo piu esplicita la dipendenza da n nell’integrale con la sostituzione
nt =z, t" =n"2b e dt =nCdz :

+o00 +oo oo
— C p— — J— J—
a, = n“/ t et dt = n® (bH)C/ 2 e dr =n 3/ 2’ e ?dx.
0 0 0

Quindi

0 +oo 9]
E an, :/ o E n=3,
n=1 0 n=1

e si puo stimare separatamente l'integrale euleriano e la serie armonica generalizzata. Per
stimare l'integrale osserviamo che, per ogni esponente 0 < b < 1 la funzione b & concava
sull'intervallo [0, +00). Quindi, per ogni x > 0 vale min(z,1) < 2 < 1+ b(z — 1) .
Integrando

400 —+o00 +00
/ min(x, 1)e”“dzx < / 2¥ e %dx < / (1+bx —b)e “dx.
0 0 0

Gli integrali ai lati della disuguaglianza si calcolano facilmente, e si trova per il primo

+00 1 +oo 0o 1
/ min(z, 1)e *dz = / re “dx —l-/ e "dr = [~ (v + 1)6_:0}(1) +[- e_x]j =1--
0 0 1

e per l'altro

+oo +oo +oo
/ (br +1—0) e_xdx:b/ xe‘xdxjt(l—b)/ e fdr=1.
0 0 0

In conclusione 1 — 1/e < f;oo b

(1 — é) ind < ian < ind .
n=1 n=1 n=1

Dalle stime col test integrale, 0 < > > .n™?® < f;o r3dr = 1/8 , dacui 1 +1/8 <
S>> n ¥ <1+1/8+1/8 e in conclusione

9 1 > 5
—1——>< n <=,
8( e _Za_4

n=1

e *dxr <1, da cui, ritornando ad a,, e sommando

corrispondente per esempio a C = 7/10. (NB: La serie Y - a, conb=1/2 eb =1/3
valeva 1,06529519351..., rispettivamente 1,07341218626...).
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Esercizio 2. Si consideri la funzione

fla) = [0+ ) htog (G )

24u

Calcolare la derivata sesta di f(z) nel punto x = 0.

Soluzione. Poiché la derivata prima di f e
2—x
1= ()
fi) = (4 2 bog (30
si tratta di calcolare la derivata quinta di f’(x) nel punto x = 0. Per la formula di Taylor,
essa ¢ 5! = 120 volte il coefficiente di z° nello sviluppo polinomiale di f/(z) in z = 0
all’ordine 5. Si ha da noti sviluppi in x =0

1 1
=1+ 5172 - §x4 + o)

NI

(1+2?%)

2—x x x 1 1
og Ttz og 5 og +2 T— 5% ~ 5% + o(x?)
Da qui si trova

7 17
fl(x)=—x+ Ex?’ — mf + o(z)

e il valore della derivata sesta di f in 0, £©(0) = (f)®(0) = 17/2.

Varie espressioni per di f/(x) e di f((0) nelle diverse versioni del tema d’esame:

(1+ xQ)% log (; i_ i) =x+ %x?’ — gz—f + o(2°)
ey bog (35) = ot 3o - P ot
(1-— :132)% log <§ _T_ i) =—x+ }Lx?’ + %E—T + o)
(1—$2)_%10g <§ti> = % 3—1—6—232—?—#0@5)

—x 12 2 5l
(140 og (2o0) = ot 20t = B4 o)
(1—1‘2)210%@;9:— +% 3+377E—T+0(x5)
(1—2%) % log (;jD_ %anr%ﬁ_‘:JrOw)



Corsi di Laurea in Ingegneria Elettronica e Telecomunicazions.

Appello di Analisi Matematica I del 5-02-2016. Soluzioni.

sercizio 1. Si consideri 'integrale improprio
E 1. S deri l'int 1

+oo .2
¥ —-—x+1 4
/0 m@s xCOSZ‘d{E

Converge questo semplicemente? Converge assolutamente?
Soluzione. Sia f la funzione di variabile z > 0

22—z +1
f(l‘) T (1 +x7)1/3‘
Poiché f(z) = % = 27Y3(1 + 0(1)) questa funzione ¢ infinitesima ed & positiva in
un intorno +o0o (si noti che c¢io non garantisce ancora che f(z) sia decrescente in un intorno
+00). La derivata di f & continua, e si annulla esattamente negli zeri di un polinomio,
dunque al pit in un insieme finito di punti (precisamente: se P e ) sono rispettivamente
i polinomi che appaiono a numeratore e denominatore in f := PQ~'/3 | sia ha f =
(PQ™'3Y = (P'Q — P/3)Qf4/3 e dunque f’ si annulla esattamente dove si annulla il
polinomio P'Q) — P/3 ). Siccome f’ si annulla in un insieme finito di punti, per il teorema
degli zeri ha segno costante per ogni x abbastanza grande. Quindi la f € monotona in un
intorno di +oo; precisamente, decrescente (infatti si e gia stabilito che f ¢ infinitesima e
positiva all’infinito).
La funzione €5 cos z ¢ la derivata della funzione periodica g(z) := €*"*. In particolare,
eS"% cos z ha integrale nullo sul periodo. Si puo applicare il noto principio di convergenza
per integrali oscillanti e si conclude che I'integrale proposto ¢ convergente.

Oppure: Integrando per parti:

/0 ?1 ;57;/—1, &M cos x dr = /0 flx)g(x) do = _/0 f(@)'g(z) dz+f(T)g(T)—f(0)g(0) .

Siha f(T)g(T) = o(1) per T — 400 perche f ¢ infinitesima e g e periodica, quindi lim-
itata da una qualche costante M. Inoltre I'integrale fOTf(:c)g’(a;) de = — fOT f(x)g(x) dx
¢ assolutamente convergente, in quanto, essendo f’ < 0 per z grandi, vale

| (@)g(@)] = = f'(2)|g(z)| < =M ['(2),

e quindi

[1r@aw)] ar < - [ = (0 - ).

Cio prova la convergenza semplice dell’integrale.
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Infine, I'integrale proposto non e assolutamente convergente. Infatti dalle stime per f segue
che per un zy > 0 vale per esempio

2 —z+1
A+ a7)/s
per ogni x > xy, pertanto la non assoluta convergenza segue per confronto dalla non

assoluta convergenza di f0+oo leoszl 70- 1a quale a sua volta segue dal fatto che ogni intervallo

[(n — 1), nmr| da un contributo all’integrale

/ de > —/ | cos z|xdr = —
(n—1)m r n Jo n

oo . . X
Lcosa] Cf;”'dx diverge per confronto con la serie armonica.

| cos |
>

— Y

X

sin x

€ COS T

per cui f0+

Esercizio 2. Calcolare I'integrale improprio (nella variante della versione del testo)

/1 dt
o t—2t13 44

/1 dt
o tHE/3—10

/1 dt
o T+ 3t23 4+ 3t1/3+2

/1 dt
o T3t +t13 43

/1 dt
o t+ 2023+ t1/3 42

Soluzione. Si tratta di eseguire le operazioni richieste dalla procedura di integrazione.

Cambio di variabile per integrale definito: t := 3, dt = 322, 0 < x < 1.
/1 dt /1 3
S . —
o t—2134+4 f, 23 —2x+4

Fattorizzazione del polinomio a denominatore: Il polinomio 22 — 2z +4 ha la radice x = —2
e quindi ¢ divisibile per (z+2). Si ottiene infatti x* — 2z +4 = (v +2)(2* — 22+ 2) medskip
Decomposizione in frazioni reali semplici: Si determinano le costanti a, b, ¢ tali che
322 _a br +c
w3 —20+4 x+2 +w2—2:1:+2
identificando i coefficienti dei polinomi

37° = a(x® — 22+ 2) + (bx + ¢)(z + 2).
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Il sistema lineare corrispondente ¢ a+b =3, —2a+2b+c¢ =0, 2a+2¢ =0, da cui a = 6/5,
b=9/5 ¢= —6/5. 1l valore di a si puo anche trovare subito ponendo x = —2, da cui

12 = 10a.
Preparazione per I'integrazione con funzioni elementari: La seconda frazione si decompone
ulteriormente in forma di derivata logaritmica P’/ P:
3z 61 3 3r—2 6 1 9 2 — 2 3 1 B
B —2r4+4 5 x—i—2+g 2 —20+2 5 x+2+1_0 x2—2x+2+5x2—2x+2 B
1 9 (22 —2z+2) 1
r+2 10 22 —22+2 (x—1)2+1

3
- 5

6
)
Si ha percio
1 2 1 1.2 / 1
3 6 d 9 -2 2 3 d
/de:_/ AP wdﬁ_/_w:
0o T3 —2x+4 5/ v+2 10 J, 22—2x+2 5/ (x—=1)2+1

_ g [1og(x v 2)] 1

[1) + % [log(x2 —2x 4+ 2)] (l)dx + % [arctan(m — 1)]0 =

= g(log?) —log2) + 3(— log2) + g(— arctan(—1)).

10
6 21 3T
=-1 — —log2+ — =
3 og 3 10 og 2 + 20 0,3339

Per le altre varianti, analogamente:

/1 dt /1 3z J

- 0 @ = €T =

o t+t/3—10 o (z—2)(22+2x+5)
57 27 3t 3 1

— 2002 = Zioes 4 2T 2 aretan (2) = —0. 1146...
56 1082 ~ 55 1085 + 37 — g arctan () ’

/1 dt /1 3z y
= xTr =
o t+3t23 43183 4+2 ) (x4+2) (22 4+x+1)

7 3
— log3 —4log2 - % —0,1656...

/1 dt _/1 322 e —
o tH32B L343 Jo (x4+3)(x2+1)
27 111 97
= ——log2— — =0,1738...
10 og 3 + 20 og 10 0,1738

/1 dt /1 31.2 d
= €r =
o 228 4+8183 42 Jo (z+2)(x2+1)
12 21 37
= "log3 — —=log2 — — =0,2385...
R T R T) B



Corsi di Laurea in Ingegneria Elettronica e Telecomunicazions.

Appello di Analisi Matematica I del 25-02-2016. Soluzioni.

Esercizio 1. Si studi la funzione f :]0,4+o00[— R cosi definita:

f(@) '_/x 1+tlogt’
calcolando:

i) i limiti di f(z) per z — 0 e per x — oo,
ii) gli eventuali punti di massimo e minimo,
iii) gli intervalli di monotonia.

Soluzione. Dal calcolo delle derivate (tlogt) = 1+logt e (tlogt)” = 1/t si ha subito che
la quantita tlogt al variare di ¢ > 0 e infinitesima per ¢ — 0, & convessa, raggiunge il valore
minimo —1/e nel punto ¢t = e~ . Percio I'integrando 1/(1+tlogt) si estende a una funzione
continua su tutto l'intervallo [0, +00], con valori compresi fra 0 e 1/(1 —e™!). Si ha quindi
subito f(z) = o(1) per x — 0. Inoltre per e™* <z <tsiha1l/(1+tlogt) < 1/(1+xlogx)
e quindi f(z) < z/(1 +xlogz) < 1/logx, cosi f(x) = o(1) anche per x — +o00. Essendo
f(z) > 0 su tutto il dominio e inf,~¢ f(z) = 0, f non ha minimo nel dominio.

Dal teorema fondamentale del calcolo integrale, scrivendo f(z) = f02x H_f—ltogt — Ox H_f—fogt
segue che la f e derivabile e

f’(:c) . 2 1 1-— (log 4):L‘

T 1+2zlog2r 1+alogz (1+2zxlog2x)(1+ xlogz)
Questo permette di dire subito che la f & crescente nell'intervallo |0, 1/ log 4], ha un massimo
assoluto per x = 1/log4, ¢ decrescente nell’intervallo [1/log 4, +o00].
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Esercizio 2. Si determini il minimo k € Z per cui esista e sia finito il limite

il?k

lim )
z—0 tan(z cosx) — (tanx) cos(tan x)

e si calcoli questo limite.

Soluzione. L’espressione a denominatore ammette uno sviluppo della forma pz* + o(z*)
per qualche intero positivo k e qualche reale non nullo p. La domanda si puo riformu-
lare equivalentemente chiedendo il valore di questi k e p (il limite corrispondente valendo
quindi 1/p). Per semplificare i calcoli conviene svolgere le operazioni su espressioni letterali.
L’espressione a denominatore e: f(F(x)) — F(f(x)), ottenuta componendo le due funzioni:
f(z) := tanz e F(x) := zcosz. Esse sono entrambe dispari, con f'(0) = F'(0) =1 e
ammettono percio sviluppi in z = 0 della forma:
f(z) =+ az® + bx® + ca” + o(z")
F(z) =1+ Az® + B2® + C2" + o(z").

Lo sviluppo corrispondente per f(F(x)) — F(f(x)), tenendo conto delle semplificazioni
dovute alle simmetrie, &

(x + Az® + B2’ + C2") + az®(1 + Ax® + Bx*)® 4+ ba®(1 + Az®)® + ca™—
—(z 4+ ax® + b’ + ca”) — Az*(1 + az® + bx*)® — Ba®(1 + ax?)® — Ca™ + o(a")
= (3A%a — 3Aa® + 2Ab — 2Ba)x” + o(2").
Dai noti sviluppi di tanx e cosz si ha:

da cui 93
tan(z cosx) — (tanz) cos(tanx) = %ﬂ + o(z")

e il limite richiesto 90/23. Si noti che lo sviluppo della tangente richiesto si puo ottenere

subito identificando i coefficienti a, b negli sviluppi a destra e sinistra a nella identita f' =
1+ f? verifica dalla funzione tangente:
1+ 3ax? + 5bx* = 1+ (2 + ar®)? + o(z?);

similmente per altri coefficienti (per esempio, risulta C' = 17/315).



Corsi di Laurea in Ingegneria Elettronica e Telecomunicazions.

Appello di Analisi Matematica I del 14-06-2016. Soluzioni.

Esercizio 1. Dire se ¢ convergente la serie

—+00

_7
>
n=0

e, in caso affermativo, calcolare la parte intera del suo valore.

. . _R1/7T .y . .
Soluzione. La funzione x — e %' ¢ positiva, continua e decrescente sull’intervallo

[0, +00]. Percio valgono le disuguaglianze di confronto con l'integrale improprio:

teo 1/7 R 1/7 Foo 1/7
/ et dr < g e " < 1+/ e * dx.
0 p— 0

L’integrale si calcola con il cambio di variabile z = t7, dz = 7t®dt, che lo riconduce al noto

integrale euleriano:
e —1/7 e —t46
e de =17 e "t°dt = 7! = 5040.
0 0

Si conclude che la somma della serie ¢ compresa strettamente fra 5040 e 5041 ed ha quindi
parte intera 5040.

Osservazione. Si noti che né criterio del rapporto né il criterio della radice risolvono il
problema della convergenza per la serie di termine a,, := e~ Vn , in quanto sia il rapporto
Upy1/an, = e~ (DY TnT i 1a radice n-sima, Way, = e"*"" convergono a 1. Funziona il
confronto asintotico con la serie di termine generale 1/n?, osservando che e~ V" = o(1/n?);
cio tuttavia non risponde al problema della stima della somma.

Esercizio 2. Sia (z,)nen la successione definita dalla relazione di ricorrenza

o = 0
{ Tpyr = 1+ /2y
(i) Si provi che la successione (z,) € convergente e se ne calcoli il limite.
(ii) Si provi che la successione

L Tpi2 — Tptl
Yn = ———————
Tn41 — Tn

¢ convergente e se ne calcoli il limite.
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Soluzione. (i) La funzione f(x) = 1+ /x & continua e crescente dall’intervallo [0, 00|
in sé, e ha come unico punto fisso & = 3/2 + \/5/ 2. Per quanto e noto dalla teoria, la
successione x,, ¢ crescente e converge a &.

(ii). Per il teorema del valor medio

f(anrl) - f(xn)

Tn+2 — Tn+l
Tn+1 — Tn T+l — Ty
per qualche &, tale che z, < &, < x,.1. Per il teorema dei due carabinieri anche &,
converge a ¢ ed essendo f'(z) = 27/2/2 continua in &, la successione y, = f/(&,) converge

a f1(€) = 7 ="

Variante. Dall’identita algebrica

Tn42 — Tnp41 Y Tn41 — \/I_n . 1
Tnt1 — T Tyl — Ty VIl +/ZTn

Yn =

si ha subito

1 1
lim vy, = = .
Y IV

Esercizio 3. Si determini il massimo a € N per cui si abbia
. 2
. (sinz)%e™ — bab
lim

z—0 e

< 400

per almeno un b € R.

Soluzione. Poiché sinz = = + o(z) per x — 0, vale lo sviluppo
(sinz)’e™ = 2° + o(z”),

e la domanda equivale a chiedere quale sia il grado del successivo termine non nullo nello
sviluppo. Dagli sviluppi della funzione seno ed esponenziale si trova in effetti

11
(sinz)’e ™" — ba® = (1 — b)2® — 7:67 +o(x"),

cosl la risposta alla domanda iniziale ¢ a = 7, corrispondente al valore b = 1.



Corsi di Laurea in Ingegneria Elettronica e Telecomunicazions.

Appello di Analisi Matematica I del 05-07-2016. Soluzioni.

Esercizio 1. Sia A € R un parametro reale e sia (x,),en la successione definita dalla
relazione di ricorrenza

o — 1
Tpi1 = Narctan(z,) .

(i) Per quali A la successione (x,) ¢ decrescente?

(ii) Per quali A la successione (x,,) ¢ convergente?

(iii) Per quali A la successione (x,) € infinitesima?

(iv) Per quali A la serie >~ x,, converge semplicemente?
(v) Per quali A la serie "> x, converge assolutamente?

Soluzione. Osserviamo prima di tutto che, essendo la funzione arcotangente una funzione
dispari, la successione ¥, := (—1)"z,, verifica le relazioni yo = 1 € Y41 = (—=1)" ", =
—Aarctan((—1)"x,) = —Aarctan(y,). In altre parole, la successione generata dalla ricor-
renza con il parametro —A\ € la successione relativa al parametro A moltiplicata per (—1).

E percio sufficiente studiare la ricorrenza nel caso A > 0.

Nel caso A > 0 la funzione f(z) := Aarctanz ¢ crescente e continua dall’intervallo
[0, +00[ in sé. In questa situazione, come ¢ noto dalla teoria, la successione (z,) generata
¢ monotona crescente (rispett. decrescente) e converge al primo punto fisso di f a destra
(rispett. a sinistra di xg) a seconda che xg < f(xg), rispett. z¢ > f(x¢); oppure diverge se
non esiste tale punto fisso (caso che qui non si verifichera mai).

Se 0 < A< 1siha f(r) <arctanz < z per ogni z > 0 e x = 0 ¢ 'unico punto fisso
di f. Se A > 1 invece 'equazione di punto fisso f(x) = = deve avere un’altra soluzione
x =p = p(A) > 0 per il teorema degli zeri (infatti si ha, dallo sviluppo al primo ordine,
f(z) —x=(A—=1)z+o(x) > 0 per x > 0 in un intorno di zero, mentre f(z) —x < 0 per
x sufficientemente grande). Poiché la funzione f & concava su [0, +oo[ non puo avere altri
punti fissi e si ha f(z) > 2 in |0,p[ e f(z) < z in |p, +o0].

(i). Per quanto detto, se A > 0, la successione (z,) ¢ decrescente se e solo se f(1) < 1,
mentre se A < 0 la successione certamente non puo essere decrescente (si ha 1 < 0 < z3).
Essendo f(1) = Marctan(1) = Aw/4 si ha a conti fatti: (z,) e decrescente se e solo se

0< A<

4
T

(ii) e (iii). Se 0 < A < 1 lasuccessione (x,,) converge a zero, perché in tal caso ¢ decrescente
e 0 & I'unico punto fisso di f a sinistra di gy = 1. Se 1 < A < 4/m, (z,) & decrescente, ma
converge al punto fisso positivop > 0di f. Se A > 4/7, (z,,) € crescente e converge al punto
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fisso positivo, ora p > 1. Se A < 0, come visto, la successione ¢ della forma z,, = (—1)"y,,
con ¥y, convergente a zero se 0 < —A < 1, oppure a un limite non nullo se —\ > 1. In
conclusione: la successione (z,,) € convergente se e solo se

1<)

ed ¢ infinitesima se e solo se

-1<A<1

(iv) e (v). Se —1 < X < 0 per i precedenti punti (i) e (iii) e per l'osservazione iniziale,
sono soddisfatte le condizioni del criterio di Leibnitz, e la serie ) x,, converge. Qualunque
sia A, poiché |arctanz| < |z| si ha subito per induzione |z,| < |A|™, cosicché per |A| < 1
la serie converge anche assolutamente. D’altra parte se |A| > 1 la serie non puo convergere
perché non ¢ soddisfatta la condizione necessaria x,, = o(1). Rimane il caso A = 1. Per
induzione proviamo che

1
n+1
Infatti zp = 1, e se per un n > 0 vale z, > 1/(n + 1), allora, dalla disuguaglianza

arctanz > r — x3/3 valida per ogni x > 0 si ha

1 1
nt+1 = arct n > arct > _
Tp+1 = arctana arctan (n+1) ntl 3Ll

e il passaggio induttivo segue dalla elementare disuguaglianza

1 1 1

— > Yn > 0.
ntl 3n+1pP " nt2 "=

Per confronto con la serie armonica si ha che la serie diverge per A = 1, e quindi anche che
non converge assolutamente per A = 1. In conclusione: )z, converge semplicemente
se e solo se

1<«

e converge assolutamente se e solo se

-1<Ai<l1




Esercizio 2. Si calcoli I'integrale definito

V3
/ x arctan® x dx
0

Soluzione. Integrando due volte per parti si trova per 'integrale indefinito:

2 2
T T
/:r; arctan® z dx = 5 arctan® x — / = arctan xdxr =

2
2
x 2
=3 arctan” z — /arctan zdx +/

7 9 T 1
= —arctan“x — rarctanx + dx + arctan zdzx.
2 1+ 22 1+ 22

T2 arctan xdxr =
x

Riconoscendo le primitive log(1 + x?)/2 rispettivamente (arctan® z)/2 per gli ultimi due
integrali si trova infine

x? 1 1
/x arctan® x dx = 5 arctan® x — x arctan x -+ 5 arctan® z -+ 3 log(1 + 2?),
da cui, ricordando che arctan V3=n /3,

V3 2 s
/ rarctan’z dr = =% — — + log 2.
0

CAVE]



Corsi di Laurea in Ingegneria Elettronica e Telecomunicazions.

Appello di Analisi Matematica I del 26/07/2016. Soluzioni.

Esercizio 1. Si consideri la funzione f sull’intervallo aperto I := —|7/2, 7/2[ definita da:

f(@) :/Ox (o 1)t

i) Provare che f ¢ una funzione pari;
ii) Calcolare lim, . /o— f() e lim,— 724 f();

iii) Provare che f ¢ una funzione convessa sul suo dominio I.

Soluzione. i) Osserviamo prima di tutto che l'integrando ha limite per ¢ — 0:

1 1 1- t t
<__1>_: cost __o(t) —o(1), t—0
cost t tcost t+o(t)

pertanto I'integrando ¢ (estendibile ad) una funzione continua su I, e la f(x) & ben definita
come integrale di Riemann, per ogni z € I. Poiché cost ¢ una funzione pari e 1/t ¢ dispari,
I'integrando ¢ dispari e la funzione integrale f(x) ¢ pari (si ricordi che con il cambio di
variabile t = —s, dt = —ds si trova:

/Oxu(t)dt = /O_I —u(—s)ds

cosicché se u(t) € una funzione integrabile dispari la sua funzione integrale e pari).

ii) Poiché la funzionef(z) ¢ pari i due limiti sono uguali. Osserviamo poi che per t € [0, 7/2]
vale 1/t > 2/m per cui , confrontando con il noto integrale della funzione 1/ cost,

US| 1 2 (™21 2 (™2 dt
lim f(x):/ (——1>—dt2—/ <——1)dt:—/ I
/2 0 cost t T Jo cost m™Jo cost

iii) Per il teorema fondamentale del calcolo integrale f ha derivata

f'(x):( ! —1>l.

COS T T

Derivando ancora, con semplici disuguaglianze si trova che f” & positiva sul dominio, e
quindi f e convessa: infatti, come e noto, vale > sinx per x > 0, e percio si ha anche,
per ogni z reale, xsinz > sin®z, e quindi

cos?x + xsinz — cos cos?x +sin?z — cos x 1 —cosz

f'(@) = > =

22 cos? x x2 cos? x z2cos?x

Variante. Si puo osservare che (Colsx

1/cosx fra 0 e z, pertanto f'(z) = (

— 1) % e il rapporto incrementale della funzione convessa

1

— — 1) 12 una funzione crescente e f ¢ convessa.
cosx x



2

Esercizio 2. Trovare delle costanti reali a, b, c e X per cui si abbia, per n — +oc:

Z Vklog? k = (alog®n + blogn + ¢)n* + o(n*)
k=1

Soluzione. Poiché le funzioni log z e /= sono entrambe positive e crescenti sull’intervallo
[1, 00| tale & anche la funzione v/z log? z. Quindi le sue somme inferiore e superiore relative
alla suddivisione P := {1,2,...,n} dell'intervallo di integrazione [1, n| sono rispettivamente

n—1 n
5= Z\/Elogzk = Z\/Elong — Vnlog*n
k=1 k=1

S = Z\/Elong = Z\/Elog2 k.
k=2 k=1

Inoltre, con la sostituzione logx = u, x = e, dx = e“du si trova per l'integrale:

n logn 2\ 3 3(logn)/2
/ Vzlog? zdr = / 22 du = <§) / e’vidv =
1 0 0

2\3 9 v=3(logn)/2 2 8 16 16
—(2) [er(0? = 20+ 2 ] log?n — 1 82 _ 22
(3) [e (v v+2) . (3 og’n 9 0gn+27) o

Da queste relazioni e dalle disuguaglianze s < fln Vrlog® zdx < S si ottiene percio

2 8 16 5/
<310g n—§logn—|—27> —ESZ\/_log k<

8 16 16

1 | 3/2 1/2 1 =

<3 og n 9 0gn—|—27> +n og n 57
e quindi, poiché le due espressioni ai lati delle disuguaglianze differiscono per n'/?log?n =

0(n3/?), si ha anche

- 2 1
Z\/Elong:( log® n—§logn+ 6) n*? 4 o(n*?) .
2 3 9 27



Corsi di Laurea in Ingegneria Elettronica e Telecomunicazioni.

Appello di Analisi Matematica I del 19/09/2016. Soluzioni.

Esercizio 1. Si consideri la funzione della variabile reale x €] — 1, 1[.

1+z
u(zx) := log o

Dire (i) per quali valori del parametro reale A essa & convessa su ]0,1[ , rispettivamente (ii) su] —1,1[.

Soluzione. La derivata seconda della funzione u(x), scritta nella forma u(z) = log(1 4+ =) — Alog(1 — z) &
1 n A

(1+z)?  (1-2)?

percid per un dato z nel dominio di u si ha u'/(z) > 0 se e solo se

u(x) = —

1— 2
A =2
T (14ax)?
Quindi u & convessa in un dato intervallo J C] — 1, 1] se e solo se vale la disuguaglianza precedente per ogni = € J, vale a dire
1—x)2
2> sup LT2)°
zeg (1+ x)
(si ricordi la definizione di estremo superiore). Per J =|0, 1] ’estremo superiore vale 1 e per J =] — 1, 1] I’estremo superiore
vale +o00. La risposta ¢ dunque: (i) per ogni A > 1; (ii) per nessun A € R. (Nel secondo caso si noti anche che, qualunque
sia A, la funzione u(z) non puo essere convessa in | — 1, 1] perché lim;—, 1 u(z) = —00).

Esercizio 2. Dire se esiste un polinomio p(x) = a + bx + cz? + dz? tale che

lim p(x) cot(mz) — logx

e (z —1)3 =0

In caso affermativo esibirlo, determinando i coefficienti a, b, ¢, d.

Soluzione. Poiché per z — 1
cot(mz)p(z) — logx _ ozl p(x) — tan(nz) log z _ (l n 0(1)> p(x) — tan(wz) log z
(z—1)3 tan(mx) (z—1)4 (z—1)4 ’
il limite considerato & nullo se e solo se logz tan(nz) = p(z) + o((z — 1)%) per  — 1, ciog p(x) & il polinomio di Taylor
d’ordine 4 della funzione tan(rz)logz in = 1. Dai noti sviluppi in z =1

3

tan(rz) = tan(w(z — 1)) = n(x — 1) + %(x — 12 +o((z—1)3)
1 1
loge = (z—1) — 5(3: —1)% 4 g(:c —1)2 4 o((z —1)3)
si ottiene
7r T o 4 4
tan(rz)logz = w(z — 1)% + E(x —1)%+ 3 + 5 (z—1)%+o((x—1)%)
e quindi p(z) = w(z — 1)? + (- 1)3 + ( 3) (z — 1), da cui, sviluppando, i coefficienti
11 1 9 11 4
a=—n+ =75, b:——7r—77r7 c=—7m+2n°, d=—-"n—=m%.
6 3 6 3 2 6 3

Esercizio 3. Calcolare I'integrale improprio

1+ 23 v
~1/3

[
0

Soluzione. Con il cambio di variabile z = u?/3, dz = (2/3)u si trova per T' — +00

T 9 T3/2 9
VT = 7/ du 2 (ﬁ + 0(1)>
0 1 +J?3 3 0 1 +u2 3 2

da cui il valore dell’integrale improprio /3.




