Corso di Laurea in Ingegneria Aerospaziale
Analisi Matematica 1 - Foglio di esercizi n.ro 3 del 15/10/19

Negli esercizi seguenti, X denotera sempre un campo, il cui elemento neutro rispetto alla
somma sara indicato con 0, ed il cui elemento neutro rispetto al prodotto sara denotato
con 1. Ricordiamo anche che, per ogni z € X, il simbolo —x denota l'opposto di =
(rispetto all’operazione +), e x — y significa per definizione = + (—y).

1. Facendo uso dei soli assiomi, dimostrare che:
(1) =(—z) =z per ogni z € X.
(2) (—z)-y=—(z-y) per ogni z,y € X.
(3) (—=)- (—y)—w y per ogni z,y € X.
(4) Sex -y =0, allorax =0 0y =0 (o entrambi).

Si supponga ora che X sia anche ordinato.

2. Facendo uso dei soli assiomi, dimostrare che:

(1) Dati z,y € X, si hax <y seesolo—y < —zx.

(2) Per ogni z € X, si ha z-x > 0 (Suggerimento: se x > 0, si usi direttamente
uno dei due assiomi di campo ordinato; se x < 0, si usino il punto (1) di questo
esercizio ed il punto (3) dell’esercizio precedente per ricondursi al primo caso).

(3) Si mostri che 1 > 0 (Suggerimento: si osservi che 1 =1-1).

3. Abbiamo dimostrato in classe che, se x > y e z > 0, allora x - 2 > y - z. Facendo uso
degli assiomi e degli esercizi precedenti, si dimostri che, se x > ye z <0, alloraz-z < y-z.

4. Per ogni n € N, denotiamo con x,, I’elemento di X ottenuto sommando n volte 1: ad
esempio, 1o =0, 1 =1, 29 =1+1, 23=1+1+1, 24, =1+1+1+1.

e Si dimostri per induzione che x,, > xy per ogni n € N;
e Supponendo che z,, = xg, si mostri che ro =21 = ... = x,;
e Ricordando che 0 # 1, si concluda che z, # 0 per ogni n € N.

5. Si dica quali delle seguenti coppie di sottoinsiemi di Q definiscono delle sezioni di
Dedekind. Per quelle che lo sono, si dica quali di esse ammettono infiniti elementi sepa-
ratori, quali ammettono esattamente un elemento separatore, quali non ammettono alcun
elemento separatore.

(1) A={q€Q|¢* <4}, B={q€Q|¢*>9}.

(2) A={qeQ|¢®<4}, B={q€Q[qg=0eq’ =9}
(3) A={qeQ|¢®<4}, B={q€Q|g=0eq”>5}.
4) A={qeQ|¢ <4}, B={q€Q[g>0eq¢*>4}.



(5) A={qeQ|¢® <5}, B={qeQlqg>0eq¢*>5}

6. Sia ¢ l'operazione binaria su QQ cosi definita:
roy=xr+y+axy,
dove stiamo considerando su Q le usuali operazioni di somma e prodotto.
(1) E vero che z oy = y o x per ogni z,y € Q7
(2) E vero che (xoy)oz=x¢(yoz) per ogni z,y,z € Q7
(3) E vero che esiste un elemento e € Q tale che z ¢ e = z per ogni x € Q? Tale e &
unico?
(4) E vero che, dato = € Q, esiste sempre y € Q tale che z oy = e?

7. Sia ¢ I'operazione binaria su Q cosi definita:
roy=x+y—9,
dove stiamo considerando su Q le usuali operazioni di somma e prodotto.
(1) E vero che z oy = y o x per ogni z,y € Q?
(2) E vero che (xoy)oz=x¢(yoz) per ogni z,y,z € Q7
(3) E vero che esiste un elemento e € Q tale che z ¢ e = z per ogni x € Q? Tale e &
gnico?
(4) E vero che, dato x € Q, esiste sempre y € Q tale che z oy = e?
(5) E vero che (xoy)-z=(z-2)o(y-2z) per ogni z,y,z € Q7



