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Notazioni Indicherd con w 'insieme {0,1,2,3,...}, e con N l'insieme w\ {0}.

I simboli C e D indicano inclusioni strette tra insiemi.

1 Esercizi 24-2-2015

Esercizio 1.1. Sia F un filtro su un insieme I. Le seguenti affermazioni sono equivalenti:

1. Ag F= A° e F.
2. Se Ay U---UA, € F, allora esiste ¢ tale che A; € F.

3. F ¢é un filtro massimale di I (rispetto all’inclusione).

Dimostrazione.

1. (1 = 2) Supponiamo che A; U---U A,, € F. Se per assurdo A; ¢ F per ogni i, allora, per il
punto 1, A € F per ogni 4, e quindi si ha A{N---N A¢ € F, da cui che (A§N---N A% =
A U---UA, ¢ F, assurdo.

. (2 = 3) Supponiamo per assurdo che esista F’ filtro su I tale che 7/ D F, e sia X € F'\F.
Allora X U X¢ =1 € F, e quindi per il punto 2 si ha X € F o X¢ € F. Ma la prima é falsa
per la scelta di X, e quindi X¢ € F, e questo & assurdo perche si avrebbe X, X¢ € F' da cui
f=XnXceF.

. (3=1) Se esiste A C I tale che A, A° ¢ F, allora consideriamo la famiglia S = F U {A}.
Allora S ha la FIP. Infatti, dato che F ha la FIP ed ¢ chiuso per intersezioni finite, se S non
avesse la FIP dovrebbe essere A = () oppure AN X = () per qualche X € F. Chiaramente
A # () (in quanto altrimenti A° = I € F); inoltre, se fosse AN X = ) si avrebbe X C A, da
cui A¢ € F, assurdo per ipotesi su F. Ora, dato che § ha la FIP, § é contenuto in un filtro
su I, che contiene F strettamente in quanto contiene A che non sta in F. Ne consegue che F
non ¢é massimale.

O

Esercizio 1.2. Una misura a due valori finitamente additiva su un insieme non vuoto I € una
mappa u: P (I) — {0,1} tale che p (@) = 0, (I) = 1, e per ogni A, B sottoinsiemi di I disgiunti,
siha pu(AUB) = pu(A) + u(B).



1. Sep:P(I)— {0,1} & una misura a due valori f.a., allora la famigliatd,, = {A C I : u(A) =1}
¢ un ultrafiltro. Se ¢ inoltre non atomica (ossia per ogni i € I si ha p ({i}) = 0) allora U,
¢ non principale.

2. Se U & un ultrafiltro su I, allora la funzione  : P (I) — {0,1} definita ponendo py, (4) =
1 <= A €U, & una misura a due valori f.a. Se inoltre ¢/ & non principale, allora p; & non
atomica.

Dimostrazione.
1. Verifichiamo le proprieta di ultrafiltro.

(a) () =0e p(l) =1 peripotesi, e quindi 0 €U, e I € U,,.

(b) Sia A € U,,: allora ;1 (A) = 1. Sia B O A. Allora p(B) = pn(A) + n(B\A) e u(A) =1,
quindi deve essere necessariamente 1 (B) = 1. Ne consegue che B € U,,.

(¢) Siano A, B € U,,. Mostriamo che p (A\B) = p(B\A) = u((AU B)°) = 0. Si ha infatti

B=(B\A)UA
e quindi

1 = n(B)
= w(B\A)+u(A)
= u(B\A)+1

da cui che 1 (B\A) = 0. Analogamente si dimostra che i (A\B) = 0. Inoltre, AUB D A,

e quindi per il punto precedente si ha AU B € U, ossia p(AUB) = 1, da cui che
p((AU B)°) = 0. Ora osserviamo che I si partiziona negli insiemi (A U B)“, A\ B, B\ A, AN
B. Per la finita additivita, esattamente uno di questi quattro deve avere misura 1: allora,
per esclusione, questo deve essere AN B, ossia AN B € U,,.

(d) Supponiamo che A ¢ U,. Allora ;1(A) = 0, e quindi dato che ;1 (/) = 1 deve essere
w1 (A°) = 1. Ne consegue che A° € U,,.

Ora, sia p non atomica. Se U,, fosse principale, esisterebbe i € I tale che {i} € U,,, ossia
w({i}) = 1, e questo ¢ assurdo per I'ipotesi di non atomicita di p.

2. Verifichiamo le proprietd di misura a due valori f.a. .

(a) 0¢U el €U, dacuichepu(@)=0epu(l)=1.
(b) Siano A, B sottoinsiemi disgiunti di I. Distinguiamo diversi casi:
i.se AdU e BgU, allora AU B ¢ U perché Y & ultrafiltro: dunque p(A) + p(B) =
0+0=0=pu(AUB);
ii. se A¢dU e B elU, allora AUB € U perché U é chiuso per soprainsieme: dunque
p(A)+p(B)=0+1=1=pu(AUB);
iii. se A€ U e B ¢ U, allora si ragiona come nel caso precedente;



iv. il caso con A € U e B € U non si pud verificare: infatti, se cosi fosse, essendo U un
filtro dovrebbe essere AN B = () € U, assurdo.

Ne consegue che p ¢ finitamente additiva.

Sia ora U non principale. Allora, se ¢ € I, si ha {i} € U, e quindi p ({i}) = 0: dalla generalita
di 4, si ha che p é non atomica.

O

Esercizio 1.3. Sia [ un insieme non vuoto, e sia K un campo. Allora esiste una corrispondenza
biunivoca tra filtri su I e ideali propri dell’anello K. Tale corrispondenza biunivoca si restringe ad
una corrispondenza biunivoca tra ideali massimali e ultrafiltri su 1.

Dimostrazione. Presa f € K, sia V (f) il luogo degli zeri di f. Definiamo

¥ : Filtri (I) — Ideali propri (KI)
F = ar={f:I1->K:V(f)eF}

e dimostriamo che 1 é ben definita ed é una bigezione.

1. La v é ben definita, ossia ar ¢ un ideale proprio. Infatti:

(a) Se f,g€ax,alloraV(f) e FeV(g) € F. AlloraV (f —g) 2V (f)NV (g) € F, e quindi
V(f—g) € F,dacuiche f —g € ar. Questo prova che ar & un sottogruppo additivo.

(b) Se f € ar,egc K, alloraV(fg) 2V (f) € F da cui che fg € ar.

(c¢) Se per assurdo ar fosse tutto I’anello, allora la mappa 1: I — K che ad ogni elemento di
I associa 1, starebbe in ar. Ma questa mappa ha luogo di zeri vuoto, e quindi si avrebbe
() € F, assurdo.

2. La 1) ¢ iniettiva. Infatti, se ar = ag, allora per ogni f € K! sihache V(f) € F < V(f) €
G. Ma, dato che ogni sottoinsieme di I & luogo di zeri di qualche funzione in K’, si ha che per
ogni X CIsiha XeF < X €@, ossia F=G.

3. La 1 & suriettiva. Infatti, sia a un ideale proprio di K/, e definiamo
Fa:={V(f): fe€a}.
Dimostriamo che F, é un filtro.

(a) 0 & F,, in quanto se per assurdo esistesse f € a che non si annulla mai, allora, essendo
la mappa ¢ : I — K tale che g (t) = f (t)*1 I’inverso moltiplicativo di f, a conterrebbe
elementi invertibili e quindi sarebbe ’ideale banale, assurdo.

(b) Se X € FoeY D X, allora sia fy € a tale che V(fx) = X, e sia g € K/ tale che
V(g) =Y. Allora chiaramente V (¢gfx) = Y. Inoltre, essendo a un ideale, gfx € a, e
quindi Y € F,.



(c) Se X, Y € F,, siano fx, fy € a aventi luoghi di zeri X e Y rispettivamente. Senza
perdita di generalita, possiamo supporre che fx, fy abbiano immagine in {0,1} (infatti,
definiamo gx : I — K in questo modo: se fx (t) = 0, allora gx (t) =0, e se fx (t) #0,
allora gx (t) = fx (t)_l; essendo a un ideale, si ha che fxgx € a; inoltre, per ogni t € I,
fxgx (t) € {0, 1}, eV (fxgx) =V (fx) = X). Definiamo

h:I — K
{1 fx(t)zl/\fY(t):O.

0 altrimenti

t

Osserviamo che h € a, in quanto h = hfx: infatti, hfx ha valori in {0,1}, e quindi
basta dimostrare che per ogni t € I siha hfx (t) =1 < h(t)=1;mahfx (t)=1=
h(t) = 1 ovviamente, mentre h (¢t) = 1 implica fx (¢) = 1 per definizione di h, e quindi
hfx (t) = 1. Allora anche h + fy € a. Inoltre, si ha per definizione di h

V(h) =X UY®.

Osserviamo ora che h e fy non assumono mai contemporaneamente il valore 1, per
definizione di h. Allora h (t) + fy (t) =0 <= h(t) = fy (t) = 0, ossia

V(h+fy) = V((R)NV(fy)
(XuY*)ny
(XNY)u(Yeny)
XNnY

e quindi abbiamo finito in quanto h + fy € a.

Ora, osserviamo che
FCG=arCuag:

infatti, se f € az allora V (f) € F e quindi V (f) € G da cui che f € ag. Viceversa,
aCb= F, C Fp:

infatti, se X € Fy, allora esiste una funzione f € a tale che V(f) = X: ma allora V (f) € Fp,
e quindi X € F,. Ne consegue che se U & un ultrafiltro, allora a;; € massimale, mentre se a é
massimale allora F,; & massimale e quindi é un ultrafiltro.

O

Esercizio 1.4. Dimostrare che uno spazio topologico X é compatto se e solo se per ogni successione
(74);c; € per ogni ultrafiltro U su I la successione ammette ¢-limite.

Dimostrazione. (=) Sia Y un ultrafiltro su I, e supponiamo per assurdo che esista una successione
(#4);c; in X che non ha U-limite. Allora, per ogni x € X, esiste un aperto U, di X contenente x e
tale che

Ay ={iel:x; €U} ¢U.



Chiaramente, {U,},.y ¢ un ricoprimento aperto di X (perché 2 € U, per ogni € X) e quindi,
essendo X compatto, ammette un sottoricoprimento finito, diciamo Uy, ...,U,,. Osserviamo ora
che

Ay U UA, =1:

infatti, per ogni ¢ € I, 2; € Uy, per qualche j € {1,...,k} (essendo Uy,, ..., Uy, un ricoprimento di
X) e quindii € Ay;. Allora, dato che U/ & un ultrafiltro, deve esistere j € {1,...,k} tale che A, € U,
e questo & assurdo per ipotesi sugli A,. Ne consegue la tesi.

(«=) Dimostriamo che X soddisfa la seguente definizione equivalente di compattezza: se {C;};.; e
una famiglia di chiusi di X aventi la FIP, allora tale famiglia ha intersezione non vuota. Dato che
{Ci};cr hala FIP, esiste un ultrafiltro ¢/ su X contenente i C;. Consideriamo ora la X-successione
x +— x. Allora, per ipotesi, la successione ha U-limite. Questo significa che esiste un zy € X tale
che, per ogni aperto V' di X contenente x, V € U. Vogliamo dimostrare che xy € C; per ogni i. Se
per assurdo o € Cj, allora xg € Cf¢ che € aperto. Ne consegue che C{ € U: ma questo & assurdo,
in quanto C; € U. Ne consegue la tesi. O

Esercizio 1.5. Dimostrare il teorema di Tychonoff: data una famiglia { X}, ; di spazi topologici
compatti, il prodotto Y = HjeJ X; & compatto.

Dimostrazione. Sfruttando l’esercizio precedente, dimostriamo che per ogni insieme I e per ogni
ultrafiltro U su I, ogni I-successione su Y ha U-limite. Sia (y;),.; una I-successione su Y. Abbiamo
= (xy)) per certi xy) € X, al variare di ¢ € I, j € J. Allora, essendo X; tutti compatti, per
jeJ
ogni j € J, la I-successione (xy)) ; ha {-limite, diciamo & ;. Consideriamo I’elemento §j = (:Ej)jEJ,
i€
e dimostriamo che § ¢ un U-limite per la I-successione (y;);.;. Sia V un aperto di Y contenente .
Allora, per definizione di topologia prodotto, esistono U; C X aperti tali che U; = X; per quasi
ogni j € J (tutti tranne un numero finito), e

jeJuicv
JjeJ

Ne consegue che per ogni j € J si ha ; € U;. Definiamo ora A; := {Z el: xéi) € Uj}. Dato che

Z; € il limite della I-successione (f;i)) o si ha che A; € Y. Ora, abbiamo
ic

{iel:y; eV} D z’e[:yz—eHUj
JjedJ
{ie]:(wej)(xf)er)}
- ﬂ{ie]:zgi)eUJ—}
JjeJ

) 4;.

jeJ



Ora, se U; = X allora chiaramente A; = I. Dato che U; = X per quasi tuttii j, si ha che A; # I
solo per un numero finito di indici, diciamo j, ..., ji, € quindi

(A4 =4;,n---N4; elU.
jeJ

Ne consegue che {i € I : y; € V} € U, e quindi dalla generalitd di V si ha che § & un U-limite per
la I-successione (y;),c;- O

2 Esercizi 2-3-2015

Esercizio 2.1. Sia U un ultrafiltro su I. Sono equivalenti:

1. U non é principale.
2. Se X C [ é finito, allora X ¢ U.

3. U estende il filtro di Frechet.
Dimostrazione.

1. (1 = 2) Sia U non principale, e supponiamo per assurdo che contenga X = {x1,..., 2%}
Dato che X = {1} U--- U {zx}, essendo U un ultrafiltro deve essere {x;} € U per qualche
i€ {l,...,k}. Ma allora U é 'ultrafiltro principale generato da z;, assurdo.

2. (2= 3) Se X é cofinito, allora X¢ ¢ finito, e quindi per il punto 2 X¢ ¢ U, da cui che, essendo
U ultrafiltro, X € U.

3. (3=1) Per ogni i € I, 'insieme I\ {i} & cofinito, e quindi sta in I perche sta nel filtro di
Frechet. Ne consegue che {i} € U per ogni i € I, e quindi &/ @ non principale.

O
Esercizio 2.2. Sia U un ultrafiltro su I, V un ultrafiltro su J, W un ultrafiltro su K.
1. Verificare che Y ® V é un ultrafiltro su I x J.

2. Verificare che se U e V sono principali se e solo se lo é Y @ V.

3. Verificare che esistono ultrafiltri non principali/ e V taliche U @ V AV Q U.

Dimostrazione. Ricordiamo che se A € P (I x J), allora definiamo per i € I la fibra verticale
Ai={j€J:(i,j) € A}. Allora AcU ®V se e solo se l'insieme {i € I : A; € V} stain Y.

1. Verifichiamo che &/ ® V é un ultrafiltro.
Se ) € U ® V, allora per ogni ¢ € I si ha §; = 0: dunque, per ogni i € I, §; € V, e quindi



{iel:0;eV}¢U,dacuiche D gU V.
Se A, B €U ®V, osserviamo che
(AnB), = {jeJ:(i,j) € AnB}
= {jeJ:(i,j) € AN(i,j) € B}
= {yeJ:(i,j)eAyn{jeJ:(i,j) € B}

Allora, dato che per ogni i € I si ha A; e VA B; € V= A; N B; €V, abbiamo che
{iel:(AnB), eV} = {iel:ANB; eV}
D {iel:A, eVAB; eV}
= {iel:A eVin{iel:B;eV}.

Entrambi questi insiemi stanno in U, in quanto A, B € U ® V. Dato che U ¢& chiuso per
intersezioni e soprainsiemi, abbiamo che {i € I : (AN B), e V} €U, e quindi ANBcURV.
Se AcU®V,e B D A, allora B; O A; per ogni i € I. Questo significa che A; € V = B; € V,
e quindi

{iel: A, eV}C{iel:B; eV}
e quindi, dato che il primo insieme sta in I/ in quanto A € U ® V, si ha che anche il secondo
ci sta, ossia Beld @ V.
Se AdUxV, allora{ieI:A; € V} ¢U,dacuiche {i € I:(A;)° €V} eU. Ora, osserviamo
che (A°), = (A;)° per ogni i: infatti, € (A°), sse (i,x) € A° sse (i,z) ¢ A sse v & A; sse
z € (4;)°. Ne consegue che {i € I : (A°), € V} € U, e quindi che A e U @ V.
.Datizeleye J,sihache {z} €U e{y} €Vseesolose {(z,y)} e UR®V. Infatti {z} €U
e {y} € Vimplica {i € I : {(z,y)}, € V} = {z} € U, da cui che {(z,y)} € U ® V. Viceversa,
se {(z,y)} eU®V, allora {i € I : {(x,y)};, € V} € U: quest’ultimo insieme puod essere solo
{z} se {(z,y)}, = {y} €V, perché se non fosse {z} allora sarebbe vuoto, assurdo perche U/
non contiene il vuoto. Ne consegue la tesi.

. Scegliamo I = N, e siano U e V ultrafiltri non principali contenenti rispettivamente 1’insieme
dei pari e l'insieme dei dispari. U e V esistono, in quanto se F ¢ il filtro di Fréchet, allora F
non contiene né 'insieme P dei pari né I'insieme D dei dispari, e quindi F U {P} e FU{D}
hanno entrambe la FIP (si veda la dimostrazione dell’Esercizio da cui che ognuna di
esse & contenuta in un filtro, che a sua volta & contenuto in un ultrafiltro che estende il filtro
di Fréchet. Sia A il sottoinsieme di N? costituito dalle coppie con prima coordinata pari e
seconda coordinata dispari. Allora le fibre verticali sono

D neP

An:{meN:(n,m)eA}={® neD

allora

{neN:A,eV}=Pcl
da cui che A € Y ® V, mentre

{neN:A,cU}=0¢V,
da cui che A ¢V ®U. Ne consegue che U @ V # V @ U.



O

Esercizio 2.3. Dimostrare il teorema di Ramsey infinito per k generico, ossia: se X & un insieme
infinito, allora per ogni k,r € N, fissata una r-colorazione C; U --- U C, = [X]k, esiste H C X
infinito tale che [H]" sia monocromatico.

Dimostrazione. Senza perdita di generalitd consideriamo X = N. Infatti, essendo X infinito, X
ha un sottoinsieme numerabile (e quindi identificabile con N), e se la tesi vale per N C X allo-
ra vale ovviamente anche per X. Sia & un ultrafiltro nonprincipale su N, e sia U®* il prodot-
to tensoriale di &/ k volte. Allora, si verifica facilmente che /®* & non principale e che At =
{(al, ey ag) € NF gy <-ov < ak} sta in U®F. Allora, dato che At si identifica in modo naturale

con [N]*, abbiamo che uno degli r colori Cy L --- U C, = AT sta in 4®*. Chiamiamo C questo
colore. Allora definiamo induttivamente una successione di insiemi H® e di elementi h; € H®.

1. Dato che C' € U®*, allora H!) = {n eN:C, € Z/l®(k*1)} e U, dove C,, = {(mg,...,mk) e NF=1: (n,my,...,mp) €
Scegliamo hy € H™W.

2. Dato che hy € H®Y, allora Cj,, € U®*~D e quindi H}(j) ={neN:Cy, Ut} ey,
dove Ch, . = {(ms,...,mi) € N*72: (hy,n,m3,...,my) € C}. Allora possiamo prendere hy €
HM N H}(j) N (h1,+00), in quanto tutti gli insiemi dell’intersezione stanno in .

3. Procediamo analogamente al caso precedente: scelti hq, ..., h,, scegliamo

k-1
Rpt1 € ﬂ m Héif71)7hjl N (hy, +00).
=0 \ j1,...,Ji€{1,...,n}

1< <

Per ipotesi induttiva, tutti gli insiemi di questa intersezione stanno in U/ e quindi tale inter-
sezione € non vuota.

Si verifica facilmente che la H = {hq, ho, ...} soddisfa le richieste.

3 Esercizi 3-3-2015

Esercizio 3.1. Dimostrare che se (P, <) ¢ un ordine parziale infinito, allora esiste X C P infinito
che € una catena o un’anticatena.

Dimostrazione. Diamo una 2-colorazione C' U N di [P]” in questo modo: se {z,y} € [P]?, allora
{z,y} € C se esolose z < y oy < x Per il Teorema di Ramsey con r = 2 e k = 2, esiste un
sottoinsieme X C P infinito e tale che [X]® sia monocromatico.

1. Se [X]2 C (C, allora questo vuol dire che per ogni z,y € X si ha x =y, oppure = < y, oppure
T >y, ossia che X ¢é una catena.



2. Se [X]2 C N, allora questo vuol dire che per ogni z,y € X, se x # y allorax £ y ey £ z,
ossia z e y non sono confrontabili. Ne consegue che X é un’anticatena.

O

Esercizio 3.2. Dando per buono il Teorema di Schur infinito, dimostrare la sua versione finita,
ossia: per ogni v € N esiste n € N tale che, comunque si scelga una r-colorazione di {1,...,n},
esistono a,b € {1,...,n} tali che a < b < a+b < n siano monocromatici.

Dimostrazione. Supponiamo per assurdo che la tesi sia falsa. Allora esiste r € N tale che, per ogni
n € N, esiste una r-colorazione C’En) U0 ct™ di {1,...,n} che non ammette triple di Schur.
Fissiamo U ultrafiltro non principale su N. Per ogni a € N, definiamo

Ci(a):{nEN:aeCi(")}

al variare di ¢ in {1,...,r}. Allora osserviamo che, per ogni a € N, C; (a)U---UC, (a) € U: infatti,
n & C;(a) per ogni ¢ € {1,...,7} se e solo se a ¢ C’Z-(”) per ogni i € {1,...,r}, ossia se e solo se
a & {1,...,n}, ossia se e solo se n < a; allora, il complementare di Cy (a) U---UC;(a) in N ¢
finito, e quindi dato che ¢ ¢ non principale abbiamo che Cy (a)U---UC, (a) € U. Dato che U é un
ultrafiltro, esistera esattamente un i € {1,...,r} tale che C; (a) € U. Allora definiamo

D;={aeN:C;(a) elU}

e, per costruzione, la famiglia {D; : ¢ € {1,...,r}} & una r-colorazione di N. Mostriamo che tale
colorazione non ammette triple di Schur. Se esistessero a < b € N tali che a,b,a +b € D; per
un certo i € {1,...,7}, allora si avrebbe C; (a),C; (b),C; (a + b) € U: dato che U ha la FIP, esiste
n € C; (a)NC; (b)NC; (a+b), e per tale n si ha

a,b,a+be Ci("),
assurdo in quanto per ipotesi la r-colorazione di {1,...,n} data da Cf”), ., O™ 1non aveva triple di
Schur. O

Esercizio 3.3. Dimostrare che il Teorema delle differenze finito (Tdf) implica il seguente: per ogni
r-colorazione N = Cy U---UC, di N, esiste C; che é un Aj-set.

Dimostrazione. Fissiamo una r-colorazione N = C; U --- U C,. di N e fissiamo m: allora, per il
Tdf, esiste n tale che, per ogni r-colorazione di {1,...,n} esiste un certo H,, con |H,| = m e
A (H,,) C {1,...,n} monocromatico; la r-colorazione di N induce una r-colorazione di {1,...,n}, e
quindi tale H,, é anche monocromatico rispetto alla colorazione di N. Fissata la scelta degli H,,
per ogni m € N, definiamo una r-colorazione di N in questo modo: m € D; < A (H,,) C C;.
Ovviamente D;U---UD,. = N, e quindi, per il teorema di Ramsey, uno dei D; ¢ infinito. Ne consegue
che D; é illimitato superiormente, e quindi esiste m arbitrariamente grande tale che A (H,,,) C C;.
Dato che |H,,,| = m, si ha che C; é un Aj-set. O

Esercizio 3.4. Trovare un insieme Aj-set ma non A-set.

Dimostrazione. Qualunque insieme A avente le seguenti proprieta:



1. A non é sindetico;

2. se X ¢ infinito e A (X) C A, allora X ¢ sindetico;

non pud essere un A-set. Infatti, vale il seguente

Lemma 3.5. Sia X C N. Se X ¢ sindetico, allora A (X) ¢é sindetico.

Dimostrazione. Sia X = {x1,x2,...} sindetico, e chiamiamo Y = {x9 — 1,23 — 21,...}. Allora
Y é sindetico in quanto Y é un traslato di X e quindi i “buchi” di Y hanno la stessa lunghezza
dei “buchi” di X. Ora, ¥ C A(X) ovviamente: dato che un insieme contenente un sindetico ¢é
ovviamente sindetico, si ha che A (X) é sindetico. O

Dunque, se A fosse un A-set, allora esisterebbe X infinito tale che A (X) C A, da cui che, per la
proprieta 3, X sarebbe sindetico, e quindi lo sarebbe anche A (X) per il lemma: questo & assurdo
in quanto A non é sindetico per la proprieta 2.

Diamo ora un esempio di un Ay-set A che verifica le proprieta 1, 2.

Definiamo p; numero primo scelto a caso, e p,,+1 il pitt piccolo primo maggiore di 2np,,. Definiamo
ora

An = {kpn}zzl
A = | ]A.
neN

1. Aéun Ag-set. Infatti, preso m € N, I'insieme H = {p,, ..., mp,, } ha cardinalitd m ed ¢ tale
che A (H) = {pm,...,(m—1)p,} C A.

2. A non é sindetico. Infatti, il massimo di A,, & np, e il minimo di A,,+1 € > 2np,,, dunque il
gap tra A, e A,y1 € lungo almeno np,, che diverge al divergere di n.

3. Se X ¢ infinito e A (X) C A, allora X é sindetico. Infatti, siano x1 < z3 < 3 < --- gli
elementi di X. Allora otteniamo

To —T1 € Ai
r3 — T € Aj
T3 — Ty € A

con i,j,k € N. Dato che 1 < o < x3,si ha zo —x1 < x3—x1 € T3 — 22 < T3 — 1, da cui che
i <jek<j. Inoltre, j # 1, in quanto se fosse j = 1 allora dovrebbe essere anche i = k =1
e quindi avremmo xo — ¥ = T3 — r1 = T3 — T2 = Py, il che é assurdo in quanto contraddice
le disuguaglianze strette precedenti. Ora, dato che x3 — 1 = (z3 — z2) + (x2 — x1), si ha

AN (A + A) £ 0.

Dato che A; C [p;,ipi| e Ay C [pk, kpk], si ha A; + Ax C [pi + pk,ip; + kpy|. Ora, se i < j
e k < j, allora ip; + kpr, < 2(j —1)pj_1 che ¢é strettamente minore di p; per definizione di
p;j: ne consegue che che (A; + Ax) N A; = 0. Dunque deve essere i = j o k = j. Ma se

i = j,allora xo — 21 = ap; e x3 — 21 = bp; con 1 < a <b < j, esexz —x2 = cpr con
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1 <c¢ <k allora (b—a)p; = cpi, e essendo j > k, si ha p; > pr > k > ¢, da cui che
pjlpk € quindi £ = j. Analogamente si dimostra che se k = j allora i = j. Ne consegue
che x5 — z1,23 — x1,23 — 2 € A;. Ripetendo questo ragionamento per x,x3, x4, otteniamo
che z3 — x2, x4 — 9, x4 — x3 stanno tutti in un A;/, e dato che x3 —x2 € A; e gli A, sono
disgiunti a due a due, si ha che 3 — x2, x4 — 22,24 — 23 € A;. Si procede analogamente sulle
successive triple consecutive, e si ottiene in particolare che x,11 — z, € A; per ogni u, da cui
che x,411 — z, < jp; per ogni u. Ne consegue che X & sindetico.

Esercizio 3.6. Trovare un insieme infinito che non é un A¢-set.

Dimostrazione. Consideriamo A = {r"}, _y, dove 7 & un numero dispari > 3. Mostriamo che non
esistono insiemi X di 3 elementi tali che A (X) C A. Infatti, supponiamo per assurdo che esista un
tale X, e siano z1 < x2 < x3 i suoi elementi. Allora si deve avere

To —T1 = T
r3 — 1 = T’b
r3—x9 = 71

per certi a,b,c € N con a < b e ¢ < b. Sottraendo la prima alla seconda, si ottiene che x3 — x5 =
r —r* =7 (rb=* — 1), da cui che
r® (rb_“ — 1) =7re.

Ma questo é assurdo: infatti, il numero a destra é dispari, mentre il numero a sinistra € pari, e
entrambi sono interi positivi. O

Esercizio 3.7. Dimostrare che le famiglie dei A-sets e dei Af-sets sono regolari per partizioni.

Dimostrazione. Osserviamo che i A-sets e i Ay-sets sono famiglie chiuse per soprainsieme. Ne
consegue che esse sono regolari per partizioni se e solo se, per ogni loro elemento e per ogni 2-
colorazione di tale elemento, uno dei due colori & ancora un elemento dell’insieme.

L’idea é applicare Ramsey infinito nel caso dei A-sets, e Ramsey finito nel caso dei A f-sets.

Sia X un A-set. Allora esiste H infinito tale che A (H) C X. Siano Cy U Cy = X. Definiamo una
2-colorazione di [H]2 in questo modo: per z < y € H, {z,y} € R; se e solo se y — x € (1, mentre
{z,y} € Rs se e solo se y —x € Cy. Per il Teorema di Ramsey, esiste un sottoinsieme infinito
H' di H tale che [H')* sia monocromatico. Per definizione di R;, si ha che [H')]> C R; implica
A (H') C C;. Ne consegue la tesi.

Sia X un Ag-set. Allora, per ogni m € N, esiste H con |[H| =me A(H) C X. Siano C; UC, = X.
Per Ramsey finito, per ogni m € N esiste n € N tale che, se |H| = n, allora comunque scelga
una 2-colorazione di [H]?, esiste H' C H tale che |H'| = m e [H']? ¢ monocromatico. Fissato m,
dimostriamo che esiste H tale che |[H| = m e A(H) C C; oppure A (H) C Cy. Scegliamo H’
tale che |[H'| = n e A(H') C X (esiste perché X & Ay-set): coloriamo [H']> come prima: per
x<yeH, {x,y} € Ry seesolosey—x e Cy, mentre {z,y} € Ry se e solo se y —x € Cy. Allora,
per Ramsey finito con r = k = 2, esiste H C H’ tale che |H| = m e [H]? sia monocromatico, ossia
A (H) C C4 oppure A (H) C Cy. Se si verifica il primo caso, coloriamo m con il colore Dy, mentre
se si verifica il secondo caso, coloriamo m con il colore Dy. Allora Dy, Dy & una partizione di N, e
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quindi per Ramsey infinito uno dei due insiemi, wlog D1, ¢ infinito. Allora C; € un A y-set: infatti,
essendo D infinito, & superiormente illimitato, e quindi per ogni m € N esiste s > m tale che esista
S con |S| =se A(S) C Cq, da cui che un qualunque sottoinsieme H C S tale che |H| = m ¢é tale
che A (H) C C;. Dalla generalita di m si ha la tesi. O

Esercizio 3.8. Trovare una partizione N = Cj U Cy dove né C; né Cy contengono progressioni
aritmetiche infinite.

Dimostrazione. Osserviamo che un insieme che contiene una progressione aritmetica infinita é sin-
detico. Infatti, supponiamo che X C N contenga la progressione S = {d+ kn} allora si

ha
N= U (S —t)

t<max{d,k+1}

nEw:

in quanto ogni elemento di N é o minore di d, e quindi della forma d — ¢ per un certo t < d, 0 é
compreso tra d + kn e d+ k (n+ 1) — 1 per un certo n, e quindi & della forma d + k (n + 1) — ¢ per
un certo ¢t € {1,....,k}. A questo punto, ¢ sufficiente trovare una partizione di N in due insiemi non
sindetici. Questo é facile: ad esempio, la successione definita per ricorrenza

o = 1
Tpyl = Tp+N
definisce la partizione
C: = U [T2n41, Tanto]
new
Cy = | [r2ns2, 22043
new
tale che i pezzi sono ovviamente entrambi non sindetici. O

Esercizio 3.9. Il teorema di compattezza combinatoria dice che se una famiglia F di insiemi finiti
é r-regolare su un insieme X, allora é r-regolare anche su un certo sottoinsieme finito Y di X.
Usando tale teorema:

1. dimostrare che dal Teorema delle differenze infinito segue il Teorema delle differenze finito;

2. dimostrare che dal Teorema di Ramsey infinito segue il Teorema di Ramsey finito.
Dimostrazione.

1. Fissiamo m e r, e dimostriamo che esiste n tale che per ogni r-colorazione di {1,...,n} esiste
H tale che |H| =me A(H) C {1,...,n} & monocromatico. Sia I" 'insieme delle r-colorazioni
di N. Il Teorema delle differenze infinito implica immediatamente che, per ogni r-colorazione
~v di N, esiste H)), tale che |H)| = m e A(H])) sia monocromatico. Questo significa che
Vinsieme F,, = {A (H),) : v € I'} é una famiglia di insiemi finiti r-regolare su N. Allora, per
compattezza, F,, € r-regolare su un certo sottoinsieme finito Y di N. Sia n il massimo di Y.
Allora F,, & r-regolare su {1, ...,n}: infatti, fissata una r-colorazione di {1, ...,n}, essa induce
una r-colorazione di Y, e quindi rispetto a tale colorazione indotta esiste un elemento di F,,
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che ¢ monocromatico, da cui che tale elemento ¢ monocromatico anche rispetto alla colorazione
iniziale. Ma dire che F,, & r-regolare su {1, ...,n} significa dire che, per ogni r-colorazione di
{1,...,n}, esiste un elemento A (H},) € F,, contenuto in {1,...,n} e monocromatico: allora
H), ha cardinalita m e il suo insieme di differenze & contenuto in {1, ...,n} ed ¢ monocromatico.
Ne consegue la tesi.

E
k

NJ .
NI,

2. Fissiamo m,r, k, e dimostriamo che esiste n tale che per ogni r-colorazione di [{1,...,n}
esiste H tale che |H| = m e [H]" & monocromatico. Sia I insieme delle r-colorazioni di [
Il Teorema di Ramsey infinito implica immediatamente che, per ogni r-colorazione v di |
esiste HY, tale che |HY,| = m e [H},]* sia monocromatico. Questo significa che linsieme F,, =
{[H;Yl]k iy € F} ¢ una famiglia di insiemi finiti r-regolare su [N]k Allora, per compattezza,

Fm ¢ r-regolare su un certo sottoinsieme finito Y di [N]*. Sia n il massimo dell’insieme
contenente gli elementi delle k-uple contenute in Y. Allora Y C [{1,...,n}]*. Ne consegue che
Fom & r-regolare su [{1,...,n}]*: infatti, fissata una r-colorazione di [{1,...,n}]", essa induce
una, r-colorazione di Y, e quindi rispetto a tale colorazione indotta esiste un elemento di F,,
che é monocromatico, da cui che tale elemento & monocromatico anche rispetto alla colorazione
iniziale. Ma dire che F,, & r-regolare su [{1,...,n}]" significa dire che, per ogni r-colorazione
di [{1,...,n}]" esiste un elemento [H?]" contenuto in [{1,...,n}]* e monocromatico: allora
HJ, C{1,...,n}, ha cardinalita m e [H},]" ¢ monocromatico. Ne consegue la tesi.

O

4 Esercizi 9-3-2015

Esercizio 4.1. La proprieta “Compattezza Combinatoria 17 (CC1) dice che se F C P (X) & una
famiglia di insiemi finiti r-regolare su X, allora esiste Y C X finito tale che FNP (Y) sia r-regolare
su Y. La proprieta “Compattezza combinatoria 2” (CC2) dice che se F C P (X) ¢ una famiglia di
insiemi finiti r-regolare su X, allora esiste Fo C F finito tale che Fq é r-regolare su X. Dimostrare
che CC1 <= CC2.

Dimostrazione. (CC2=CC1) Sia F C P (X) una famiglia di insiemi finiti r-regolare su X, e sup-
poniamo che valga CC2. Allora esiste Fy C F finita tale che Fy é r-regolare su X. Sia Y I'unione
degli insiemi di Fy. Allora Y ¢ un’unione finita di insiemi finiti contenuti in X, e quindi Y é un
sottoinsieme finito di X. Inoltre, 7o € F NP (Y) ovviamente. Ora, fissiamo una r-colorazione di
Y, e estendiamola arbitrariamente ad una r-colorazione di X. Allora esiste un elemento A di Fy
monocromatico rispetto a tale r-colorazione. Ma A C Y, e quindi A & monocromatico anche come
sottoinsieme di Y rispetto alla sua r-colorazione iniziale. Dato che A € 7o C F NP (Y), abbiamo
che FNP(Y) é r-regolare su Y, e quindi vale CC1.

(CC1=CC2) Sia F C P (X) una famiglia di insiemi finiti r-regolare su X, e supponiamo che val-
ga la CC1l. Allora esiste Y C X finito tale che F NP (Y) sia r-regolare su Y. Scegliamo ora
Fo = FNP(Y): la Fy é finita in quanto P (V) & finito, essendo Y finito. Inoltre, fissata una
r-colorazione di X, essa induce una r-colorazione su Y: allora, dato che Fy & r-regolare su Y, esiste
un elemento A € Fy monocromatico. Ma JFy C F, e se A ¢ monocromatico rispetto alla colorazione
indotta, allora ¢ monocromatico anche rispetto alla colorazione originale. Ne consegue che Fj é
r-regolare su X, e quindi vale la CC2. O
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Esercizio 4.2. Sia F C P (X) chiusa per soprainsiemi.

1. Dimostrare che F ¢ wPR su X se e solo se esiste un ultrafiltro &/ su X tale che Y C F.

2. Dimostrare che F & PR se e solo se F & unione di ultrafiltri su X.
Dimostrazione.

1. Se esiste Y ultrafiltro su X tale che Y C F, allora F & wPR. Infatti, siar € Nesia A;U---UA,
una r-colorazione di X: allora, essendo U un ultrafiltro su X, esiste ¢ € {1,...,n} tale che
A; €U, e quindi A; € F. Viceversa, supponiamo che F sia wPR su X. Definiamo

S={SCX:5¢F}.

Osserviamo che S ha la FIP: infatti, se S1,...,S, € S e per assurdo fosse Sy N---N S, =0,
allora S{U---USE = X, da cui che dovrebbe essere S¢ € F per qualche i € {1,...,n}, il che
¢ assurdo in quanto S; € S e quindi S§ ¢ F. Dunque esiste un ultrafiltro &/ su X che estende
S. Mostriamo che U C F. Infatti, se per assurdo esistesse A € U\F, allora, essendo A & F,
si avrebbe A€ € S, da cui A° € U, assurdo.

2. Se F ¢ PR, allora per ogni A € F la famiglia F NP (A) ¢ wPR su A. Inoltre, essendo F
chiusa per soprainsiemi, si ha che 7 NP (A) é chiusa per soprainsiemi rispetto ad A. Allora,
per il punto precedente, esiste un ultrafiltro ¢4 su A contenuto in F NP (A). Definiamo ora
Va={SCX:(3Becly)(BCS)}. Dato che Uy ¢ un filtro su A, abbiamo che V4 ¢ un
filtro su X. Inoltre, se S C X, allora abbiamo che A = (SN A) U (S°N A), e quindi essendo
U4 un ultrafiltro su A uno dei due pezzi deve stare in U 4. Allora, per definizione di V4, uno
tra S e S¢ deve stare in V4, e quindi V4 € un ultrafiltro su X che contiene A. Ovviamente
V4 C F, in quanto U4 C F e F & chiuso per soprainsiemi: allora

F=|J W

AeF

e quindi F & unione di ultrafiltri su X. Viceversa, se F & unione di ultrafiltri su X, sia A € F
e sia V4 un ultrafiltro su X tale che V4 C Fe A € V4. Alloraliy =V4NP (A) é chiaramente
un ultrafiltro su A, Uy € F NP (A), e quindi per il punto precedente si ha che F NP (A) &
wPR su A, e quindi, per la generalita di A, si ha che F é PR.

O

Esercizio 4.3. (Teorema dei tre colori) Sia f : X — X una funzione senza punti fissi. Dimostrare
che la famiglia 7 = {{z, f ()} : « € X} C P (X) non é 3-regolare su X, ossia che esiste un modo
di 3-colorare X in modo che, per ogni z, z e f (z) abbiano colore diverso.

Dimostrazione. Osserviamo che la tesi equivale al fatto che il grafo I" su X tale che I" (z,y) se e solo
se f (z) =y, é 3-colorabile, ossia che X puo essere 3-colorato in modo tale che due vertici adiacenti
di I abbiano colore diverso. Dimostriamo quindi quest’ultima proprieta.

Definiamo una relazione di equivalenza su X in questo modo: x ~ y se e solo se esistono n,m € w
tali che f™(x) = f™(y) (con f° = idx). Verifichiamo che ~ ¢ una relazione di equivalenza.
Riflessivita e simmetria sono ovvie: per quanto riguarda la transitivita, se x ~ y e y ~ z, allora
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esistono n,m, p,q € w tali che f™ (z) = f™ (y) e f? (y) = f%(z). Ora, supponiamo wlog che m < p.
Allora f"*t7=™ (x) = fP (y) = f9(2), e quindi x ~ 2. Chiamiamo A, la classe di equivalenza di =
modulo ~. Ora, osserviamo che se A, # A,, allora non esistono ¢ € A,,yo € A, tali che I' (zg, yo)
o I' (yo, zo): infatti, se cosi fosse, allora si avrebbe f (xg) = yo 0 f (yo) = xo, € quindi in entrambi i
casi xg ~ o, da cui che 4,, = A, = A, = A,,, assurdo. Questo implica che possiamo 3-colorare le
varie classi di equivalenza indipendentemente 1’'una dall’altra, e quindi é sufficiente esibire un modo
per 3-colorare una generica classe di equivalenza A,. A tale scopo, definiamo

Ay = {;E,f(lE),fZ(x),}
An+1 = fﬁl(An)UA"'

Chiaramente A,, C A,,+1. Dimostriamo per induzione su n che f(A4,) C A, per ogni n. Per n =0
la tesi & ovvia. Supponiamola vera per n: allora f (A1) = f (f71(Ay) UA,) = f(f71(4,)) U
f(A,) € A, C A,11. Dimostriamo ora che A, é l'unione degli A,. Per induzione su n si ha
che A, C A,. Infatti, Ay C A, ovviamente, in quanto per ogni k € w si ha f*(z) ~ z, e se
A, C A, allora se y € f~1(A4,) allora f (y) € A, e quindi y ~ 2 per un certo z € A, C A,, da
cui che y ~ z ~ z. Per la generalita di y, si ha f~!(4,) C A, e quindi A,,; C A,. Viceversa,
se y € A, allora esistono n,m € w tali che f™(y) = f™ (z), da cui che f™(y) € Ay e quindi
y € 7" (Ay) C A, e quindi per la generalita di y si ha che A, é contenuto nell’'unione degli 4,,.
Per concludere, 3-coloriamo A, “induttivamente”. Scegliamo una 3-colorazione di Ay in modo che
I ristretto ad Ag sia 3-colorato: questa 3-colorazione di Ag esiste sempre, in quanto I' ristretto
ad Ap & o una “semiretta infinita” (e quindi basta usare due colori distinti alternati) oppure & un
segmento iniziale finito e un ciclo finito (e quindi basta usare due colori distinti alternati per il
segmento iniziale, il terzo colore per il punto in comune tra il segmento e il ciclo, e i due colori
di prima alternati per i punti del ciclo). Ora, supponiamo di aver esteso la 3-colorazione di Ag
ad una 3-colorazione di A, tale che I ristretto ad A,, sia un grafo 3-colorato, e mostriamo come
estendere tale colorazione ai punti di 4,,,1\A4, = f~! (4,) \4, in modo tale che T ristretto a A,
sia 3-colorato. Siay € f=!(A,)\A,. Allora f (y) € A, e quindi sara colorato con uno dei 3 colori:
coloriamo allora y con uno dei due colori diversi dal colore di f (y). Questo basta, in quanto se
y € f71(A,)\A,, allora y ¢ adiacente ad un solo vertice di A, 1, ossia a f (y) € A,: difatti, ci
sono solo altri due casi possibili:

1. y = f(z) per un certo z € A,. Alloray € f(A,) C A, assurdo.
2. y=f(y) per un certo y' € f~! (A4,)\A,. Alloray € f (f~! (4,)) C Ay, assurdo.

L’unione delle 3-colorazioni appena definite sugli A,, ¢ la 3-colorazione di A, che cercavamo.
O

Esercizio 4.4. Sia F un campo ordinato (quindi possiamo immergerci Q). Le seguenti sono
equivalenti:

1. F é archimedeo.
2. N ¢ illimitato in F.
3. Q ¢ denso in F.

4. Non esistono infinitesimi diversi da 0.
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Dimostrazione. Un campo ordinato I é archimedeo se per ogni 0 < z < y in F esiste n € N tale che
nx > y. Inoltre, la topologia su F indotta dall’ordine é quella una cui base di aperti é data dagli
intervalli (a, b).

1. (1 = 2) Sia F archimedeo. Supponiamo per assurdo che esista a € F tale che, per ogni n € N,
si ha n < a. Dato che F é archimedeo, allora, preso n € N, dato che n < « deve esistere
m € N tale che nm > «; ma nm € N, e quindi nm < « per ipotesi su «, assurdo. Ne consegue
che N ¢ illimitato in F.

2. (2 = 3) Sia N illimitato in F. Per dimostrare che Q ¢ denso in F ¢ sufficiente dimostrare che
per ogni coppia a < b di elementi di F esiste A € QQ tale che a < A < b. Dato che b > a, si ha
b—a # 0. Osserviamo che esiste n € N tale che b—a > %: infatti, se fosse b —a < % per ogni
n € N, allora avremmo ﬁ > n per ogni n € N, e quindi ﬁ limiterebbe superiormente N,
assurdo. Allora nb —na > 1. Osserviamo ora che l'insieme {m € N: m < na} ¢ un segmento
iniziale di N diverso da N stesso (in quanto N ¢ illimitato), e quindi ammette massimo, diciamo

mg. Allora na < mg+ 1 < na+ 1 < nb, da cui che a < mOT“ < b. Ne consegue la tesi.

3. (3=4) Sia Q denso in F. Supponiamo per assurdo che esista un infinitesimo £ # 0, e
supponiamolo WLOG > 0. Dato che Q ¢é denso in F, esistono p,q € N coprimi tali che
0< % < &; ma £ é infinitesimo > 0, e quindi £ < %, da cui che 2 < % ossia p < 1, assurdo in

q
quanto 1 é il minimo di N.

4. (4=1) Siano 0 < < y in F. Se per assurdo avessimo nx < y per ogni n € N, allora

avremmo 0 < % < = per ogni n € N, e quindi £ sarebbe infinitesimo, assurdo.

1 z
n Yy

O

Esercizio 4.5. Fissiamo un modello nonstandard dei reali dato da *R = ]%N. Dimostrare che ogni
sottoinsieme numerabile di *R é limitato.

Dimostrazione. Sia X = {x(l),x@), } un sottoinsieme numerabile di *R. Fissiamo i rappresen-

] , dove

tanti, ponendo z(® = {(mﬁf)) ] al variare di ¢ € N. Definiamo y = [(yn)neN

neN
Yp = max {wg), ...,xi")} + 1.
Allora osserviamo che y > z(®) per ogni k € N. Infatti,

{iEN:yi>x§k)}2{i€N:i>k}
in quanto se ¢ > k allora y; = max {xgl), ,xEl)} +1> J;l(.k). Dato che {i € N:4 > k} é cofinito,
appartiene a U in quanto U é non principale, e quindi anche {z eN:y, > xz(-k)} € U, da cui che
y > 2 per ogni k € N. Ne consegue che y limita superiormente X. Si ragiona in modo analogo
per limitare X inferiormente. O
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Esercizio 4.6. Sia F un campo ordinato che estende R. Un elemento infinito & un elemento £ € F
tale che |£| > n per ogni n € N. Un elemento infinitesimo ¢ un elemento ¢ € F tale che [£| < L per
ogni n € N. Un elemento limitato é un elemento non infinito. Dando per buono il fatto che, per
ogni ¢ € F limitato, esiste un unico st (§) € R tale che & — st () sia infinitesimo, dimostrare che, se
« e 8 sono limitati, allora o + 8 e a8 sono limitati, se § non ¢ infinitesimo allora «/f ¢ limitato, e

st(a+ ) = st(a)+st(h)
st(aB) = st(a)st(B)
& _ st (o) non infinitesimo

Dimostrazione. Diamo per buono il fatto che in un qualunque campo ordinato vale la disuguaglianza
triangolare. Ora osserviamo che:

1. Somme e prodotti di limitati sono ovviamente limitati. Inoltre, se 5 & limitato non infinitesimo,
allora 3 # 0 e anche 37! ¢ limitato e non infinitesimo. Infatti, se 3 é limitato non infinitesimo,
allora esistono n,m € N tali che % < |B] < m,equindi B #0e % < }6‘1| < n, da cui che

anche 81 é limitato non infinitesimo.

2. Se a, 8 € F qualunque, e a — 3 é limitato, allora « é limitato se e solo se lo é 8. Infatti, se «
¢ limitato, allora 8 = (8 — «) + « che & somma di limitati e quindi é limitato.

3. Ovviamente « ¢ infinitesimo se e solo se —a ¢ infinitesimo.

4. La somma di due infinitesimi ¢ infinitesimo. Infatti, se a e 8 sono infinitesimi, allora |a| < ﬁ
e |B| < 5 per ogni n € N, e quindi

2 1
o+ Bl < ol +181 < o= = -
n n

per ogni n € N.

5. ¢ ¢ infinitesimo se e solo se st (§) = 0. Infatti, essendo £ — st (§) infinitesimo, e essendo 0
l'unico infinitesimo di R, abbiamo che se ¢ ¢ infinitesimo allora st (£) = (st(£) — &) + & @
somma di infinitesimi e quindi ¢ infinitesimo, quindi st (§) = 0, mentre se st (£) = 0, allora
E=(£—st(§)) +st(§) e somma di infinitesimi e quindi ¢é infinitesimo.

6. Il prodotto di un infinitesimo e di un limitato é infinitesimo. Infatti, se a € infinitesimo e 5 é
limitato, allora esiste k € N tale che k—1 < |3| < k. Dato che « ¢ infinitesimo, si ha |a| <

per ogni n € N, e quindi
1 1
= < —k=-—
aBl = lal 18 < k=

e quindi «f ¢ infinitesimo.

Ora,
(a4 B) = (st (@) + st (8)) = (a — st (a)) + (B — st ()
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che ¢ infinitesimo perché somma di infinitesimi, e quindi per unicita della parte standard si ha
st (o + B) = st (a) + st (8).
Inoltre,

aff —st(a)st(8) = (af —ast(B))+ (ast(B) —st(a)st(5))
= a(f=st(B)) + (o —st(a))st(5)

e quindi, dato che il prodotto di un infinitesimo e di un limitato ¢é infinitesimo e dato che la somma

di infinitesimi ¢ infinitesima, per unicita della parte standard abbiamo st (o + §) = st («) + st (5).

Ora, mostriamo che se 3 non ¢ infinitesimo allora st (37') = st (8)"'. Innanzitutto, dato che 8 ¢

limitato non infinitesimo, si ha 8 # 0 e st (3) # 0, e inoltre 37! & limitato non infinitesimo. Allora
st (8) — B

B st = 35m

= (st(8) - B)(Bst(8) "

che ¢ il prodotto di un infinitesimo e di un limitato, da cui che é infinitesimo. Per concludere, se a
é limitato e 8 é limitato non infinitesimo, si ha

st (@) a  st(a) st(a) st(a)

@]
B s@ BB B =0

- e (5 a)

che é la somma di due infinitesimi e quindi é infinitesimo. Per 'unicita della parte standard si ha
allora la tesi.

O

Esercizio 4.7. Fissiamo un modello nonstandard dei reali dato da *R = D}i{—N. Sia *Q C *R. Sia
*Qrin = {£ € *Q: ¢ limitato}. Allora *Q ¢é un sottocampo di *R, *Qprn € un sottoanello di *Q,
Iinsieme 7 degli infinitesimi di *Qpg;x € un ideale di *Qg;y, e si ha % ~ R (isomorfismo di
campi).

Dimostrazione. Dire che QQ é un sottocampo di R equivale a dire che nel modello standard é vero che
(Vz,y € R) (ac EQNyeQ—oax—yeQA (y £0—zy e Q)) Allora, per Transfer, nel modello
nonstandard é vero che (Va,y € *R) (:,E e QANye* Q—-z—ye*QA (y 40—y le *Q)), 0s-
sia che *QQ é un sottocampo di *R. Inoltre, nel precedente esercizio abbiamo gia osservato che
somme, differenze e prodotti di iperreali limitati sono limitati, e quindi *Qg;y é un sottoanello di
*Q. Ora, dato che *Qgyn contiene solo limitati, per ogni elemento £ € *Qp;n é ben definito e
unico il reale st (§) come 'unico reale tale che st (£) — £ sia infinitesimo. Definiamo allora

¢:"Qpin — R
£ = st(§)

e verifichiamo che ¢ & un omomorfismo suriettivo di anelli avente come nucleo Z. O

1. ¢ & un omomorfismo di anelli. Infatti, per 'esercizio precedente, se «, 8 sono limitati allora
st (a4 B) = st (@) + st (B) e st (afB) = st (@) st (B); inoltre, ovviamente st (1) = 1.
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2. ¢ ¢é suriettivo. Infatti, essendo Q denso in R, per ogni r € R esiste una successione (¢,),,cy
di razionali che converge a r. Allora ’elemento g = [l(q”)neN] € *R é tale che ¢ — r sia
infinitesimo: infatti, per ogni n € N abbiamo |¢; — r| < - definitivamente, dunque

1
{z’eN:|qi—r<}€Z/l
n

in quanto é cofinito e &/ & non principale. Ne consegue che ¢ & limitato, in quanto ¢ — r é
infinitesimo e r é ovviamente limitato: inoltre, ¢ € *Q ovviamente, e quindi ¢ € *Qrrnx. Per
costruzione si ha ¢ (¢q) = st (¢) = r, e quindi per la generalita di » abbiamo che ¢ é suriettivo.

3. Il nucleo di ¢ & Z. Infatti, £ € kerp <= st () =0, e abbiamo gia visto che questo capita se
e solo se ¢ é infinitesimo. Allora Z é un ideale di *Qpg;n, e per il primo teorema di isomorfismo

si ha .
Qrin

~ R.
7

5 Esercizi 10-3-2015

Esercizio 5.1. Fissiamo un modello nonstandard dei reali dato da *R = ]%N. Dimostrare che
[*N| =c.

. : R .
Dimostrazione. Dato che [RN| = ¢®o = (2%0)™% = 28R = 2% = ¢ abbiamo che ¢ = |R| < ['R[ < ¢
e quindi [*R| = ¢, da cui |*N| < ¢. Viceversa, abbiamo visto nell’esercizio precedente che

*Qrrn
R~
v

e quindi certamente deve essere |*Q| > [*Qprn| > ¢. Per concludere, basta allora dimostrare che
esiste una bigezione tra *Q e *N. Osserviamo che, nel modello standard, & vero che esiste una
bigezione tra N e Q, ossia & vero I’enunciato

(Af e P(NxQ) (v e N)(Fly € Q) (f (2,9)) A (Vy € Q) (Blz € N) (f (2,9))

e quindi, per Transfer, nel modello nonstandard ¢é vero I’enunciato

3f € "P(NxQ)) (Ve € "N) (Bly € Q) (f (z,9)) A (Vy € "Q) Az € *N) (f (2,9)) -

Dato che *P(Nx Q) C P(*N x *Q), il fatto che l'enunciato precedente sia vero nel modello
nonstandard implica che esiste una bigezione tra *N e *Q, come volevasi dimostrare. O

Esercizio 5.2. Sia *R un modello nonstandard dei reali, e sia A C R. Dimostrare che:

1. Una funzione f: A — R ¢é continua in xg € A se e solo se per ogni £ € *A tale che £ ~ z¢ si

ha *f (§) ~ f (20)-

2. Una funzione f : A — R & uniformemente continua se e solo se per ogni a ~  in *A si ha

f (@) ~ 7 F(P)-
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3. Una funzione f : [a,b] — R @ continua se e solo se & uniformemente continua.
Dimostrazione.

1. Sia f continua in zy. Allora, per ogni n € N esiste m € N tale che nel modello standard valga

(€ ) (Jo — ol < o = 1 () (an)] < 1)

per Transfer, per ogni n € N esiste m € N tale che nel modello nonstandard valga

(o) (o -0l < - > 17 @) = f o)l < ).

Sia £ € *A tale che £ ~ xg. Allora, per ogni m € N, si ha che |£ — x| < % Fissiamo

n € N, e sia m € N tale che nel modello nonstandard valga la proprieta precedente. Dato che
|¢ — 0| < L, allora si ha

. 1
I"f (&) = [ (z0)] < .
Per la generalita di n, si ha che *f (§) ~ f (z), come volevasi dimostrare.

Viceversa, supponiamo che per ogni £ € *A tale che £ ~ x( si abbia *f (§) ~ f (x¢). Sia e >0
numero reale. Allora nel modello nonstandard vale

(3 € *N) (Ve € *A) (|§=’Fo| <L ori©- Tl ) :

infatti, basta prendere p € *N infinito, in quanto in tal caso %L ¢ infinitesimo e quindi [ — x| <

i implica & ~ xg, da cui *f (§) ~ f(x0) e quindi |*f (§) — f (zo)| < e. Allora, per Transfer,
nel modello standard vale

(Im € N) (vVz € A) (|w—xo<;l—>|f(x)—f(:v0)|<e)

e quindi per la generalita di € > 0 si ha che la f é continua in zg.

2. Sia f uniformemente continua. Allora, per ogni n € N esiste m € N tale che nel modello
standard valga

1 1
4 A — — = — — s
oy e d) (lo=ol< 2+ 1@~ F0l < 1)
per Transfer, per ogni n € N esiste m € N tale che nel modello nonstandard valga

(a5 e ) (la= Bl < o = (@) = £ < 7).

Siano o ~ §in * A e fissiamo n € N: sia m € N tale che m, n rispettino I’enunciato precedente.
Allora, dato che |a — 3] < % per ogni k € N, si ha

F o) - F B <
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Per la generalita di n € N, si ha che *f (o) ~ *f (8) come volevasi dimostrare.
Viceversa, supponiamo che per ogni «, 8 € *A tali che a ~ ( si abbia *f () ~ *f (8). Sia
€ > 0 numero reale. Allora nel modello nonstandard vale

e N (ape ) (la=pl< s [T =" F B <e)

infatti, basta prendere p ipernaturale infinito come nel punto precedente. Allora, per Transfer,
nel modello standard vale

Gm e ) vy € A) (Jo vl < - £ )~ )] <)

e quindi per la generalita di € > 0 si ha che la f & uniformemente continua.

3. Sia A = [a, b]. Sfruttando i punti precedenti, dimostriamo che per ogni £ € * A si ha che xg ~ £
implica f (xg) ~ *f (£) se e solo se per ogni «, 8 € *A si ha che a ~ § implica *f () ~ *f (B).
La direzione < ¢é ovvia. Per quanto riguarda la direzione =, ricordiamo che dato che

A={zeR:a<z<b}
allora
*A={r e R:a <z <b}

e quindi gli elementi di *A sono limitati: per la precisione, se a € *A, allora st (o) € A.
Allora, per ogni «,3 € *A, si ha che se & ~ (8 allora a ~ st(a) = st(8) ~ 3, e quindi
“f(a) ~ f(st(a)) = f(st(B) ~*f(B)

O

6 Esercizi 16-3-2015
Esercizio 6.1. Fissiamo un modello nonstandard dei reali dato da *R = %N. Dimostrare che la
coinizialita di *N\N ¢é piu che numerabile.

Dimostrazione. Sia X C *N\N numerabile, e dimostriamo che X non ¢ coiniziale in *N\N, ossia
che esiste £ € *N\N tale che per ogni o € X si abbia £ < . Osserviamo innanzitutto che £ € *N\N
seesolose £ € *Ne ¢ > n perognin € N, ossia £ ¢ infinito. Infatti, se per esempio £ < n, allora nel
modello standard vale (£ =1)V---V (§ =n), e quindi per Transfer questo vale anche nel modello
nonstandard, da cui £ € N.

Fissiamo ora dei rappresentanti per gli elementi di X: poniamo X = {x(i)}ieN, con z() =

(x(-i)> e WLOG 7'V e N per ogni 4, j € N. Definiamo ora
i) jen J

A = {jGN: (xg-l)zn)/\---/\(x;n)zn)}.
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Osserviamo che A € U{: infatti, per ogni i € N, {j eN: x;-i) > n} € U in quanto gli (9 sono
tutti infiniti: allora, dato che ogni A ¢ un’intersezione finita di insiemi di questo tipo, ogni A(™
sta in U. Osserviamo che si ha la seguente catena di inclusioni facili da verificare:

N=A® > A 543 5 ...

Allora ¢ ben definita la seguente successione (&;), . per ogni j € AN\ AHD poniamo
& = min {x§1), ...,x§n)} .
Sia £ = [(gj)jeN] Allora:

1. Siha £ > n per ogni n € N. Per dimostrarlo, basta far vedere che {j e N: {; > n} D AM in
quanto A™ e Y.

Se j € A allora &; = min {x§1), ey 3:5.")}; ma, per definizione di A, si ha xél) >nA--- A

atg-") > n, e quindi §; > n.

2. Si ha &€ < 2(™ per ogni n € N. Per dimostrarlo, basta far vedere che {j eN:¢ < xgn)} »)
A in quanto A™ € Y.
Se j € A™_ allora &; = min {xg-l), ...7x§-n)}; ma, per definizione di A, si ha & < mgn)

A questo punto l'elemento ¢ — 1 soddisfa la tesi: infatti, si ha & —1 < & < (™ per ogni n, e inoltre
&—1>n—1perognineN, dacuiche—1>nperogninéecNequindi £ —1¢€ *N\N.
O

Esercizio 6.2. Fissiamo un modello nonstandard dei reali dato da *R = H}i{—N. Sia v € *N\N. Sia
[1,v] ={a € *N:1 < a < v}. Dimostrare che |[1,7]| = c.

Dimostrazione. Abbiamo gid visto che |*N| = ¢, e quindi |[1,v]] < ¢. Per dimostrare la disugua-
glianza opposta, ragioniamo come segue. Ricordiamo che Pintervallo (0,1) C R ha cardinalita c,
e quindi é sufficiente trovare una mappa iniettiva da (0,1) a [1,]. Fissiamo un rappresentante
[(Vn)pen] = v, con WLOG v, € N. Definiamo ora

v:(0,1) — [1,v]

a = [([i ) nen]

dove [v%] denota il minimo dei maggioranti di »¢ in N. Per concludere, basta verificare che ¢ ¢é

ben definita e iniettiva.
1. Ovviamente ¢ (o) € *N per ogni « € (0, 1), in quanto per definizione [r] € N per ogni 7 € R*.

Ora, fissato « € (0, 1), dimostriamo che ¢ (a) < v. Dato che v2 < v, per ogni n € N, si ha
anche [v2] < v, per ogni n € N, da cui che ¢ (a) < v. Ne consegue che ¢ é ben definita.
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2. ¢ ¢ iniettiva. Infatti, siano o < 8 € (0,1). Dimostriamo che ¢ () < ¢ (5), ossia che esiste
un insieme A € U tale che
(vn e A) (Tva] < [v]]).

Osserviamo che, se per un certo n € N si ha v —v% > 1, allora sicuramente si ha [v7] > [v2].
Dunque ¢ sufficiente trovare un A € U tale che, per ogni n € A, si abbia v? —v® > 1.
Consideriamo la funzione

f:RT — R*

r = 2P -z
la f é strettamente crescente e superiormente illimitata, e quindi esiste N € N tale che, per
ogni n > N, si abbia f(n) > 1. Ora, dato che v & infinito, esiste A € U tale che, per ogni
n € A, si abbia v, > N. Allora, se n € A, si ha v’ —v® = f (v,) > 1. Ne consegue la tesi.

O

Nei prossimi esercizi servira il seguente

Lemma. Siano f,g : I — J, e sia U un ultrafiltro su I. Diremo che f =y g se e solo se
{iel:f(i)=g@)}eU. Allora, se f =y g allora f. (U) = g. (U).

Dimostrazione. Chiamiamo A = {i € I: f (i) = g (i)}: allora f = ¢ equivale ad A € U. Mostria-
mo che f. (U) C g. (U): la tesi allora sara vera per simmetria. Sia X € f, (U): allora f~!(X) € U,
e quindi AN = (X) € U. Osserviamo ora che AN f~1(X) C g~ ! (X): infatti, se z € AN f~1(X),
allora f (x) = g(z) e f(z) € X, da cui che g (z) € X e quindi z € g~! (X). Dato che U ¢ chiuso
per soprainsiemi, si ha che g7 (X) € U, e quindi X € g. (U). O

Esercizio 6.3. Sia f : I — I e sia U un ultrafiltro su I. Dimostrare che f. () = U se e solo se
f =y ld

Dimostrazione. (<) Per il lemma precedente, se f = id, allora f. (U) =id. (U) =U.

(=) Sia f. (U) = U. Dimostriamo che f =;; id. Supponiamo per assurdo che f #;, id: allora, se
F={iel: f(i)=1i} ¢ linsieme dei punti fissi di f, allora F' € U, e quindi F° € Y. Definiamo
g : 1 — I tale che gjpc = fipe e g (i) # i per ogni i € F. Allora, dato che f e g coincidono su un
insieme U-grande, si ha che f =y ¢ e quindi g. (4) = f« (U) = U. Inoltre, g non ha punti fissi:
infatti, se ¢ ¢ F, allora g (i) = f (i) # i, mentre se i € F allora g (i) # i per definizione. In un
esercizio precedente, abbiamo visto che esiste una 3-colorazione C; LI Cy LI C3 = I tale che, per ogni
i € I,1ie g(i) appartengano a colori diversi. Ora, dato che U & un ultrafiltro, possiamo supporre
che WLOG C; € U, da cui Co U C3 € U. Ora, dato che g, (U) =U e C; € U, allora g1 (Cy) € U:
ma g1 (C;) C Oy U (3, in quanto se g (z) € C; allora x ¢ C; per definizione dei C;; ne consegue
che Cy U C5 € U, assurdo. O

Esercizio 6.4. Siano U, V, W ultrafiltri su I, J, K rispettivamente.

1. SeU < VeV <W,allorald <W.

2. Supponiamo che I, J siano infiniti e |I| = |J|. Allorald <V eV < U se e solo se esiste una
bigezione f : I — J tale che f. (U) = V.
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Dimostrazione. Ci serve il seguente

Lemma. Siano f: 1 — J eg:J — K. Allora (fog), = f«© g«.

Dimostrazione. Sia U un ultrafiltro su I, sia V = f. (U) e 51a W = g. (V). Voghamo dimostrare
che (go f), (U) =W. Sia X € (go f), U). Allora (go f) " (X (g7 (X)) €U, e dunque
g 1 (X) € f.(U) =V, da cui che X € g. (V) = W. Dunque (go £, U) C W e dato che sono
entrambi ultrafiltri vale anche 1’uguaglianza. O

Ora possiamo risolvere 1’esercizio.

1. Sed < VeV <W,alloraesistono f: J >Teg: K — Jtaliche f V)=Ue g. W)=V
Allora (fog), W) = fi (9. W) = f V) =U, e quindi Y < W.

2. Se esiste una bigezione f : I — J tale che f, (U) =V, allora chiaramente V < U/ inoltre, sia

g:J — I linversa di f: allora g. (V) = g« (f« (U)) = (go f), U) = (id;), (U) = U, e quindi
U<y.
Viceversa, supponiamo che U < V e V < U. Allora esistono f : I — J e g:J — I tali che
f«(U) =V e g. (V) =U. Allora abbiamo (go f), U) =U e (fog), (V) =V, da cui che, per
Pesercizio precedente, si ha (go f) =y id; e (f og) =y id;. Questo vuol dire che esistono
AeUeBeVtaliche (gof)(a) = a per ognia € Ae (fog)(b) =0b per ogni b € B.
Osserviamo ora che la restrizione f : g (B) — B & biunivoca. Infatti, siano z1 # x2 € g (B):
allora xy = g (b1) e o = g (ba) per certi by # by € B, e quindi f (x1) = by # by = f (x2), da cui
che flo(p),p € iniettiva; inoltre, se b € B, allora b= f (g (b)), da cui che fi4p) p ¢ suriettiva.
Osserviamo inoltre che g (B) € U: infatti, g~' (g (B)) 2 B € V e quindi g (B) € g. (V) = U.
Ora, l'obiettivo é trovare una f : I — J tale che f =y f e f sia biunivoca: in questo
modo, dato che f =y f = f. (U) = f. (U) = V, abbiamo finito. Rinominiamo C = g (B), e
osserviamo che dato che f : C — B ¢ biunivoca si ha |C| = |B|. Ora consideriamo due casi.

(a) |C| < |I]. Allora |B| < |I| = |J|, e quindi dato che |I| = |C|+ |C°| e |J| = |B| + |B¢|,
deve essere |C°| = |I| = |J| = |B¢|. Allora esiste una bigezione ¢ : C¢ — B°. Definiamo

f:I — J

N fx) zeC
p(z) zeCe

e osserviamo che la f~ cosi definita & biunivoca in quanto incollamento di due funzioni
biunivoche, e inoltre f =, f in quanto f e f coincidono su C che & un insieme U-grande.

(b) |C| = |I|. Dato che I ¢ infinito, esiste una partizione Cy U Cy = C tale che |C;| =
|Ca| = |C| = |I]. Dato che f : C — B @ una bigezione, essa induce una partizione
Bl |_|BQ = B con Bi = f(CZ), [§] quindi ‘Bl| = |BQ| = |B| = ‘I‘ Dato che C € u,
possiamo supporre WLOG C; € U. Osserviamo ora che f : C; — B; é una bigezione
per definizione, e inoltre |C§| = |Cy| + |C°| = |I| = |Bz| + |B¢| = | B{|. Allora esiste una
bigezione ¢ : Cf — Bf{. Definiamo

f:I — J

N {f(x) x e Cy
p(x) xeCf
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e osserviamo che la f cosi definita & biunivoca in quanto incollamento di due funzioni
biunivoche, e inoltre f =;; f in quanto f e f coincidono su C che é un insieme /-grande.

O

7 Esercizi 23-3-2015

Nota. Per definizione, dato a € *R limitato, si definisce st (o) come 'unico numero reale tale che
a — st (a) sia infinitesimo. Estendiamo la notazione al caso in cui « sia illimitato: se a > n per
ogni n € N, allora poniamo st (o) = 400; se @« < —n per ogni n € N, allora poniamo st (o) = —oc0.
Estendiamo ’ordine di R su R U {+oc0} in modo usuale.

Esercizio 7.1. Sia *R un modello nonstandard dei reali. Sia a : N — R una successione di reali, e
sia l € RU {zxoo0}. Dimostrare che a (n) — [ se e solo se per ogni v € *N\N vale st (*a (v)) = .

Dimostrazione. Dimostriamolo nel caso in cui [ sia finito. I casi [ = +00 sono analoghi.
(=) Se a(n) — I, allora per ogni € > 0 esiste N, € N tale che

VneN(n >N, —la(n) -1 <e).

Per il Transfer, si ha
Vv e*N({wv >N, —["a(v) -1 <e).

Ora, se v € *N\N, si ha che v > N, per ogni € > 0 (in quanto N, € N), e quindi |*a (v) — | < € per
ogni € > 0, da cui che *a (v) — ¢é infinitesimo, ossia *a (v) ~ .
(<) Se *a (v) ~ I per ogni v € *N\N, allora, per ogni € > 0, & vero che

ANe ™ N)(Wwe™N)(w>N = |"a(v) =1 <e):
infatti, basta prendere N € *N\N. Per il Transfer, abbiamo che
AN eN)(VYneN)(n> N —|a(n) —1] <e€)
ossia che a (n) — [. O

Esercizio 7.2. Sia *R un modello nonstandard dei reali. Sia a : N — R una successione di reali.
Dimostrare che, dato s € RU{+o0}, a ha una sottosuccessione convergente ad s se e solo se esiste
v € *N\N tale che st (*a (v)) = s.

Dimostrazione. Dimostriamolo nel caso in cui s sia finito. I casi s = +00 sono analoghi. Ricordiamo
inoltre la seguente proprieta generale: se A,B,C CRe f: A— B,g: B— C, allora *(go f) =
*go*f:*A—*C.

(=) Supponiamo che esista una sottosuccessione di a convergente ad s. Allora esiste una funzione
f + N — N crescente tale che la successione b = ao f : N — R converge a s. Per 'esercizio
precedente, abbiamo che per ogni v € *N\N si ha *b(v) ~ s, ossia *a (*f (v)) ~ s. Per concludere
basta dimostrare che se v € *N\N, allora anche *f (v) € *N\N. Ma questo & ovvio: infatti, f ¢é
crescente, e quindi lo & anche *f per Transfer, per cui deve essere *f (v) > n per ogni n € N, e
dunque *f (v) € *N\N .
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(<) Supponiamo che *a (v) ~ s per un certo v € *N\N. Allora, per ogni € € R,n € N con € > 0, si
ha
e N(E>nAl"a(€) —s| <e):

infatti, basta prendere ¢ = v. Ora, per il Transfer, si ha
dJmeN(m>nAla(m)—s| <e).
Definiamo allora induttivamente
f*N —- N
1 —» min{meN:|a(n)—s| <1}

E+1 — min{meN:m>f(k:)/\|a(m)—s|<kil}.

La funzione f & ben definita in quanto gli insiemi di cui si prende il minimo sono tutti non vuoti,
per la proprietd appena dimostrata con il Transfer. Inoltre, la f ¢ chiaramente crescente. Per
concludere mostriamo che a o f : N — R & una successione convergente a s. Per ogni k € N, si ha

ao /) (k) — sl < ¢

per costruzione: allora, per confronto, si ha che ao f é convergente a s, come volevasi dimostrare. [

Esercizio 7.3. Sia *R un modello nonstandard dei reali. Sia a : N — R una successione di reali.
Allora

liTIlrLsol(ljp (a(n)) = max{st("a(v)):v € *N\N}
linn_1>i£f (a(n)) = min{st(*a(v)): v € "N\N}

(dove i valori precedenti si intendono in R U {£00}).

Dimostrazione. Ricordiamo che, data una successione x : N — R di reali, 'insieme dei limiti di
sottosuccessioni di x ammette massimo e minimo in R U {#oc0}: il massimo coincide con il limite
superiore di z, e il minimo coincide con il limite inferiore. Allora la tesi discende direttamente
dall’esercizio precedente. O

Osservazione. Sia *R un modello nonstandard dei reali. Prima di svolgere Iesercizio successivo,
facciamo qualche precisazione. Ricordiamo che, se A é un sottoinsieme di R, allora l'insieme dei
sottoinsiemi interni di *A é la famiglia *P (A). Ora, sia FIN C P (N) 'insieme dei sottoinsiemi
finiti di N. Indichiamo con *FIN l’insieme dei sottoinsiemi iperfiniti di *N. Osserviamo che:

1. Dato che FIN C P (N), per Transfer si ha *FIN C *P (N), e quindi gli insiemi iperfiniti sono
sottoinsiemi interni di *N.

2. Per ogni v € *N, l'insieme [1,v] ¢ iperfinito. Infatti, nel modello standard vale
(Vn e N) ([1,n] € FIN)
e quindi nel modello nonstandard vale

(Vv € *N) ([1,v] € *FIN).
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3. Dato che, per ogni A € FIN, esiste un naturale n € N e una bigezione di A con [1, n], allora,
per Transfer, per ogni A € *FIN esiste un ipernaturale v € *N e una bigezione interna di A
con [1,v]. Per la precisione, la mappa “cardinalitd” |-| : FIN — N soddisfa ’enunciato

(VA e FIN)(3f € P(N x N)) (f & una bigezione tra A e [1,]A]]);

allora, per Transfer, la mappa *|-| : *FIN — *N soddisfa ’enunciato con quantificatori
limitati

(VA€ *FIN)(3f € *P(N x N)) (f ¢ una bigezione tra A e [1,* |4]]).
La funzione * |-| : *FIN — *N verra chiamata ipercardinalita.

4. Se A é un sottoinsieme interno di *N e A é contenuto in un insieme iperfinito, allora A é
iperfinito. Infatti, vale ’enunciato

(VAeP(N))[(3Be€ FIN)(AC B) —» A€ FIN]
e quindi, per Transfer, vale I’enunciato
(VAe*P(N))[(3Be€*FIN)(AC B) —» A€ *FIN].

Dato che gli interni sono chiusi per intersezione, si ha quindi che, se B é un sottoinsieme
interno di *N e v € *N, allora BN [1,v] ¢ iperfinito.

Esercizio 7.4. Sia *R un modello nonstandard dei reali. Sia A € N. Dimostrare che

a(a) = max {st (AL oy e

v
Dimostrazione. Sia

a:N — R
[AN[L,n]|
—

n

allora per definizione si ha

d(A) = limsup (a (n)).
n—oo
Applicando lesercizio precedente, si ha
d(A) = max {st (*a (v)) : v € *N\N} :

allora, per concludere, é sufficiente far vedere che per ogni v € *N si ha

e oy IPANL Y
a(v)= > .
Questo & immediato usando il Transfer e ricordando che * (f o g) = *f o *g. O
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Osservazione. Analogamente si dimostra che

a(a) = win {se (FEEEA) o e

v

Esercizio 7.5. Sia X un insieme. Data F C P (X), indichiamo con F* la famiglia dei sottoinsiemi
di X che intersecano ogni elemento di F. Dimostrare che se 7 C P (X) & non vuota, chiusa per
soprainsiemi e PR, allora 7* & un filtro su X. Dedurre che la famiglia A* C P (N) ¢ un filtro su N.

Dimostrazione. Usiamo le seguenti osservazioni generali:

1. Se F # () allora ovviamente () & F*.

2. Se F é chiusa per soprainsiemi allora F* é chiusa per soprainsiemi. Infatti,se A C Be A € F*,
allora dato che A interseca ogni elemento di F allora anche B interseca ogni elemento di F.

3. Se F ¢ chiusa per soprainsiemi, allora F* = {S C X : S¢ ¢ F}. Infatti, se S € F*, allora S
interseca ogni elemento di F, e quindi S¢ ¢ F; viceversa, se S ¢ F*, allora esiste I’ € F tale
che SNF = (), e quindi F' C S¢, da cui che, essendo F chiusa per soprainsiemi, si ha S¢ € F.

Ora, sia F non vuota, chiusa per soprainsiemi e PR. Allora 7* ¢ non vuota e chiusa per soprainsiemi
per i punti 1,2. Dimostriamo che F* ¢& chiusa per intersezione. Siano A, B € F*, e supponiamo per
assurdo che AN B ¢ F*. Allora (AN B)° € F, ossia A°U B¢ € F, e quindi essendo F PR abbiamo
Ace FVB¢e F. Ma A€ F*e Be F* equindi A° ¢ F A B¢ ¢ F, assurdo.

Ovviamente la famiglia A C P (N) & non vuota e chiusa per soprainsiemi. Abbiamo visto in un
esercizio precedente che A é anche PR. Allora, per quanto appena dimostrato, A* é un filtro su N.

O

Esercizio 7.6. Sia A C Z. Dimostrare che BD (A) =1 se e solo se A & spesso.

Dimostrazione. Definiamo la N-successione

|[AN[z+ 1,z 4+ n]]|
ap = max .
z€EZL n

Allora per definizione si ha
BD (A) = lim a,.

n—oo
Se A ¢ spesso, allora per ogni n € N esiste un intervallo / = [z + 1,z + n] con = € Z tale che I C A,
e quindi per ogni n si ha a,, = 1, da cui che BD (A) = 1. Viceversa, sia BD (A) = 1, e supponiamo
per assurdo che A non sia spesso. Allora esiste £ € N tale che A non contenga alcun intervallo
lungo k. Questo implica che per ogni n € N e per ogni z € Z, si ha

[AN[z+ 1,z +nk]| <n(k-1),

in quanto [z + 1, z + nk] & P'unione disgiunta di n intervalli consecutivi lunghi &, nessuno dei quali
¢ contenuto in A. Allora, per ogni n € N, si ha

o k=1 k-1

Ank S = .

" nk k

Questo significa che a,x non puo convergere a 1 per n — 0o, e questo ¢ assurdo in quanto (a,x),,cy
¢ una sottosuccessione di una successione di reali convergente a 1. O
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Esercizio 7.7. Trovare un insieme A C N spesso tale che d (A) = 0.

Dimostrazione. Definiamo
A={JR"+1,2"+n].
neN
Ovviamente A ¢é spesso. Verifichiamo che la successione (ay,),, oy con

|[AN[L,n]|
n—
n
converge a 0, e quindi d (A) = 0. Dato che per ogni k < n si ha % < % e % > n_kH, la successione

¢ strettamente crescente negli intervalli [2" + 1,2™ + n], mentre é strettamente decrescente negli
intervalli [2” +n+1, 2”“}. Dunque i “massimi relativi” della successione sono assunti negli indici
2™ + n. Dato che la successione & > 0, ci basta quindi far vedere che la sottosuccessione b,, = agn

converge a 0. Se chiamiamo ¢, = [AN[1,2" +n], allora b, = 5. Ora, ¢ evidente che ¢, +1 =
cn +n+ 1; dato che ¢; =1, si ottiene che ¢, =14+ ---+n = w, e quindi
~ n(n+1)
" 2(2n +n)
che ovviamente converge a 0. Ne consegue la tesi. O

8 Esercizi 24-3-2015

Esercizio 8.1. Siano A, B C N disgiunti. Allora

d(A)+d(B)<d(AUB)<d(A)+d(B)<d(AUB)<d(A)+d(B).

. . : : 1" AN[1 *|*BN[1 *|*(AuB)N[1 :
Dimostrazione. Chiamiamo a, = M, b, = w ec, = w Grazie al

Transfer, si ha *(AUB) =*AU*B e *1:4 N *B = (. Inoltre, sempre con il Transfer, si verifica che
per ogni v € *N\Nsi ha *|* (AUB)N[1,v]| = *|*AN[1,v]| + *|*BN|[1,v]|. Ne consegue che per
ogni v € *N\N si ha ¢, = a, + b,. Ora, abbiamo gia dimostrato in un esercizio precedente che

d(A) = t(a,) :

@ = ma, o)

in modo esattamente analogo si dimostra che

d(A)= min st(a,).

4= mipyet ()
Ricordiamo che st (a) + st (8) = st(a+ ). La tesi discende allora dalla seguente catena di
disuguaglianze ovvie:

min st (a,)+ min st(b,) < min st
VE*N\N VE*N\N ve*N\N

A IA
B 18
g ZE
& &

IN
s
>
&



Esercizio 8.2. Se A={a; <as <---} CNelaserie ), -1 converge, allora d (4) = 0.
Dimostrazione. Dimostriamo che

d(A)=0 < lim S

n—00 Ay,
Definiamo b, = M per k € N: allora si ha d(A) =0 <= by — 0: la successione (by),cy
é non negativa, e assume i suoi “punti di massimo relativo” quando k¥ = a, per qualche n € N
(precisamente per gli n tali che a, +1 ¢ A). Dunque, by — 0 per kK — oo se e solo se b,, — 0 per
n — 00; ma b,, = ‘Amt[lli‘l” = 2, equindi d(A) =0 <= * — 0 per n — oo, come volevasi
dimostrare. Per concludgre, utilizziamo il seguente ’

Lemma. Sia (b,),cy una successione decrescente di reali positivi tale che la serie ) by, sia

convergente. Allora

neN

lim nb, = 0.
n— oo

Dimostrazione. Per il criterio di condensazione di Cauchy, la serie )
quindi

new 2"ban € convergente, e

lim 2"byn = 0.

n— oo

Ora, per ogni n € N definiamo k,, € w come il minimo elemento di w tale che valga la disuguaglianza
n < 2F»_ Allora, dato che la successione (by,),, oy ¢ decrescente, si ha

nby, < 2% bor, .

Ovviamente, per n — oo si ha k, — oo, e per k, — oo il termine a destra della disuguaglianza
precedente converge a 0. Allora, per confronto, anche nb,, — 0. O

Ora, dato che la successione (ai) ¢ una successione decrescente e
neN

n

1 .
neN - converge, si ha che

-+ — 0 per n — oo, come volevasi dimostrare.
n
O

Esercizio 8.3. (Underspill) Siano A C *N e B C *N interni. Dimostrare che:

1. Se A contiene ipernaturali infiniti arbitrariamente piccoli, allora A interseca N.
2. Se V¢ € *N\N si ha [£, +o00] C A, allora esiste n € N tale che [n, +o00] C A.

3. Se [—¢€,¢] C B per ogni € ~ 0, allora esiste 0 < r € R tale che [—r,r] C B.

Dimostrazione. Ricordiamo che i sottoinsiemi interni di *N sono gli elementi di *P (N), e i sottoin-
siemi interni di *R sono gli elementi di *P (R).
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1. Innanzitutto, essendo A C *N interno, A ammette minimo, in quanto ogni sottoinsieme di N ha
minimo. Volendo essere rigorosi, nel modello standard vale (VX € P (N)) (3z € X) (Vy € X) (z < y),
e quindi per Transfer nel modello nonstandard vale (VX € *P (N)) (3z € X) (Vy € X) (z < y).
Ora, sia ¢ il minimo di A: allora £ non puo stare in *N\N, in quanto allora £ — 1 sarebbe un
ipernaturale infinito strettamente minore di tutti gli elementi di A. Ne consegue che £ € N, e
quindi A interseca &.

2. Sia C linsieme degli a € A tali che [a,+00] C A. Allora C & interno. Infatti,
C={acA:(Vze"N)(z>a—z €A},

dunque C é il sottoinsieme di un interno definito (relativamente a tale interno) da una formula
con quantificatori limitati e parametri interni, e quindi € interno. Allora, come abbiamo visto
nel punto 1, C' ha minimo in N. Sia n tale minimo: allora, per definizione di C, abbiamo che
[n,+00] C A.

3. Sia C l'insieme dei b € B tali che b > 0 e [-b,b] C B. Allora C ¢ interno. Infatti,
C={beB:(b>0)ANVze™R)(-b<z<b—ze€B)}

e quindi si ragiona come nel punto precedente. Ora, se C' é superiormente illimitato, la tesi
é ovvia, quindi supponiamo che C' sia superiormente limitato. Essendo C' C *R interno, C
ammette sup in *R, in quanto ogni sottoinsieme di R superiormente limitato ha sup in R.
Volendo essere rigorosi, nel modello standard vale

(VX € P(R))[X limitato superiormente in R — (Isup € R) (sup ¢ il minimo dei maggioranti di Xin R)]

(dove “X limitato superiormente” e “sup ¢ il minimo dei maggioranti di X” sono esprimibili
con ovvie formule con quantificatori limitati e unico parametro R), e quindi per Transfer nel
modello nonstandard vale la stessa formula con *P (R) a sostituire P (R) e *R a sostituire R.
Ora, sia v = sup (C). Osserviamo che non pud essere v ~ 0: infatti, se v ~ 0, allora 2y ~ 0,
e quindi [—2v,2v] € B da cui che, essendo v = sup (C), si ha v > 2+ da cui 1 > 2, assurdo.
Allora certamente esiste r € R tale che 0 < r < 7, e quindi esiste a € *R tale che r < a < vy
da cui [-a,a] C B, e quindi [-r,r] C B.

O

Esercizio 8.4. La lunghezza di un intervallo [«, 5] C *N é l'ipernaturale 8 — o + 1. Sia A C N.
Sono equivalenti:

1. A ¢é spesso.
2. Per ogni v € *N esiste un intervallo di lunghezza v con I C *A.
3. *A contiene un intervallo di ipernaturali di lunghezza infinita.

4. Esiste £ € *N tale che £ +n € *A per ogni n € N.

Dimostrazione.
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1. (1 = 2) Dato che A & spesso, A contiene intervalli arbitrariamente lunghi. Allora nel modello
standard vale ’enunciato

(VneN)(FacA)(VzeN)(a<z<a+n—zeA,
e quindi per Transfer nel modello nonstandard vale I’enunciato
Wwe™N)(Fae ) (Vze™ N)(a<z<a+v—zec™A).
Ne consegue la tesi.

2. (2= 3) Ovvio.

3. (3=4) Se [a, f] C *A ha lunghezza infinita, allora 5 — « € *N\N, e quindi per ogni n € N si
ha a+n < . Ne consegue che per ogni n € N si ha a+n € [o, 5] C *A e quindi la tesi.

4. (4= 1) Sia
C={ve"™N:£+ve*A}:

allora C' é un sottoinsieme interno di *N contenente N, e quindi per overspill deve contenere
un intervallo infinito [1, v]. Ne consegue che *A contiene 'intervallo infinito [ 4+ 1,£ + v].

Esercizio 8.5. Sia B C N. Sono equivalenti:

1. B é sindetico.

2. Esiste k € N tale che *B ha solo buchi di ampiezza < k.

3. *B non ha buchi infiniti, ossia interseca ogni intervallo infinito.
4. Per ogni { € *Nsiha Be ={neN:{+ne*B} # (.

Dimostrazione. Osserviamo che se B¢ = N\B, allora * (B¢) = (*B)“ = *N\*B: infatti, nel modello
standard vale (Vo € N) (z € B® <> « ¢ B) e quindi nel modello nonstandard vale (Vz € *N) (z € * (B®) <> « € *B).

1. (1 = 2) Sia B sindetico. Allora esiste k& € N che limita la lunghezza di un qualunque buco di
B, ossia nel modello standard vale

(Va € N) (Vb € N) ([a,b] C B¢ +b—a+1<k)

(dove la formula [a,b] € B¢ ¢ un modo veloce per scrivere (Vz € N) (a <z Az < b — z € BY)).
Allora, per Transfer, nel modello nonstandard vale

(Va e *N) (V8 € *N) ([o, 8] C*B° = f—a+ 1 < k)
e questo prova che * B ha solo buchi di ampiezza < k.

2. (2= 3) Ovvia.
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3. (3 = 4) Supponiamo per assurdo che Be = ) per un certo £ € *N. Sia
C={ve*N:{+ve*B}:

allora C' ¢ interno e contiene N, dunque per overspill deve contenere un intervallo [1, ] con
v € *N\N: questo ¢ assurdo, percheé allora * B¢ conterrebbe I'intervallo infinito [§ + 1,£ 4+ v] e
quindi * B avrebbe un buco infinito.

4. (4= 1) Sia vero che per ogni £ € *N si ha B¢ # 0, e supponiamo per assurdo che B non sia
sindetico. Allora B¢ ¢ spesso, e quindi per il punto 4 dell’esercizio precedente esiste £ € *N
tale che (B°), = {n € N:{+n€*(B)} = N. Ora osserviamo che (B°), = (Bg)": infatti,
n € (B), se esolose{+ne€™(B) = (*B)“ se e solose £ +n & *B se e solo se n & Be.
Allora, dato che B¢ =N, deve essere Be = (3, assurdo.

O

Esercizio 8.6. Sia [ un insieme infinito. Allora SI non é metrizzabile.

Dimostrazione. Osserviamo che in ogni spazio metrico (X, d), per ogni punto x € X esiste una
base locale in = numerabile tale che la sua intersezione coincida con {z}: basta prendere gli insiemi
Bi (z) = {yeX:d(yx)<i}

Supponiamo ora per assurdo che I sia uno spazio metrico. Sia U un ultrafiltro non principale
su I: allora esiste una base locale in I numerabile {B,}, . tale che (), .y Bn, = {U}. Dato
che gli {04 : A C T} sono una base della topologia su 81, per ogni n € N esiste Oy4, tale che
U € Oy, C By: allora anche (), . Oa, = {U}, ossia U ¢ I'unico ultrafiltro su I che contiene
ogni A,. Questo implica che la famiglia {A,}, .\ genera U: infatti, la famiglia {A, }, .y ha la FIP
perché é una sottofamiglia di U, e quindi il filtro da essa generata deve essere proprio U (altrimenti
potremmo estenderla a due ultrafiltri distinti). Questo ¢ assurdo: infatti, vale il seguente

Lemma. Sia U un ultrafiltro nonprincipale su un insieme infinito 1. Allora U non puo essere
generato da una famiglia numerabile di sottoinsiemi di I.

Dimostrazione. Supponiamo per assurdo che U sia generato dalla famiglia {A,}, .y con A, C I.
Allora:

1. Per ogni n € N l'insieme A; N---N A, ¢ infinito, in quanto sta in I/ che & non principale.

2. Per ogni B C I, la famiglia { B} U {A,},cy ha la FIP se e solo se B € U. Infatti, la direzione
< ¢ ovvia, mentre se {B} U {A4,}, .y ha la FIP allora si estende ad un filtro 7 2 U, da cui
che essendo U/ massimale abbiamo F = U e quindi B € U.

Definiamo ora induttivamente due insiemi X = {z,}, .y ¢ Y = {yn},cy nel seguente modo:
scegliamo z7 € Ay e y; € A;\{x1} arbitrariamente; continuiamo scegliendo zo € A; N As e
y2 € A1 NAs\ {z1}; al passo n-esimo, scegliamo z,, € A1 N---NA, ey, € A1N---NAN\ {21, ..., 2}
Osserviamo che le scelte degli ¥, sono possibili in quanto per ogni n € N l'insieme A; N---N A, &
infinito. Ora, per costruzione, X e Y sono disgiunti: inoltre, per ogni n € N, si ha

Ty, € AlﬂﬂAnﬁX
Yn € A1N---NA,NY
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e quindi le famiglie {X} U {A,}, oy e {Y} U {A,}
assurdo in quanto X e Y sono disgiunti.

nen hanno la FIP. Ma allora X € U e Y € U,

9 Esercizi 27-3-2015

Esercizio 9.1. Un A C Z ¢ sindetico se e solo se esiste F' C Z finito tale che A + F = Z.

Dimostrazione. Se A é sindetico, allora esiste n € N tale che ogni buco di A sia di ampiezza al piu
n. Allora, se prendiamo F' = {1,...,n}, si ha A+ F = Z: infatti, se ¢ A allora esiste zo € A tale
che 0 <z—29p=k<n,equindi zg + k =z € A+ F, da cui per la generalita di « si ha la tesi.
Viceversa, sia A non sindetico, e sia F' insieme finito. Definiamo

fmax = max ((F n (07 —|—OO)) U {O}) :
allora, dato che A non ¢é sindetico, esistera un x ¢ A tale che, detto zp = max{a € A : a < z} e detto

x1 =min{a € A:a >z}, si abbia o + fiax < & < &1 + fmin. Questo implica che x ¢ A+ F. O

Esercizio 9.2. Un A C Z é spesso se e solo se per ogni F' C Z finito esiste « € Z tale che z+ F C A.

Dimostrazione. Ovviamente la tesi (VEF C Z finito) (3x € Z) (x + F C A) equivale all’enunciato (VEF C Z finito) (3x € Z)
Usando lesercizio precedente, abbiamo che: A & spesso <= A¢ non é sindetico < VF C Z
finito si ha A°4+ F € Z <= VF C Z finito esiste x € Z tale che ¢ € A+ F <= VF C Z finito
esiste € Z tale che per ogni f € F'si hax — f € A° <= VF C Z finito esiste x € Z tale che
r— F CA. O

Esercizio 9.3. Dimostrare che le famiglie dei sindetici di Z e degli spessi di Z non sono regolari
per partizioni.

Dimostrazione. Non sono neanche debolmente regolari per partizioni su Z. Infatti:

1. Z ¢ sindetico, ma linsieme A = {J, oy ([n?,n? + n] U [-n?,— (n? 4+ n)]) ¢ spesso con com-
plementare spesso, e quindi sia A che A° non sono sindetici.

2. 7 é spesso, ma sia PARI che DISPARI non sono spessi.
O

Esercizio 9.4. Dimostrare che A C N & sindetico a tratti se e solo se esiste un I intervallo infinito
di ipernaturali tale che i buchi di *A N I siano di ampiezza finita.

Dimostrazione. Dato che A é sindetico a tratti, si ha A =TN.S, dove T & spesso e S ¢ sindetico.
Ricordando le caratterizzazioni nonstandard degli spessi e dei sindetici, abbiamo che *T contiene
un [ intervallo infinito di ipernaturali, e che esiste k£ € N tale che ogni buco di *S abbia ampiezza
< k. Ora, abbiamo *ANI=*(SNT)NI=*SN*TNI=*SNI, e quindi ogni buco di *ANT ha
ampiezza < k, da cui la tesi. O
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10 Esercizi 30-3-2015

Esercizio 10.1. Sia [ un insieme infinito. Dimostrare che 'ordine < su % non ha elementi

massimali.

Dimostrazione. Dimostriamo prima due lemmi:

Lemma. Siano I,J insiemi non vuoti, e siano my : I X J = [ emy : [ x J — J le proiezioni
canoniche. SeUd € BI eV € BJ, allora (m), URV)=U e (m) URV) = V.

Dimostrazione. Dimostriamo che (1), (U ® V) = U: infatti, se A € U allora 7, (A) = A x J sta
inU®V,in quanto {i € I : (A x J), € V} = A €U, in quanto

I i€A
Ax ). ={jedJ:(i,j)e AxJ}= .
( )i =1 (i,4) } {(2) g A
Ne consegue che U C (m), (U ® V), e quindi dato che entrambi sono ultrafiltri su I si ha I'ugua-
glianza.
Dimostriamo che (m2), (U ® V) = V: infatti, se A € V allora 7, ' (A) = I x A stain U ® V, in
quanto {i € I : (I x A), € V} =1 € U, in quanto

(IxA),={jeJ:(i,j)elxA}=A.

Ne consegue che V C (m3), (U ® V), e quindi dato che entrambi sono ultrafiltri su J si ha 'ugua-
glianza. O

Lemma. Se U ¢ un ultrafiltro nonprincipale su I, allorald <U QU.

Dimostrazione. Mostriamo che U < U ® U. Dal lemma precedente, abbiamo (m), UQU) =U, e
quindi Y < U @U. Mostriamo ora che Y @ U £ U. Supponiamo per assurdo che esista f = (f1, f2) :
I — I x1taleche f, {) = U @U. Allora (m10f), (U) = (f1), U) = U e quindi fi =y idy;
analogamente, (w20 f), (U) = (f2), U) = U, e quindi f =y id;. Ne consegue che f = §, dove
0 : I — I x1I manda i in (4,4), e quindi f. (U) = 6. (). Ci resta da dimostrare che se U ¢é
nonprincipale allora §, (U) #U @U. Se A € U, allora § (A) € §,. (U): ma 6 (A) € U ®U, in quanto
(6(A), ={jel:(i,j)€d(A)} = {i} e quindi se U ¢ nonprincipale {i € [ : (§ (A)), cU} =0 ¢
U. O

Ora risolviamo l'esercizio. Sia U € BI: allora U < U @U. Dato che I ¢é infinito, esiste una bigezione
f+IxI— I: definiamo
V={f(A):AeUU}.

Osserviamo che f, (U @ U) = V: infatti, se B € V allora B = f (A) per un certo A € YU, e quindi

f71(B)=f"1(f(A) =AceU®U dacui che B € f, (U @U), mentre se B € f,. (U @U) allora

f7H(B)eU®U, e quindi B= f(f~*(B)) € V. Ne consegue che Y @U ~ V), e quindi ] < [V].
O

Esercizio 10.2. Sia U € SN\N. Le seguenti affermazioni sono equivalenti.

1. U & <-minimale in SN\N, ossia per ogni V € SN\NsihaV <U =V ~U.
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. U & selettivo, ossia se {A,}, € una partizione propria (ossia ogni pezzo ¢ non vuoto) di N

tale che per ogni n € N si abbia A, & U, esiste X € U tale che, per ogni n € N si abbia
[XNA,| =1

. Per ogni f: N — N esiste A € U tale che f|4 ¢ costante oppure iniettiva.
. Ogni f: N — N é U-equivalente ad una g : N — N costante oppure biunivoca.

. Se *R = D};—N e £ € *R ¢ infinitesimo, allora esiste f : N — R infinitesima, e costante o

strettamente monotona, tale che [f] = &.

. Ogni f: N — N é U-equivalente ad una g : N — N non decrescente.

. U ¢ di Ramsey, ossia per ogni r-colorazione di [N]° esiste H € U tale che [H]? sia monocro-

matico.

Dimostrazione. Dimostro 7 = (5 <= 6) = (1 < 2 <= 3 <= 4). La dimostrazione conclu-
siva 2 = 7 & parziale.

1.

(4 = 3) Supponiamo che non esista A € U tale che f|4 sia costante. Allora f non & U-
equivalente ad una funzione costante, e quindi per la 4 é U-equivalente ad una g : N — N
biunivoca. Allora A= {n € N: f(n)=g(n)} €U e fl4 = ga, da cui che f4 ¢ iniettiva.

. (3 = 4) Supponiamo che esista A € U tale che f|4 sia iniettiva. Dato che U é nonprincipale,

A ¢ infinito e quindi esistono A; 1Ay = A infiniti. Osserviamo che f|4, e f|4, sono iniettive, e
quindi |f (A1) = |f (A2)| = Ng. Ora, WLOG A; € U. Osserviamo che |[N\A;| = |N\f (4;)| =
N in quanto As C N\A4; e f (A2) C N\ f(A;). Allora esiste una bigezione N\ 4; — N\ f (4;),
che incollata a f|4, fornisce una bigezione g : N — N che ¢ U-equivalente ad f.

.(2=3)Sia f : N - Nesia B, = f~'(n). Allora {B,}, .y ¢ una partizione di N. Se

B,, € U per qualche n € N, allora dato che f|p, ¢ costantemente uguale a n abbiamo finito.
Supponiamo quindi che B,, € U per ogni n. Allora, dato che U é un ultrafiltro, esistono
infiniti n € N tali che B,, # 0} , e quindi per la 2 esiste X € U tale che per ogni n € N si abbia
|X N B,| <1. Allora f|x é chiaramente iniettiva.

. (3= 2) Sia {A,}, oy una partizione propria di N tale che Vn € N si abbia A,, ¢ U. Definiamo

f:N— Ntale che f (z) =n <= z € A,. Per ipotesi, esiste Y € U tale che fjy sia costante
oppure iniettiva. Ma fjy non puo essere costante, perche se lo fosse allora dovrebbe essere
Y C A, per qualche n € N, e quindi A, € U, assurdo: ne consegue che f|y ¢ iniettiva, e
quindi per ogni n € N si ha |[Y N A,| < 1. Allora possiamo estendere Y ad un X € U (perche
Y € U) tale che | X N A,| = 1 per ogni n € N, aggiungendo ad Y il minimo di A,, per ogni
n € Ntale che Y N A, = 0.

. (I1=4)Sia f:N—=N,esiaV = f, (). Cisono due casi possibili:

(a) V éun ultrafiltro principale, diciamo generato da {n}. Dimostriamo che f é U-equivalente
alla mappa costante in n. Dato che f, () =V, si ha che perogni A € U siha f (A) € Vo
equivalentemente n € f (A). Siaora X = {z € N: f (z) = n}. Allora X € U, in quanto
n ¢ f(X°) per definizione di X.
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(b) V ¢é un ultrafiltro nonprincipale. Allora, per la 1, si ha V ~ U, ossia esiste g : N - N
biunivoca tale che g. () = V. Ora, g. (U) = f. (U) e g ¢ iniettiva: ne consegue che
9=uf-

6. (4=1) Sia V € SN\N tale che V < U. Allora esiste f : N — N tale che f. (/) = V. Per la
4, esiste g : N — N costante o biunivoca tale che f =y g, da cui che f, U) = g. (U) = V.
Se la g & costante su n, allora si verifica facilmente che g, () é Vultrafiltro su N generato da
{n}, e questo ¢ assurdo in quanto V ¢ nonprincipale. Ne consegue che g & biunivoca, e quindi
U ~ V. Dalla generalita di V si ha la 1.

7. (5=6) Sia f : N = N. E sufficiente dimostrare che esiste X € U tale che fix € costante
oppure non decrescente. Supponiamo che f non sia U-equivalente ad una costante: allora
[f] € *N\N. Consideriamo

g:N — R
. 1
n —
fn)
allora [g] = [f]”" e quindi [¢g] € *R ¢ infinitesimo. Per la 5, esiste h : N — R monotona

infinitesima tale che [h] = [¢], e quindi X = {neN:h(n)=g(n)} € Y. Ora,in X la h &
positiva, monotona e infinitesima: ne consegue che deve essere decrescente. Questo implica
che la f ristretta a X & crescente: infatti, se 1 < a2 € X, allora h(x1) > h(z2), ossia

o) 2 Ty dacud f (1) < f (22).

8. (6 = 5) Sia & € *R infinitesimo, diciamo ¢ = [¢g] dove g : N — R. Se £ = 0, allora g deve
essere U-equivalente alla successione di tutti 0. Supponiamo quindi WLOG & > 0. Allora
g > 0 in un insieme U-grande. Definiamo ora

f:N - N

ﬁ <lg(n)| < m1+n ]

n {1 g(n) =0

Per la 6, esiste H € U tale che f|y sia nondecrescente, e per quanto detto prima possiamo

supporre WLOG che in H la g sia positiva. Pertanto, ponendo H = {hy < hg < hg < ---},

beiaglo che Vi € Nsiha f(hi) < f(hiv), hiv1 2 hi +1 e spyingr < 9(h) < s57m
a cui

1
h; <
90in) < F ) e
< 1
- f(hl+1)+hz+1
<«
— f(hi)+hi+1
< g(h)

e quindi g (h;y1) < g(hi): ne consegue che g & strettamente decrescente su H. La g deve
anche essere infinitesima su H, perché se per assurdo avessimo g > % su H per un certo
n € N, allora avremmo che {m € N: |g(m)| < 1} € U perche¢ £ ¢ infinitesimo, e inoltre

{meN:|g(m)| > L1} D H €U, assurdo.
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9. (6 = 2) Sia {An}, oy una partizione propria di N tale che Vn € N si abbia A, ¢ U. Definiamo
f: N = Ntale che f(z) =n <= 1z € A, Perla6, esiste B € U tale che f|p sia
nondecrescente. Definiamo B, = A, N B: allora {B,}, .y ¢ una partizione di B tale che
(VneN)B,, < B,41 (ossiase x € B, ey € B,y allora ¢ < y): infatti, se per assurdo
esistessero x € B,y € By tali che > y, essendo f|p non decrescente dovrebbe essere
n = f(x) > f(y) = n+1, assurdo. Osserviamo adesso che B, # () per infiniti n: infatti,
se cosi non fosse, essendo B € U dovremmo avere B,, € U per un certo n, assurdo in quanto
B, C A, ¢U. Allora ogni B,, é superiormente limitato dal minimo di B,,+1, e quindi ogni B,
é finito, diciamo B,, = {bn 1, ..., bk, }- Definiamo ora ¢ : N — N tale che g(z) =1se z ¢ B,
mentre g (b, s) = by k,—s+1 (In pratica la g ristretta a B,, inverte 'ordine). Per la 6, esiste
Y € U tale che gy sia nondecrescente. Allora deve essere |Y N B,| < 1 per ogni n € N. Dato
che X =Y NB eU, abbiamoche XNA,=YNBNA,=YNDB,, equindi | XNA4,| <1
per ogni n € N. Per ottenere I'insieme selettivo desiderato, basta estendere eventualmente X
aggiungendo un punto di A, per ogni n € N tale che X N A,, = 0.

10. (7= 6) Sia f : N — N. 2-coloriamo [N]> = B U N nel seguente modo: se i < j € N, allora
{i,j} € B <= f(i) < f(j). Per 7, esiste H € U tale che [H]” sia monocromatico. Allora,
se [H ]2 C N la f é strettamente decrescente su H, e questo € assurdo in quanto H ¢ infinito.
Ne consegue che [H ]2 C B, ossia f & non decrescente su H, e quindi & U-equivalente ad una
¢ : N — N nondecrescente.

11. (2 = 7) Diamo per buono il seguente
Lemma. Sia U un ultrafiltro selettivo. Se By 2O Bs O --- sono elementi di U, allora esiste

un H=1{hy <hg <---} €U tale che hy € By € hp41 € By,,.

Fissiamo una r-colorazione di [N]*: allora essa induce in modo naturale una r-colorazione
di AT = {(z,y) e N*: 2 < y}. Si verifica facilmente che AT € U @ U: allora uno degli r

colori, diciamo A C AT, & un elemento di & ® U. Definiamo A = {n € N: A, e}, dove
Ap = {m eN:(n,m) € A}. Allora, dato che A € U ® U, abbiamo che A € U e, per ogni
a € A, abbiamo A, € U. Fissiamo A = {a; < ay < ---} e poniamo

B, = A N ﬂ A
k€ An(1,n]

Chiaramente ogni B, sta in U/ perché intersezione finita di elementi di U: inoltre, B; 2
By D ---. Applicando il lemma precedente, esiste un H = {h; < hy < ---} € U tale che
hi € By € hyy1 € By,. Allora [H]” = {(h,h') € H? : h < W'} ¢ interamente contenuto in
A, e quindi ¢ monocromatico. Infatti, se prendiamo h; < hj;, allora h; < h;_; e quindi
h;j € B;_, € By, C Ap,, da cui che (h;, h;) € A.

O

Esercizio 10.3. Indichiamo con U; 'ultrafiltro principale generato da 3.

1. Gli insiemi O 4 sono tutti e soli i clopen di SB1.

2. Sia U apertodi BI. Se A={i €I :U; cU}=UnNI, allora U = Oy4.
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3. Se U ¢ unintorno di Y, allora {i e I : U; €U} =UNIeU.
Dimostrazione.

1. Abbiamo visto a lezione che gli @4 sono clopen. Sia ora C' un clopen. Allora C' = UjEJ Oa,-
Dato che C' & un chiuso di un compatto, C' &€ compatto, e quindi dal ricoprimento aperto dato
dagli O A, buo essere estratto un sottoricoprimento finito: ne consegue che C'= Oy, U--- U
O4a, = 04,004, -

2. SiaU = UjeJ Oa;. Osserviamo allora che Vi € A; abbiamo U; € O4, C U, e quindi A; C A.
Ne consegue che O4; C O4 per ogni j € J, e quindi, essendo O4 chiuso, U C O4. Viceversa,
se U € O4\U, allora U ¢ di frontiera per U. Infatti, se i € Op per un certo B, allora B € U

da cui BN A €U e quindi esiste i € BN A: allora U; € U N Op per definizione di A e per il
fatto che B € U;.

3. Se U ¢ un intorno di U, allora esiste V' aperto tale che Y € V C U. Allora, dal punto
precedente, abbiamo U € V CV = Oynr C OpnrequindiUNT € U.

O

Esercizio 10.4. Sia I un insieme infinito. Se A C I, allora la chiusura topologica di A in SI & O 4.

Dimostrazione. Ricordiamo che A, visto come sottospazio di I, ¢ 'insieme degli ultrafiltri princi-
pali generati da un elemento di A. Innanzitutto A C O4: infatti, se U & generato da {a} per un
certo a € A, allora A € U da cui che Y € O4. Dato che O4 ¢é chiuso, si ha A C O4. Viceversa,
dimostriamo che ogni elemento di O4 ¢é di accumulazione per A, ossia che se U € O4 allora per
ogni Op tale che U € Op si ha che OpNA# (). Seld € Op, allora B € U, e quindi dato che A € U
si ha anche AN B € U, da cui che AN B é non vuoto: allora, preso V principale generato da un
elemento di AN B, abbiamo che V € Og N A. O

Esercizio 10.5. Sia S : N x N — N la funzione somma, e siano U,V € N. Dimostrare che
UBY =5 UYV).

Dimostrazione. Per ogni A C N, si ha

STHA) eUV {neN:(571(4), eVvieu
{neN:{meN:S(nm)e Al eV}iel
{neN:{meN:n+meAeV}iecl
{neN:A—-neV}el

AcUadV.

Freny
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11 Esercizi 31-3-2015

Per alcuni esercizi di questa sezione mi servird il seguente

Lemma. Siano I,J, P,Q insiemi non vuoti, e siano f : I — P,g: J — Q. Sia (f,g) :

Px@Q,,75)— (f@),g(4). SedU e BI eV € BJ, allora

(f,9), URV) = f. (U) @ g. (V).

IxJ—

Dimostrazione. Sia A C P x Q. Definiamo B = (f, g)_1 (A) C I x J, per ogni i € I definiamo
B, ={j€J:(i,j) € B}, e definiamo B= {i € [ : B; € V}. Allora

Ae(f,9), URY) < BeURV

Per ogni p € P, definiamo A, = {g € Q : (p,

~— Beu.

AefU)®g. (V) < Aef )

Ma vale f~! (fl) = B: infatti

ie fi (A)

IIIHHIMII

— f! (A) cu.

fli)eA
Afy € g« (V)
97 (As) €V
{]EJ g(jy) € Af(z}EV
{ied:(f(i),9(j) € A eV
B, eV

ieB

q) € A}, e definiamo A = {p € P: A, € g. (V)}. Allora

e questo prova che 4 € (f,g), U®V) <= Bel — f71<121> EU — A€ fiU)®

g« (V).

Esercizio 11.1. Dimostrare che l'operazione ¢ é associativa.

O

Dimostrazione. Sia S : N x N — N la funzione somma. Applicando il Lemma [II] abbiamo

Uasv)yew

S (UdV)W)

Sy (Sx ( URV)RW)

S (S U®V) ®@ids (W))
S, ((S,id), (U V)@ W))
(So(S,id)), (URV)W)
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UsVaew) = *( (VGBW))
= *(1d*( ) S (Vew))

S
S
S
S, ((id, ), U & (Ve W)))

(So(id,8)), U (VeWw)).

A questo punto ci basta osservare che So (S,id) = So (id, S) e ricordare che la ® ¢é associativa. O

Esercizio 11.2. Dimostrare che:

1. Se U ¢ idempotente, allora kN € U per ogni k € N.
2. Esiste W tale che WU =U <= VA € U esiste n € N tale che A —n € U.
3. U ¢é idempotente <= VA € U esiste a € A tale che A —a €U.

4. Sia *R un modello nonstandard dei reali, e sia & € *N. Allora i, = {ACN:a € *A} ¢
idempotente <= se a € *A allora esiste a € A tale che a +a € *A.

Dimostrazione.

1. Datoche N=EkNU(EN+1)U---U (kN + k — 1), uno dei pezzi sta in U, diciamo kN +u. Ora,

abbiamo i
Z EN + u)

k volte

. . . /_/% ~ .
e l'insieme a destra sta in U & --- @ U che é uguale a U per idempotenza. Ne consegue che
ENeclU.

2. SiaA={neN:A—necl}, esia F = {A A€ Z/l}. Dimostriamo che, per ogni W € N,

WdU = U se e solo se W estende F. Se WU = U, allora ogni A € U ¢ tale che

A € W. Viceversa, sia W che estende F: allora, se A € U, abbiamo A € W & U in quanto

A € W: dunque U C W @ U, e dato che sono entrambi ultrafiltri si ha l'uguaglianza. Ora

osserviamo che esiste W che estende F se e solo se ogni A € F ¢ non vuoto, ossia se e solo

se (VAelU)(IneN)(A—necl). Infatti, se W estende F ovviamente ogni elemento di F

€ non vuoto, mentre se ognl elemento di F & non vuoto allora F ha la FIP, in quanto se

Ay,..., A, elUeC=AN---NA,, allora CCAnN--nN An, e questa intersezione & non
vuota perche lo ¢ C.

3. Usando la terminologia precedente, abbiamo che U/ é idempotente se e solo se U estende F. Se
U ¢ idempotente, allora per ogni A € U abbiamo A € U: prendiamo allora a € AN A: allora
A —a € U. Viceversa, se U non & idempotente, allora esiste B € U tale che B g U: allora
B¢ € U; prendiamo A = BN B¢. Allora, per ogni a € A, siha a € B¢ e quindi B—a €U, e
dato che A C B abbiamo anche che A —a &€ U.
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4. Per il punto precedente, U, € idempotente <= se A € U, allora esiste a € A tale che
A—aecl, < seac *A allora esiste a € A tale che « € *A —a <= se a € *A allora
esiste a € A tale che a4+ a € *A.

O

Esercizio 11.3. Dimostrare che, per ogni & € SN non principale, la mappa iy : V — U @&V non
é continua.

Dimostrazione. Dimostriamo che se U € SN e iy, € continua allora U/ é principale. Ci servono i
seguenti fatti visti a lezione o in esercizi precedenti:

1. 1l centro di (BN, @) ¢ costituito dagli ultrafiltri principali.

2. Se f: X — Y ¢ un’applicazione continua tra spazi compatti e Ty, (x;),.; € una I-successione
a valori in X, e U é un ultrafiltro su 7, allora

(w0 ) =~ g (7 ).

iel

3. La mappa ¢y : SN — N, oy (U) =U @V é continua.
4. Per ogni V € BN, abbiamo

V=Y —lim (U,)
neN

dove U,, é l'ultrafiltro principale generato da n.

Ora, se 1y, € continua, allora per ogni V € SN si ha

UoV = Ju(V)

— Vv lim )
= —}Llé%(UEB )

= frlllgil(unéBU)

= Vi G 04)

)
= wuV)

= Vou

e questo prova che U sta nel centro di (SN, @), ossia che U ¢ principale.

42



Esercizio 11.4. Sia k € N, e siano U,V € SN. Dimostrare che
Y = M o kY.
Dimostrazione. Definiamo S, P : N x N — N le funzioni somma e prodotto. Allora vale

FAEY = (expy), USV)
(expy), (Sx (U BV))
= (exp,oS), UBV);

applicando il Lemma abbiamo anche
MokY = P (lMekY)
P, ((expy), (U) @ (expy), (V)

P ((expy, expy), (U © V)
= (Po(expy,expy)), USDV).

Per concludere basta osservare che exp;, 0S = P o (expy,, €xpy,). O

12 Esercizi 13-4-2015

Per il prossimo esercizio userd la seguente
Proposizione. Sia A C Z. Allora
*FANI|

max
I=[e,8C*z ||
*|I|€*N\N

BD (A) =st

Dimostrazione. Ricordiamo la definizione:

BD(A) = lim (max |Aﬂ[£—|—1,x—|—n]).

n—oo \ z€Z n

Definiamo la successione

|[AN[z+ 1,2+ n]|
TEL n .

Abbiamo gia visto che la successione converge. Se BD (A) = «, allora ogni sottosuccessione di a (n)
converge ad «, e quindi per ogni v € *N\N si ha che *a (v) ~ «, ossia

*AN[z+ 1,2+ v]|
a ~ max

TEXT 14
*I*ANI|
= max ——————,
I=[aplcz  * 1]
*|I|=v
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da cui, per la generalita di v, si ha che

“|FANT]|
o~ max _—
I=la,glC'z  * ||

*|Ile*N\N

Viceversa, se vale quest’ultima proprieta, allora *a(v) ~ a per un certo v € *N\N, e quindi
a (n) ha una sottosuccessione convergente ad «, da cui che, essendo a(n) convergente, si ha che
a(n) = a. O

Esercizio 12.1. Siano A, B C Z. Dimostrare che:

1.

N ook @

Se A <j. B allora BD (A) < BD (B).

A é spesso <= A é massimale rispetto a <;. (ossia (VB CZ) (A <y B = B <. A) ).
Se A é AP-rich e A <y, B, allora B & AP-rich.

Se A é sindetico a tratti e A <y, B, allora lo & anche B.

B ¢ sindetico a tratti <= esiste A sindetico tale che A <;. B.

Siano A, B C N. Non vale in generale A <y, B = d(A) <d(B).

Non vale in generale A sindetico e A <y, B = B sindetico.

Dimostrazione. Fissiamo un modello nonstandard dei reali.

1.

Se A <;. B, allora nel modello standard vale
Vu,v €Z)(u<v—Fr e Z(JAN[u,v]| < |BN[x+u,x+v]])):

infatti, esiste x € Z tale che AN Ju,v] +x C B e chiaramente AN [u,v] + = C [x + u,x + v].
Allora, nel modello nonstandard vale

Vu,v € *Z)(u<v—=3x € "Z(""AN[u, ]| <*|*BN [z +u,z+v]]).

Ne consegue che per ogni intervallo infinito I di iperinteri, esiste un intervallo J di iperinteri
con la stessa ipercardinalita di I e tale che * [*ANI| < *|*BnNJ|. Dalla caratterizzazione
nonstandard della densita di Banach si ha allora la tesi.

. In un esercizio della lezione 9 abbiamo dimostrato che A ¢ spesso se e solo se Z <. A. Inoltre,

sappiamo che (VA C Z) (A <. Z). Dunque, se A ¢ massimale allora Z <;. A e quindi A ¢é
spesso; viceversa, se A € spesso allora Z <y, A e quindi, per transitivita di <z, B <. A per
ogni B C Z, da cui che A é massimale rispetto a <.

Sia F'={x+d,z + 2d, ...,z + kd} una progressione aritmetica lunga k contenuta in A. Allora
esiste y € Z tale che F'+z C B, e quindi F'+ z € una progressione aritmetica lunga k contenuta
in B. Per la generalita di k € N si ha la tesi.
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Sia A sindetico a tratti. Allora esiste k € N tale che esistono intervalli finiti I arbitrariamente
lunghi e tali che i “buchi” di ANI siano di ampiezza < k. Dato che ogni AN con [ intervallo
finito é finito, B contiene un traslato di AN I, ossia esiste un intervallo J tale che |J| = |I| e
ANI+x C BnNJ perun certo x € Z. Allora i buchi di BN J hanno ampiezza < k, e quindi
per la generalita di I abbiamo la tesi.

. (<) Se esiste A k-sindetico tale che A <;. B, allora B é k-sindetico a tratti. Infatti, suppo-

niamo che A sia k-sindetico. Allora AN [1,n] ha buchi di ampiezza < k per ogni n € N: dato
che esiste z € Z tale che AN [1,n] + 2 C B, abbiamo che AN[l,n]+2z C BN[z+1,z+n]
e quindi B ha buchi di ampiezza < k su un intervallo lungo n. Per la generalita di n € N si
ha che B ¢ k-sindetico a tratti.

(=) Sia B sindetico a tratti. Allora esiste un intervallo infinito [«, 8] C *N tale che [a, 5]N*B
abbia solo buchi finiti. Sia S = {n € N: a +n € *B}. Allora S ¢ chiaramente sindetico. Dato
che § 4 o C *B, per la caratterizzazione nonstandard di <;. si ha S <y, B.

. Sia B spesso tale che d (B) = 0 (la cui esistenza é garantita da un esercizio della lezione 7).

Dato che B ¢ spesso, si ha N <. B. Dato che d (N) = 1, abbiamo la tesi.

Sia B sindetico a tratti e non sindetico (esiste banalmente). Allora, per il punto 5, abbiamo
che esiste A sindetico tale che A <. B.

O

Esercizio 12.2. Sia U € SN\N. Le seguenti sono equivalenti:

1.

. Per ogni partizione propria {C,}

U & un P-point, ossia per ogni famiglia {4, }
(ﬂnEN OAn) \N'

nen © U, esiste X € U tale che Ox\N C

nen di N tale che Cp, ¢ U per ogni n € N, esiste X € U tale

che X N C, sia finito per ogni n € N.

3. Per ogni f: N — N esiste X € U tale che f|x sia costante o finite-to-one.

4. Se *R = H};—N e £ € *R ¢ infinitesimo, allora esiste h : N — R infinitesima tale che [h] = &.
Dimostrazione.

1. (1 = 2) Chiamiamo A, = Cj,. Allora {A,}, .y € U, e quindi per la 1 esiste X € U tale che

Ox\N C (Npen Oa,) \N. Allora X N AS @ finito per ogni n € N: infatti, se per assurdo
avessimo X N A¢ infinito, allora la famiglia {X, AS} si potrebbe estendere ad un ultrafiltro
nonprincipale W che contiene X ma non A;, assurdo.

.(2=3)Sia f : N - Nesia C, = f~'(n). Allora {Cp},cy ¢ una partizione di N. Se

C, € U per qualche n € N, allora dato che f|c, € costantemente uguale a n abbiamo finito.
Supponiamo quindi che C,, € U per ogni n. Allora, dato che U & un ultrafiltro, esistono infiniti
n € N tali che C,, # (), e quindi per la 2 abbiamo che esiste X € U tale che X N C,, sia finito
per ogni n € N. Allora la funzione f|x ¢ finite-to-one.
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3. (3 =4) Sia ¢ € *R infinitesimo, diciamo & = [g] dove ¢g : N — R. Definiamo
f*N —- N

m+1 ﬁﬁlg(n)|<%.
1 g(n)=20

Per la 3, esiste X € U tale che fx sia costante o finite-to-one. Se f|x ¢ costante, allora
deve essere costante in 1, e quindi g;x deve essere costante in 0 (e quindi la tesi ¢ ovvia):
infatti, se per assurdo avessimo f‘X costante in un certo m +1 con m € N, allora per ogni
x € X si avrebbe m—_H <|g(x)] < Tn e quindi avremmo +1 < ¢ <, assurdo in quanto e
infinitesimo. Supponiamo quindi che fix sia finite-to-one, e poniamo X = {z; < xp <---}.
Allora la sottosuccessione (g (2r)),,cy ¢ infinitesima: infatti, per ogni m € N, linsieme degli
indici # € X per i quali |g(2)| > ;5 ¢ finito, e quindi |g (z)| ¢ definitivamente < - per
ogni m € N. Definiamo h : N — R ponendo h(z,) = g (z,) per ognin € Ne h(y ) = O per
ogni y ¢ X: allora h ¢ ovviamente infinitesima, e inoltre h =, ¢ da cui [h] = £.

n

4. (4=1) Sia {An},,cy €S U. Definiamo Cy = A7 e Cpy1 = A5, NA N ---NA,. TC, sono
ovviamente a due a due disgiunti, e per ogni n € N si ha C ¢ U in quanto C,, C A¢ ¢ U.
Definiamo ora f : N — R che manda ogni elemento di C’n in -, e ogni elemento di (|, C )i
0. Allora £ = [f] ¢ infinitesimo: infatti, {:c eN: f(z 1} D (C1U---UC,)" €U per ogni
n € N. Per la 4, esiste h: N — R e X € U tale che h|X =fix ela h sia infinitesima. Allora
X NC, é finito per ogni n € N: infatti, dato che h ¢ infinitesima, per ogni n € N esiste N € N
tale che per ogni > N si ha h(z) < % e quindi « ¢ C,,: ne consegue che X N C,, C [1, N]
e quindi é finito. Ora, sia V un ultrafiltro nonprincipale contenente X. Dimostriamo per
induzione su n che A4,, € V.

(a) (n=1) Se per assurdo A; € V, allora C; € V e quindi X NC; € V, assurdo in quanto V
é nonprincipale e X N C} é finito.

b) (Vero fino a n, mostro per n + 1) Se per assurdo A, .1 € V, allora A%, € V, e quindi
+ n+1
per ipotesi induttiva C, 41 = A5, NA;N---NA, €V, equindi X NCpq1 €V, assurdo
in quanto V € non principale e X N C,41 € ﬁnito.

O

13 Esercizi 14-4-2015

Esercizio 13.1. Esistono A, B C N con d (A) = d(B) = 1 tali che A — B non sia sindetico.

Dimostrazione. Dati X,Y sottoinsiemi di N e d € N, diremo che X <4 Y se min (V) —max (X) > d.
Definiremo induttivamente quattro successioni (a )neN (@) nen s (07 )pen » (07) e tali che:

L. a, <ab <b, <bl <a, , perognineN;

2. detti A, = [a,,,a}], B, = [b,,b}], per ogni n € N valga
U (An+1 - Bm) <n U (An+1 - Bm)
m<n+1 m<n+2
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3. valgano

2221 (a/: B a]; + 1) > n

ayt - n+1
SIL 041 o
bt = on41

Se ci riusciamo, allora gli insiemi A = (J,, A, e B = |J,, By soddisfano la tesi. Infatti, per la
proprieta 1 abbiamo A; < By < Ay < By < -+, e quindi

A-B=J | (4 - Bm),

n>2m<n

da cui che, per la proprieta 2, A — B ha buchi di ampiezza arbitrariamente lunga, dunque A — B
non ¢ sindetico. Inoltre, per definizione di d (A), abbiamo

- AN
d(A) = lim_>sup7| (L]
n o0
AN, ar
> 1imsup7| [Jr’a”“
n—oo An
n + —
L lal —a, +1
_ hmsuka_l(k+ k )
n—o00 An

> limsu
o n—>oop n+1

=1

e analogamente si ha d (B) > 1, da cui d (A) =d (B) = 1.
Definiamo a] = 1. Definiamo successivamente

n—1
al = max{an—i—l,(n—i—l) (an—l—Z(aZ—a;—kl))}

k=1

b, = af+1
n—1

bt o= max{b;+17(n+1)(b;—l—Z(b;—bk+1)>}
k=1

a1 = max{bz+1,a:+b:—bl_+nfl}.

1. Banalmente si ha a,, < af <b, <b} <a, , perognin e N.

2. Per la proprieta 1, abbiamo che max ({,, -1 (Ant1 — Bm)) = ;) ;—by emin (Umenio (Any2 — Bm)) =

a0 — b . Allorasi ha

v

(a:—&-l + br-t—i-l —by +n— bj{+1) - (a:;-s-l - b1_)

= ’[’]/7

(a;+2 - br-t—i-l) - (a’::+1 - bl_)
e quindi la proprieta 2 vale.
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3.

14

Abbiamo

e (af —ai +1) at —ay +1+ 020 (af —ay +1)
ay - ah
_ 1_a;,1, i1 (af —ay +1)
ar,
N ay —1=7021 (af —a; +1)
B (n—i—l)(aﬁ—l— Z;ll(a;—a;-l-l))
o
 on+1

. . .o+
e analogamente si ragiona per i b;-.

Esercizi 27-4-2015

Esercizio 14.1. Sia X C N. Definiamo F'Sy (X) = {1 + -+ x : 21, ..., x5 € X distinti}. Per
U e BN ek eN, definiamo &y =U S --- BU k volte.

1.
2.

SeU,VefNeXeldY eV, alloraX+YeclUdV.
SeUd € pN\N e X € U, allora F'Sy (X) eU D U.

. Sia A C N. Allora esiste Y € SN\N tale che A € U ® U se e solo se esiste X C N infinito tale

che F'S; (X) C A.

Sia A C N. Allora esistono U,V € SN\N tali che A € (U & V)N (V@ U) se e solo se esistono
X,Y C N infiniti e tali che X +Y C A.

. Selr,....Ur € BN e X; € U;, allora X1 + -+ X € DrU.
.Seld € BN e X € U, allora FS;, (X) € ®U.
. Sia A C N. Allora esiste & € SN\N tale che A € ®xU se e solo se esiste X C N infinito tale

che F'S, (X) C A.

. Sia A C N. Allora esistono Uy, ...,Ur, € SN\N tali che A € ﬂ{il it ={1,....k} Uy, @ DU,

..........

se e solo se esistono X7, ..., X3 C N infiniti e tali che X; +---+ X3, C A

Dimostrazione. Chiamiamo Sj, : N* — N la funzione somma di k¥ addendi.

1.

2.

Osserviamo che X C {n e N: X +Y —n € V}: infatti, se z € X, allora X +Y —2 DY e
quindi X +Y —xz € V. Ne consegue che {n e N: X +Y —neV} cll,ossia X +Y e U D V.

Analogamente a prima, se X € U allora X x X € URU. Dato che U & non principale, abbiamo
gia visto che AT = {(z,y) :x <y} e U @U: allora X x X N At € U @ U. Ne consegue che
S (X xXNAT) ={z+2' 0 eXz<a'}=FSy(X)eUDU.
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3. (=) Se esiste X C N infinito tale che F'S3(X) C A, allora prendiamo U € SN\N tale che
X elU. Allora FSy (X)) eU DU, e quindi AeU BU.
(«<) Supponiamo che A € U ®U per un certo U € AN\N. Allora, A={neN:A-nclU}e
U. Definiamo allora

T

m m
o E NS

Zo N(A—z)N{z1}°

Tpnt1 € Aﬂ(A—xl)ﬂ---ﬁ (A—zp) N {1,y 0}

La definizione ¢ ben posta perché A ¢ ovviamente non vuoto, e se x1,...,x, rispettano le
prime n condizioni, allora A — x1,....,A — x, € U e, dato che {z1,...,7,}° € U essendo
U non principale, abbiamo che l’intersezione nella n + 1l-esima condizione é non vuota e
quindi possiamo scegliere anche x,;. Ora, X é infinito per costruzione. Mostriamo che
FS;(X) C A: infatti, se i # j, allora WLOG ¢ < j e quindi z; € A — x;, ossia z; + z; € A.

4. I’argomento é molto simile a quello del punto precedente.
(=) Se esistono X,Y C N infiniti e tali che X +Y C A, allora prendiamo U,V € SN\N tali
che XeclleY eV Allora X+Y eUaV)N(VoU),equindiAe UDV)N(VOU).
(<) Supponiamo che A € (U ® V) N (V@& U) per certi U,V € SN\N. Allora, detti Ay =
{neN:A-neU}eAy={neN:A—necV} abbiamo che Ay € U e Ay € V. Definiamo

ora induttivamente X = {z1,22,...} e Y = {y1, 9, ...} scegliendo

xleAu y1€Aym(A—$1)
x2 € Ay N (A —y1) N {z1}° yo € Ay N (A —z1) N (A—22) N {11 }°

Tp1 € Ay N (A—y) N N(A=yn) N {21, 020} Ynt1 € Ay N (A—21) N N (A= Do) N {y1, oo Yn )

Si dimostra come prima che la definizione é ben posta. Ora, X e Y sono infiniti per costruzione.
Inoltre, X +Y C A: infatti, se ¢ < j allora y; € A — z; e quindi x; + y; € A, mentre se 7 > j
allora z; € A — y; e quindi z; + y; € A.

5. Per induzione su k. Il caso k = 2 ¢ il punto 1 dell’esercizio. Supponiamo vera la tesi per
k > 2 e dimostriamola per k + 1. Ma se Xy € Ui, ..., Xpt1 € Upy1, per ipotesi induttiva
X1+ 4+ X €Uy ®--- ® Uy, e quindi per il punto 1 si ha (X7 + -+ Xg) + Xgy1 €
(U @ - D U) D Uptr.

6. Perogni k > 2, definiamo S}, : N¥ — N la funzione somma, e definiamo Az = {(1’1, cnxp) ENF gy <29 < oo <y
Allora la dimostrazione procede in modo identico al punto 2 a patto che Si. () = U
e che A} € ®,U. Abbiamo gia dimostrato in un esercizio della lezione 2 (dimostrazione di
Ramsey infinito) che A € ®,U. Dimostriamo ora per induzione su k che S, (@,U) = ByU.
Il caso k = 2 & gia stato visto. Supponiamo vera la tesi per k > 2, e dimostriamola per k + 1.
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Osserviamo che si ha Si1 = S 0 (Sg x id): allora, per il Lemmae per l'ipotesi induttiva,
abbiamo che

Skt1x (@kald) = Sau ((Sk x id), (®k11U))
Sou (Skx (2pU) @ id, (U))
= So ((®rld) @U)

() & U

= Opp1l.

7. (=) Supponiamo che esista X infinito tale che F'Sy (X) C A. Sia U ultrafiltro non principale
contenente X: allora per il punto precedente F'Sy (X) € &l e quindi A € &, U.
(<) Per ogni B C N, definiamo

B® = B
BUHD  — {nGN:(Bfn)(j)€Z/{} 1<j<k-1).

Si verifica facilmente per induzione che B € @U se e solo se B*~1) ¢ /. Supponiamo ora
che A € @iU per k > 2. Definiamo induttivamente un insieme infinito X = {1, x2,...} tale
che

T € X1 = A(k_l)

k—1 .
Tnt1 GXn+1 = ﬂ ﬂ (A— (xil +..-—|—a;‘ij))(k_1_J) ﬁ{xl,...,xn}c.
§=0

1<i1 < <i;<n

Se X & ben definito, allora F'Sy, (X) C A: infatti, siano x;,, ..., x;, € X con i; < --- < iy; allo-
ra, per costruzione, abbiamo che z;, € A— (z;, + -+ + x;,_, ), e quindi x;, +- -+ x5, _, +x;, €
A.

Dimostriamo ora che la definizione precedente € ben posta: per fare questo, si verifica indut-
tivamente che ogni X,, sta in U, e questo é sufficiente: infatti, in tal caso abbiamo che ogni
X,, é non vuoto.

8. (=) Supponiamo che esistano X7, ..., X} infiniti tali che X; + --- + X} C A. Scegliamo U;
non principale contenente X;: allora, se {iy,...,ix} = {1,...,k}, abbiamo X; + --- + X}, =
X, + -+ Xs, €Uy, - ®U;,, e quindi anche A ci sta.

(<) Siano Uy, ...,Uy, € BN. Per ogni B C N, definiamo B(®) = B e

BY = {nen:B-nw@Y cu,)

LR 12,0, i

dove j € {1,...,k—1}, {i1,..,i5} = 7 e 1 < dy,..,i; < k. Si verifica facilmente per
induzione su k che B € U; & --- ® Ui se e solo se Bék_lk) € U,. Supponiamo ora che
A€ Myyiy=11,...6y Uiy © - U, ). Fissiamo su N? un ordinamento lessicografico da-
toda (4,5) < (¢,5") <= [ <)V (i=iNj< )], e definiamo induttivamente (seguendo
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Pordine lessicografico appena definito, che ha lo stesso tipo d’ordine di w) una successione di
punti % e di insiemi C} con i € {1,...,k} e j € N. Definiamo z} € Ci n {uf, ...,x;_l}c, con

G = MA=ah—mag),

R/ PhitsesPr—1
dove:

0<h<k-1
{pl, ...,pk_l} = {1, ,Z — 1,Z+ ]., ooy k}
(Vt € {1’ ’h’}) ((ptaQt) < (Zvj)) :

Dimostriamo dopo che la definizione ¢ ben posta, e definiamo X; = {a :n € N} per 1 <
1 < k. Per costruzione gli X; sono tutti infiniti. Ora dimostriamo che X; + --- + X C A.
Prendiamo z,, € X; per 1 <4 < k, e ordiniamoli ordinando in modo crescente le coppie (i, ¢;)
secondo ’ordinamento lessicografico precedente: xil << a:ik per {i1,...,ix} = {1, ..., k}.

Allora, per costruzione, osserviamo che xfzk c€A- Lo == xq’jk ' ossia la tesi.
'k

Ora dimostriamo che la definizione é ben posta. Per fare questo, si verifica induttivamente
che C} € U; per ogni j € N, e questo é sufficiente: infatti, in tal caso abbiamo che C7 N

; ; [N . ~ . .
{:1:’1, e 1:;-71} é non vuoto in quanto U; é non principale.

O

Esercizio 14.2. Dimostrare che se ¥V € SN e F ¢ un filtro su N, allora per ogni W € N si ha
WO F®V seesoloseesiste f € SN taleche D FeW=UDYV.

Dimostrazione. Sia W € fN. (<) Se esiste U € ON tale cheld D F e W = UV, allora chiaramente
W D F@V. (=) Supponiamo che W D F @ V. L’insieme S = {U € SN : U D F} & un chiuso di
BN, in quanto intersezione di chiusi:

S= () Oa.

AcF

Ora, dato che la mappa

Yy: BN — PN
uU - UV

¢ continua, e SN & compatto e T, allora 1y ¢ anche chiusa: dunque linsieme ¥ = vy (S) =
{UDV :U D F} éun chiuso di BN. Per concludere basta dimostrare che W € X, ossia che ogni
intorno di W interseca X.

Sia A € W: vogliamo dimostrare che esiste & O F ultrafiltro tale che U &V € O4, 0ssia A e U D V.

Allora, detto A = {n € N: A—n €V}, basta verificare che F U {/1} ha la FIP. Osserviamo che,
per ogni € N, si ha (A —12)° = A° — x: infatti, y ¢ A —x se esolose y +z & A se e solo se
y+x € A° se e solo se y € A° — x. Ne consegue che Ae = Ac; infatti, 2 ¢ A < A—z gV
(A—2)° €EV = A —zeV A¢ € V. Ora, seXG]—'eperassurdoXﬁA—(Z) allora
X C A = AC dunque Ac e F, e dunque A° € F oV C W, assurdo. O
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15 Esercizi 28-4-2015

16 Esercizi 4-5-2015

Esercizio 16.1. Sia A C Z. Dimostrare che:

1. A éspesso <= esiste V € SN\N tale che fN®V C O4.
2. A ¢ sindetico <= per ogni V € SN\Nsi ha (BN@ V)N 04 # 0.

Dimostrazione. Fissiamo un modello non standard *R in cui per ogni U € SN\N esista o € *N\N
tale che Y = U,,. Osserviamo che, se o« € *Nen € N, alloraUd,, BU,, = Uy +r: infatti, se X € U, BU,,
allora{k e N: X —kely} U, < X—n€ly, < ac* (X —n)="*X—-n < a+ne*X
= X € Upin-

1. (<) Se esiste V € ON\N tale che SN @V C Oy, sia o € *N\N tale che V = U,. Allora

A €U, ®Uy =Uqy1rpn per ogni n € N, il che equivale a dire che {a +n : n € N} C *A: allora,
per overspill, *A contiene un intervallo infinito e quindi A é spesso.
(=) Se A é spesso, allora esiste *A contiene un intervallo infinito, e quindi esiste o € *N tale
che {a+n:neN} C*A. Ma allora A € Uy, = U, & U, per ogni n € N, e quindi se P ¢é
I'insieme degli ultrafiltri principali allora P & U, C O4. Dato che O4 é chiuso, si ha anche
PaeU, C Oy. Ma la & é continua nel primo argomento, e quindi PoU, C PeU,. Dato
che i principali sono densi in SN, si ha la tesi.

2. A é sindetico <= A€ non é denso <= per ogni V € N\ N esiste & € SN tale che
UDV & Oyge < perogniV € SN\ N esiste i € fN taleche U &V € Oy <= per ogni
Ve BN\Nsiha (BN@V)NO4 # 0.

O

Esercizio 16.2. Dimostrare che se L ¢ un ideale sinistro di (3N, @) allora anche L lo é.

Dimostrazione. Siald € L, e sia V € SN. Dimostriamo che V@U € L, ossia che per ogni A € VU
I'intorno O4 interseca L. Dato che {n e N: A —n € U} €V, esiste n € N tale che A —n € Y. Ma
U € L, e quindi esiste W € Oq_,, N L. Sia Z = U, ©W. Allora, dato che W € L, anche Z € L.
Mostriamo che Z € O 4: dato che {n} € U, e A —n € O4_,, abbiamo che {n} + (A—n) € Z, e
dato che {n} 4+ (A —n) C A, abbiamo che A € Z ossia Z € O4. Ne consegue che Z € O4 N L che
¢ quindi non vuoto. O

Esercizio 16.3. Sia (X, %) un semigruppo topologico destro, e sia I un iedale sinistro, e J un ideale
sinistro minimale. Allora per ogni y € J si ha J =1 *y.

Dimostrazione. Sia y € J. Dato che J & un ideale sinistro, si ha I xy C J. D’altra parte, [ xy é un
ideale sinistro: infatti, se z € X et € I xy, allora t = pxy per un certo p € I, da cui che essendo
I un ideale sinistro abbiamo z xp € I. Allora z xt = x % (pxy) = (x*xp) € I xy. Dato che J ¢é
minimale, si deve avere I xy = J. U
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17 Esercizi 5-5-2015

No esercizi.

18 Esercizi 11-5-2015

Esercizio 18.1. Sia F C P (I) chiusa per soprainsiemi. Dimostrare che 7 = F* non implica in
generale F ultrafiltro.

Dimostrazione. Prendiamo I con almeno 3 elementi a,b,c. Definiamo F come la famiglia dei
sottoinsiemi di I che contengono almeno due elementi di {a, b, c}. F ¢ chiusa per soprainsiemi non
¢ un ultrafiltro su I, in quanto ad esempio {a,b},{a,c} € F ma {a} &€ F. Ora, se X € F*, allora X
deve intersecare {a,b},{a,c},{b,c} e quindi non pud contenere meno di due elementi di {a,b,c},
dunque X € F. D’altra parte, sia X € F*. Allora esiste un insieme I’ € F tale che X NF = 0: dato
che F € F, F contiene almeno due elementi di {a,b, c}, diciamo WLOG a e b: allora X non pud
estendere nessuno tra {a,b},{b,c},{a,c} perché tutti intersecano {a,b} e quindi F'; ne consegue
che X ¢ F. 0

Esercizio 18.2. Dato F un filtro su N, definiamo Cr = (), Oa. Data una famiglia P C P (N)
chiusa per soprainsiemi e regolare per partizioni, definiamo Cp = () ,.p. Oa. Dato un chiuso C di
BN, definiamo Fo = (e U € Pe = Uyec U. Dimostrare che:

1. Fe, = F;
2. Cr, =C;
3. Pc, =P;
4. Cp, =C.

Dimostrazione. Innanzitutto, perché tutto abbia senso, osserviamo che: C'r e Cp sono intersezioni
di O 4 che sono chiusi, e quindi sono chiusi; dato che 'intersezione di filtri su N ¢ un filtro su N, anche
Fc € un filtro su N; infine, dato che un’unione di ultrafiltri su N é banalmente regolare per partizioni
e chiusa per soprainsieme su N, allora Pc ¢é regolare per partizioni e chiusa per soprainsieme su N.

1. Se X € F, allorasiald € Cr: allorald € Oy per ogni A € F, e quindi in particolare Y € Ox,
da cui che X € U; per la generalita di ¢/, abbiamo X € F¢,.. Se X € F¢,, allora X € U per
ogni U € Cx, ossia X € U per ogni U DO F ultrafiltro, ossia X € F.

2. Se C ¢ un chiuso di AN, allora un U € C contiene tutti gli elementi di F¢: infatti, A € F¢
implica che A sta in tutti gli ultrafiltri contenuti in C, e quindi A € U. Ne consegue che
U € Cr,.. Viceversa, se U ¢ C, allora essendo C chiuso esiste A € U tale che O4 N C = B
allora A¢ € F¢, in quanto per ogni V € C si ha V € O4; ne consegue che U 2 Feo e quindi
UgCr,..
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3. Sia F = P*. Allora F¢, = F. Inoltre 7* = P** = P. Dimostriamo che (F¢,)" = Pc,. Si
ha

(Fer)" = (ﬂ u>*

UeCr

U u

UeCr

:Uu

USF

:Uu

UCP
= Pop.

4. Sia F = P*. Allora Cr = (4crO0a = Nacp- Oa = Cp, e quindi dato che P} = Fe,
abbiamo che Cp, = Cr, =C.

O

Esercizio 18.3.

1. La famiglia A = {4 € N : (VA € U) (BD (A) > 0)} & un ideale bilatero in (SN, @).

2. La famiglia vdW = {U/ € BN : (VA € U) (A& AP-rich)} ¢ un ideale bilatero in (8N, ®).
3. La famiglia A & un ideale sinistro in (5N, ®).

4. La famiglia d = {U/ € BN : (VA € U) (d(A) > 0)} ¢ un ideale sinistro di (8N, ®).

Dimostrazione. Prima dimostriamo un lemma.

Lemma. Se F é una famiglia di sottoinsiemi di N tali che se A <;. B e A € F allora B € F,
allora la famiglia F degli ultrafiltri che sono sottoinsiemi di F é un ideale bilatero di (BN, ®).

Dimostrazione. Fissiamo un modello nonstandard *R in cui ogni ultrafiltro su N si esprime nella
forma U, = {ACN:a € *A} per un certo « €* N. Sianold € FeV € fN. Se A € VDU,
allora {n e N: A —n €U} € V e quindi in particolare esiste n € N tale che A —n € U. Dato che
A—n<y;. Ae A—n c F,allora anche A € F: per la generalita di A, si ha che V®U C F e quindi
V@U € F. Per la generalita di U e V, abbiamo che F' é un ideale sinistro. Ora, sia « € *N tale che
V =U,. Allora, se A € UDU,, alloral'insieme A, ={neN: A—necl,}={neN:a+ne*A}
stain . Ora, A, +a C *A, e quindi A, <j. A: allora, dato che A, € F, anche A € F, e quindi
per la generalitd di A abbiamoU @V C Fdacuid &V € F, e quindi F & un ideale destro. O

1. Deriva dal lemma ricordando che la proprieta “avere densitd di Banach positiva” é stabile
rispetto a <y..

2. Deriva dal lemma ricordando che la proprietd “essere AP-rich” & stabile rispetto a <y..

54



3. Siald e AesiaV € fN. Se A e VouU, allora {neN:A/neld} € V, e quindi esiste
n € N tale che A/n € U. Allora BD (A/n) > 0, e quindi anche BD (n-(A/n)) > 0. Ma
n-(A/n) C A, e quindi anche BD (A) > 0. Per la generalita di A abbiamo VoOU € A e
quindi A ¢ un ideale sinistro di (8N, ®).

4. Siano A C N e k € N. Osserviamo allora che per ogni n € N si ha |[(A—k)N[L,n]| =
[AN[k+1,k+n]| <|]AN][L,k+ n]|, e quindi anche nel modello nonstandard vale che per ogni
ve*Nsiha*|*(A—k)N[Lv]] <*[*AN[L,k+ v]|. Ora, ricordando la caratterizzazione non
standard della densita asintotica superiore, abbiamo

d(A—k) = max{st<**(A_k)m[l’y]|>:ue*N\N}

v

- (B0l

per un certo p € *N\N. Allora osserviamo che

H N H
COFAN[L k4 k4 p
B k+ p 1
ANk + V|
- k+v

in quanto HTM =1+ % ~ 1 essendo k finito e p infinito. Allora, passando alle parti standard,
abbiamo che d (A — k) < d (A).

Ora,siad € desiaV € fN. Sia AecVoU. Allora {n € N: A—neclU} €V, e quindi esiste
k € N tale che A~k € U, da cui che d (A — k) > 0. Ma allora 0 < d (A — k) < d(A), e quindi
d (A) > 0: per la generalita di A si ha che V®U € d, e quindi d & un ideale sinistro di (SN, ®).

O

19 Esercizi 12-5-2015

Esercizio 19.1. Siano X,Y spazi topologici. Fissiamo un universo nonstandard (V,, (2),V,, (*Z),™)
tale che X, Y € V,, (Z)\Z. Sia = € X. La monade di z & I'insieme

w(zx) = ﬂ *U.
Uintorno diz
Dato ¢ € *X, diremo che £ ~ x se e solo se £ € u (z). Dimostrare che:
1. AC X ¢ aperto <= per ogni z € A si ha u(z) C *A.
2. AC X é chiuso <= per ogni z € X si ha che se p (z) N*A # 0 allora x € A.

3. Unamappa f: X — Y & continua in x € X <= per ogni £ € pu(z) si ha *f (§) = f (z).
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4. Supponiamo che il modello nonstandard scelto abbia il k-enlargement per s cardinale suffi-
cientemente grande. Allora X ¢ compatto se e solo se per ogni £ € *X esiste x € X tale che
&~ .

Dimostrazione.

1.

2. Dimostro i primi due punti insieme. Sia A C X, e sia x un punto interno ad A: allora A é un
intorno di z, e quindi u (x) C *A per ogni x € X. Sia z di frontiera per A: allora x ¢ int (A) e
x & est (A) = int (X\A), e quindi per quanto appena dimostrato abbiamo u (z) € *Ae p(z)
*(X\A), da cui che, essendo * (X\A) = *X\*A, abbiamo p (x)N*A # e p(x)N* (X\A) # 0.
Analogamente, se u (x) interseca sia *A sia * (X\A), allora  non pud essere interno ad A né
a X\ A, e quindi z ¢ di frontiera per A. Ne consegue che se p(x) C *A per un certo z € X,
allora z ¢ un punto interno di A. Da queste caratterizzazioni segue immediatamente che A ¢é
aperto <= oguni punto di A ¢ interno ad A <= (Vx € A) (u(x) C *A), e che A & chiuso
<= A contiene la sua frontiera < (Vz € X) (u(x)N*A# 0=z € A).

3. Sia f : X — Y continuain x € X. Sia V intorno aperto di f (z): allora esiste un intorno aperto
U di x tale che f (U) C V. Ora, se £ € u(x), allora per quanto visto prima abbiamo £ € *U,
e quindi dato che *f (*U) C *V per transfer, abbiamo che *f (£) € *V. Per la generalita di
V', abbiamo che *f (§) € p(f (x)). Viceversa, supponiamo che per ogni £ € p(x) si abbia
*f (&) € u(f(x)). Sia V un intorno aperto di f (z). Dimostriamo che z € int (f~* (V)). Dato
che *f (1 (2) € p(f () € *V, abbiamo che p(z) C (*f)~ (V) = * (1 (V), e quindi
zeint (f71(V)).

4. («) Sia X non compatto. Allora esiste un ricoprimento aperto X = (J,c; U; che non ha
sottoricoprimenti finiti. Allora {X\U; :¢ € I} ha la FIP, e quindi per enlargement esiste
§ € Nier CX\*U;). Allora, per ogni x € X, § € u(x): infatti, se cosi fosse, allora preso U;
tale che = € U;, avremmo & € *U;, assurdo.
(=) Per assurdo sia £ € *X tale che £ € pu (x) per ogni x € X. Allora per ogni = € X esiste U,
intorno aperto di x tale che § ¢ *U,. Ora, chiaramente la famiglia {U., }, . y & un ricoprimento
aperto di X, e quindi essendo X compatto esiste un sottoricoprimento finito Uy, U---UU,, .
Allora & € *Uy, U---U*U,, , assurdo.

O

Esercizio 19.2. Sia (X,T) un sistema dinamico topologico. Dimostrare che x € X & ricorrente
non periodico (ossia x € orb (x) e orb () & infinita) se e solo se per ogni intorno U di z 'insieme
orb () N U ¢ infinito.

Dimostrazione. La direzione < é ovvia. Per dimostrare = mi basta dimostrare che se z € X &
ricorrente non periodico, allora anche Tz lo é. Infatti, in questo modo si verifica induttivamente
che T™x & ricorrente non periodico per ogni n € N, e quindi preso U intorno di x si ha che esiste n
tale che T"x € U, e quindi U ¢ intorno di 7™z, da cui che esiste m tale che T "z € U eccetera.
Dimostriamo che se x & ricorrente non periodico allora anche Tz lo é. Chiaramente anche 'orbita
di Tz ¢ infinita. Ora, si ha orb (Tz) = orb (z) N {Tz}°, e quindi orb (Tx) = orb (z) N {Tz}".

Ovviamente Tx € orb (x), dunque Tz € orb(Tx) se e solo se Tz € {Tx}°, ossia se e solo se
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{Tz} non ¢ aperto. Se per assurdo {T'z} fosse aperto, allora T~ ({Tz}) = U sarebbe aperto per
continuita di 7. Ma allora U é un intorno aperto di x, e quindi esiste n € N tale che T"x € U.
Questo vuol dire che 7"tz = Tz, assurdo in quanto orb (x) ¢ infinita. O

Esercizio 19.3. Sia (X,T) un sistema dinamico topologico. Fissiamo un universo nonstandard
(Vo (Y),V, (*Y),*) con il k-enlargement per x cardinale sufficientemente grande, e tale che N, X C
Y. Dimostrare che x € X é ricorrente <= esiste v € *N tale che Tz ~ z.

Dimostrazione. Dato U intorno di z, definiamo Ay = {n € N:T"z € U}. Ora, = ¢ ricorrente
se e solo se per ogni U intorno di x esiste n € N tale che n € Ay, e questo € vero se e so-
lo se la famiglia F = {Ay : Uintorno diz} ha la FIP: infatti, Ay, N--- N Ay, = Auv,n-nu,-
Ma F ha la FIP se e solo se esiste v € [\, intorno di. Av: infatti, se 7 ha la FIP, allora
per enlargement la precedente intersezione € non vuota; viceversa, se la precedente intersezio-
ne ¢ non vuota allora in particolare *Ay, N --- N *Ay, # 0, e quindi Ay, N---N Ay, # 0
da cui che F ha la FIP. Per concludere, se v € (\;;intorno di.  Av allora Tz € p(x): infatti
nel modello standard vale (Vn € N) (n € Ay <> T"z € U), e quindi nel modello nonstandard vale
(Vv e *N) (v € *Ay > Tz € *U). O

Esercizio 19.4. Dimostrare il teorema di Tychonoff.

Dimostrazione. Sia I un insieme infinito, e siano {X;}, ; spazi topologici compatti. Dobbiamo
dimostrare che X = [],.; X; con la topologia prodotto ¢ compatto. WLOG supponiamo che I e
gli X; siano a due a due disgiunti, definiamo

Y =TIU <|_|X>

icl

e fissiamo un universo nonstandard (V,, (Y'),V,, (*Y),*) con la proprieta del x-enlargement per s
cardinale sufficientemente grande. Chiaramente sia X che gli X; sono elementi di V,, (Y)\Y, quindi
vale la caratterizzazione precedente di compattezza. Dato che I contiene solo atomi, possiamo
pensare I dentro *I. Fissiamo la funzione o : I — P (UJ,c; X;) tale che o (i) = X;. Allora X
¢ l'insieme delle funzioni f : I — (J,c; X; tali che per ogni i € I si abbia f (i) € o (i), dunque
*X é linsieme delle funzioni interne ¢ : *I — * (Uie[ Xi) tali che, per ogni v € *I, si abbia
Y (v) € *o(v).

Sia ora ¢ € X. Allora, dato i € I, non ¢ detto che ¢ (i) € X;, ma sicuramente ¢ (i) € *X; in quanto
(*o) (i) = * (0 (7)) per ogni ¢ € I; tuttavia, dato che ogni X; & compatto, esiste un f; € X; “vicino”
a @ (i), ossia tale che ¢ (i) € p(fi). Definiamo quindi f € X tale che f (i) = f;, e dimostriamo che
@ € pu(f). Sia U = [],c; U; un intorno di base di f, ossia per ogni i € I U; é un intorno aperto di
fi e Uy = X, per tutti gli ¢ € I\F, dove F & un sottoinsieme finito di I: verifichiamo che ¢ € *U.
Sia 7 : I — P (U;e; Xi) tale che 7 (i) = U; per ogni i € I: dato che U ¢ linsieme delle g € X tali
che g (i) € 7 (i) per ogni i € F, allora *U ¢ 'insieme delle ¢ € *X tali che v (i) € *7 (i) per ogni
i € *F;ma *F = F in quanto F ¢ finito: ne consegue che ¢ (i) € *7 (i) = *U, per ogni i € F'. Ma
allora ¢ € *U: infatti, per ogni ¢ € I abbiamo che ¢ (i) € *U; in quanto U; & un intorno aperto di
fie (i) € p(f;). Ne consegue la tesi. O
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20 Esercizi 15-5-2015

21 Esercizi 18-5-2015

Esercizio 21.1. Sia (X,T) un sistema dinamico topologico (X compatto e T3). Per ogni v € *N,
definiamo

T,:X — X
x = st(TVx).
1. T, (z) = &, lim, T™ (z).
2. T, (T,x) = 4, ® L, lim, T"x

Dimostrazione. Innanzitutto cosa intendiamo per parte standard? Dato che lo spazio € T5, si verifica
facilmente che per ogni a € *X esiste un unico a € X tale che a € p (a): allora poniamo st () = a.
Inoltre, dato che lo spazio & compatto e 75, per ogni ultrafiltro U gli U-limiti di successioni esistono
€ sono unici.

1. Sia A un intorno aperto di i, lim, 7"z. Allora, per definizione, {n € N: T"z € A} € 4,
ossia v € *{n e N:T"x € A}, ossia Tz € *A. Dato che questo accade per ogni A intorno
del limite, si ha che T"x ¢ contenuto nella monade del limite, e questo conclude.

2. Utilizzando il fatto che U lim,, (Vlim,, (€n1m)) = U & V1imy a2y e utilizzando il fatto che le
mappe continue commutano con gli U/-limiti, abbiamo che

T,(T,x) = U, lmT™ (T,z)
= &, lmT™ (uy lim T"z)
= thlim (44, lim (7"72) )
= U, ® L lim TFz.

22 Esercizi 19-5-2015

Esercizio 22.1. Consideriamo il sistema dinamico (*N, *S) e sia v € *N. Sono equivalenti:

1. v é ricorrente;
2. esiste ;1 € *N\N tale che p + *v sta nella monade di v;

3. esiste V nonprincipale tale che V @ 4L, = iL,.
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Dimostrazione. (Che ha senso in modelli nonstandard con * iterate) Innanzitutto: dato v € *N, chi
¢ la monade di 4?7 Dato che la famiglia degli intorni di v & {*A: A € 4l,}, la monade di 7y &

Aesl,

Osserviamo inoltre che se «y & ricorrente, allora v non é naturale: infatti, se v € N, allora {7} & un
intorno di -, e quindi -« non pud essere ricorrente.

1. (1= 2) Sia ~ ricorrente. Dato che $[, contiene esattamente gli intorni aperti di -, abbiamo
che per ogni A € 4, si ha {neN:v+ne*A} = A, # 0. Osserviamo che la famiglia
{A,: A€} hala FIP: infatti, A, N B, = (AN B),. Allora, per enlargement, esiste

e ﬂ *A,.

Aesl,

Osserviamo che p non puo essere naturale: infatti, se avessimo p = n € N; allora avremmo che
n € A, per ogni A € 8L, ossia y+n € *A per ogni A € {l,, ossia L, =l 4, =4, @ il,: ma
allora, se A € 4L, allora v,y+n,v+2n,... € *A, ossia * A contiene una progressione aritmetica
infinita; ne consegue che per transfer anche A contiene una progressione aritmetica infinita,
e quindi ¢ sindetico; per la generalita di A, ogni elemento di [, ¢ sindetico. Ma questo
¢ assurdo, in quanto non esistono ultrafiltri tali che ogni loro elemento ¢ sindetico (infatti
esistono insiemi spessi con complementare spesso, ossia non sindetici con complementare non
sindetico).

Ora, dato che A, = {n € N:y+n € *A}, abbiamo che *A, = {v € *N: "y +v € **A}: ne
consegue che per ogni A € i, si ha che 1+ *y € **A, e quindi per la generalita di A abbiamo
che p 4+ *v sta nella monade di ~.

2. (2 = 3) Prendiamo il p della dimostrazione precedente: allora per ogni A € &L, si ha che
p+*y € **A. Questo vuol dire che £, = 8, -, =, B LU,.

3. (3=1) Chiaramente deve essere v € *N\N. Sia ora V = &, per un certo u € *N\N.
Sia A € il,. Se per assurdo avessimo — (In € N) (y +n € *A), allora per transfer avremmo
- (v € *N) (*y+ v € **A); ma questo ¢ falso: infatti dato che 4, & &, = 4L, abbiamo che
w+Fy €A

O
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