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Proposizione 0.1. Sia X spazio compatto e di Hausdorff. Verificare che:

i) Tν(x) = tν − limn T
n(x)

ii) Tµ(Tν(x)) = (tµ ⊕ tν)− limn T
n(x)

Dimostrazione. i).
Per verificare che st(T ν(x)) = Tν(x) = tν − limn T

n(x) = l, è sufficiente,
per unicità del limite, mostrare che per ogni intorno aperto A di Tν(x) valga
Â = {n : Tn(x) ∈ A} ∈ tν , cioè ν ∈ ∗Â. La definizione di Â è tale per cui
valga la formula ∀n ∈ N(n ∈ Â ↔ Tn(x) ∈ A), dunque per il transfer vale
∀ν ∈ ∗N(ν ∈ ∗Â ↔ T ν(x) ∈ ∗A). Siccome, dato un qualunque aperto A
contenente Tν(x) vale che T ν(x) ∈ ∗A (poiché st(T ν(x)) = Tν(x)), allora segue
che ν ∈ ∗Â.

ii).
Per il punto precedente si ottiene che Tµ(Tν(x)) = Tµ(tν − limn T

n(x)) =
tµ − limm T

m(tν − limn T
n(x)).

Claim 0.2. Se f è funzione continua, allora vale che l = f(U − limn an) =
U − limn f(an).

Poiché lo spazio è di Hausdorff, per unicità, è sufficiente verificare che dato
A intorno aperto di l, valga {n : f(an) ∈ A} ∈ U . Dato allora tale A, considero
f−1(A) che, per continuità di f , è un intorno aperto di U−limn an, il che significa
che l’insieme

{
n : an ∈ f−1(A)

}
∈ U . Dal momento che, se an ∈ f−1(A) allora

f(an) ∈ A, segue che {n : f(an) ∈ A} ⊇
{
n : an ∈ f−1(A)

}
∈ U da cui segue la

tesi.
Riprendendo la dimostrazione si ha allora che Tµ(Tν(x)) = tµ − limm(tν −

limn T
m+n(x)) per continuità di T . Per un esercizio svolto in classe, si ha

che tµ − limm(tν − limn T
m+n(x)) = (tµ ⊕ tν) − limn T

n(x), dunque la tesi
segue.
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