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Definizione 1. Data una famiglia F di sottoinsiemi non vuoti di N, si definisce F* come la

famiglia di sottoinsiemt di N che intersecano tutti gli elementi di F.

Esercizio 1. Se la famiglia F (di sottoinsiemi non vuoti di N) é regolare per partizioni allora
F* e un filtro.

Dim.
e Evidentemente @ ¢ F*.

e A C B,A € F* implica che A interseca tutti gli elementi di F, e quindi anche B,
dunque B € F*.

e Per dimostrare la stabilita di F* per intersezioni binarie utilizziamo la regolarita per
partizioni di F. Supponiamo infatti che A, B € F*, AN B ¢ F*. Dunque 3F € F t.c.

A=FNA+o

B'=FNB+#2
ANB =FNANB=2.

Tuttavia
F=AUuUBuU(F\(AUB))

e quindi per PR almeno uno fra A", B’ e AN B’ appartiene a F. Ma se A’ € F, poiché
BnA" = B'NA" = o si ottiene che B ¢ F*, assurdo. Analogo ragionamento vale se
B’ € F; se infine @ = A’ N B’ € F si contraddice la definizione.



Corollario 1. La famiglia A* con
A = {A(X)|X C N infinito}

(insiemi di distanze) é un filtro.

Definizione 2 (Densita asintotiche). A C N. Si definiscono densita asintotica superiore,

inferiore e di Banach rispettivamente:

d(A) = limsup 7|A Nt

n—oo

d(A) = timsup AN L]

n—oo

d(A) = lim AL nl (se esiste)

- n— o0

A 1
BD(A) = lim max| Nle+lz+n]

n—o00 reN n

|[AN[z+1,z+n]|
n

La densita di Banach € ben definita perché ogni ¢ limitato da 1 (dunque esiste

il massimo) e la successione dei massimi ¢ subadditiva (dunque esiste il limite: Lemma di
Fekete).

Definizione 3. Un sottoinsieme A di N si dice spesso se contiene intervalli arbitrariamente
lunghi, e sindetico se i suoi buchi sono uniformemente limitati da un naturale k. Si dice
sindetico a tratti se & intersezione di un sindetico e di uno spesso (ovvero se esistono intervalli
arbitrariamente lunghi in cui esso ha buchi limitati da una costante uguale per tutti questi

intervalli).

Esercizio 2. A, B C N disgiunti.

d(A)+d(B) <d(AUB) <d(A)+d(B) <d(AUB) <d(A)+d(B)

_ A0l 1Bl [(AUB)[L)

Dim. Siano a,, -

= an + b, essendo A e B disgiunti.

Ricordando la superadditivita del liminf e la subadditivita del limsup,

d(A) + d(B) = liminf a,, + liminf b,, < liminf(a, + b,) = liminf(c,) = d(AU B)

d(AUB)—d(B) = liminf(a,+b,)—limsup(by,) = liminf(a,+b,)+lim inf(—b,) < liminf(a,+b,—by,) = d(A)
d(AU B) — d(A) = limsup(ay, + b,) + limsup(—a,) > limsup(b,) = d(B)

d(AU B) < limsup(ay,) + limsup(b,) = d(A) + d(B)



o

1
Esercizio 3. Se A={a; <az < ..} CNétc E — < 400 allora d(A) = 0.
Gn
n=0

Dim. Supponiamo d(A) > 0. Allora, come si & dimostrato a lezione, A & sindetico, ovvero

1 1 1

ha buchi limitati da un certo k. Ma allora E — > E o %(—i—oo), assurdo. Quindi
an, n

n n

d(A) =0 e di conseguenza d(A) = 0. O
Esercizio 4. E vero che se B CN, d(B) = « allora 3A C B t.c. d(A) = a?

Soluzione: (Proposta da Federico Glaudo) E falso. Consideriamo ad esempio Iinsieme
= 3
B=|] 2" 2
U 27)
k=1

Evidentemente la densita asintotica inferiore ¢ maggiore o uguale di % Tuttavia, se esistesse

un insieme A con densita asintotica non nulla, avremmo
3ok k+1
AN, 52 = [An[L, 2447)

(dato che non vi sono elementi di B, e quindi di 4, in [%2’“, 2F+11) e quindi

[ANTL, 524
%Qk B 9k+1 B é 7& .
AN (1,28 k) 32k 37
2k+1
AN[l,n

Dunque la successione , quale che sia A C B, ammetterebbe due sottosuccessioni

n
non asintoticamente equivalenti e dunque A non puo avere densita asintotica. Possono invece

esistere sottoinsiemi (ad esempio, banalmente, &) con densita asintotica nulla.

Esercizio 5. Sono equivalenti:

(1) A ¢é spesso;

(2) AI C *A intervallo infinito (I = [, v] con v — p infinito);
(3) Vv € *N esiste I, |I| = v incluso in *A.

(4) 3¢ € *N t.e. Ag ={neN|{+ne *A} é proprio N.

(5) A€ non e sindetico.

Dim.



(1) <= (2) Se per ogni k esiste un intervallo [a, bg] di lunghezza k contenuto in A, sia p = (ai) e

v = (bn): [i,v] € un intervallo infinito contenuto in *A. Il viceversa ¢ del tutto analogo.
(1) = (3) Basta considerare gli intervalli [ag, , by, ] come definiti sopra, dove v = (zy,)
(3) = (2) Immediato.

(2) = (4) Sia & = p, Se esistesse n ¢ Ag, poiché I & un intervallo, dovremmo avere |I| < n,

assurdo perché I e infinito.

(4) = (2) Sia pu = &. Per overspill esiste o € A¢ infinito, dato che A¢ ¢ interno in quanto associato

alla successione di insiemi (A, ) dove § = (z,,). Quindi [u, p + o] ¢ contenuto in *A.

(1) = (5) Se A & spesso, il suo complementare non pud avere buchi limitati, poiché tali buchi sono

gli intervalli massimali di A, che per definizione non sono uniformemente limitati.

(5) = (1) Se A non ¢ sindetico significa che ha buchi arbitrariamente lunghi, che saranno conte-

nuti in A: dunque A ¢& spesso.

Esercizio 6. Dualmente, sono equivalenti

(1) B sindetico;

(2) *B non ha buchi infiniti, cioé per ogni I intervallo infinito vale I N *B # &;
(3) 3k € N t.c. *B ha solo buchi di lunghezza minore o uguale a k.

Dim.

(1) = (2) Se cosi non fosse, avremmo una successione di intervalli contenuti in B¢ della forma

[an, by] con by, — a,, frequentemente crescente, il che & assurdo.
(2) = (3) La tesi segue dal principio di overspill come nell’esercizio precedente.

(3) = (1) Se B¢ contenesse intervalli arbitrariamente lunghi avremmo una successione b, — a,

(estremi di intervalli) strettamente crescente, assurdo.
Esercizio 7.
1. A CZ sindetico < esiste F sottoinsieme finito di Z t.c. A+ F =17.
2. A spesso <= per qualunque F sottoinsieme finito di 7 esiste x t.c. x + F C A.
Dim.

1. A ha buchi limitati da k implica che A + [—k, k] = Z.
Viceversa, se A+ F = Z allora ogni intervallo di lunghezza maggiore di max{|f||f € F'}

deve intersecare A, altrimenti avremmo A+ F 2 I.



2. Siak=|F|,esial CA,|I|>k. Allora (minl)+ F CI.
Viceversa, sia I,, = [1,n]. Poiché per ogni n esiste = t.c. = + I,, C A, significa che
[+ 1,2+ n] C A. Quindi A & spesso.

Esercizio 8 (Caratterizzazione nonstandard dei sintetici a tratti). A C N é sindetico a tratti
< esiste I infinito t.c. *ANI ¢é sindetico in *N.

Dim.

—> A sindetico a tratti. Dunque esiste una successione di intervalli I,,, |I,| = n, t.c. AN,

e sindetico con costante uniforme k indipendente da n. L’insieme di ipernaturali
ANL) ="An"(I,) ="ANI

¢ sindetico, dato che la costante & uniforme e dunque la limitatezza dei buchi passa al

modello nonstandard.

< Sia I = [u,v], p = (an),v = (by). Allora se *ANI & sindetico con costante k, per quasi
ogni n (ma ci basta a meno di prendere dei sottointervalli degli I,,) AN I,, & sindetico

con costante k.



