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Definizione 1 (Somma tra ultrafiltri). A ∈ U ⊕ V ⇐⇒ Λ(A) = {n|A− n ∈ V} ∈ U

Esercizio 1. La somma di due ultrafiltri è ancora un ultrafiltro.

Dim.

• ∅ /∈ U ⊕ V

• A,B ∈ U ⊕ V . Allora {n|A ∩B − n ∈ V} ⊇ {n|A− n ∈ V} ∩ {n|B − n ∈ V} ∈ U .

• B ⊃ A ∈ U ⊕ V . Allora {n|B − n ∈ V} ⊇ {n|A− n ∈ V} dato che A− n ∈ V =⇒
B − n ∈ V . Quindi {n|B − n ∈ V} ∈ U .

• A /∈ U ⊕ V =⇒ {n|A − n ∈ V} /∈ U =⇒ {n|A − n /∈ V} ∈ U =⇒ {n|(A − n)c =

Ac − n ∈ V} ∈ U =⇒ Ac ∈ U ⊕ V .

Esercizio 2. La somma S : N× N −→ N induce

S∗ : βN× βN −→ βN

U ⊗ V 7→ U ⊕ V

nel senso che

S∗(U ⊗ V) := {S(A)|A ∈ U ⊗ V}

coincide con U ⊕ V.

Dim. U ⊕ V = {A ⊂ N|{i|A − i ∈ V} ∈ U} = {A ⊂ N|A − i ∈ V ‘U−quasi ovunque’}
mentre

S∗(U ⊕ V) = {{a+ b|(a, b) ∈ A}|A t.c. Ai ∈ V ‘U−quasi ovunque’} =
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= {C ⊂ N insieme di somme|C−b ∈ V per ‘U−quasi’ ogni b (C − b corrisponderebbe ad Ab)} =

= U ⊕ V .

Esercizio 3. L’applicazione ψV : U 7→ U ⊕ V è continua.

Dim. Sia OA aperto in βN. Vogliamo mostrare che ψ−1
V (OA) contiene un intorno di ogni

suo punto. Sia dunque U ⊕ V 3 A. Sarà

Λ(A) = {n|A− n ∈ V} ∈ U .

Ciò per ogni U ∈ ψ−1
V (U ⊕ V). Allora Λ(A) è t.c. U ∈ OΛ ∀U ∈ ψ−1

V (U ⊕ V), quindi OΛ

è intorno di ogni punto della fibra di U ⊕ V . Inoltre OΛ ⊆ ψ−1
V (OA), dato che ∀W ∈ OΛ

vale {n|A− n ∈ V} ∈ W e quindi A ∈ W ⊕ V , ovvero ψV(W) ∈ OA.

Definizione 2. A ∈ U � V ⇐⇒ {n|A/n ∈ V} ∈ U dove A/n = {m|mn ∈ A}.

Esercizio 4. k > 1. Allora

kU�V = kU � kV

dove kU = expk(U).

Dim.

A ∈ kU�V ⇐⇒ {n|A/kn ∈ kV} ∈ U ⇐⇒ {kn|A/kn ∈ kV} ∈ kU ⇐⇒ A ∈ kU � kV .

Esercizio 5. (1) U idempotente =⇒ kN ∈ U ∀k.

(2) ∃W t.c. W ⊕U = U ⇐⇒ ∀A ∈ U ∃n A− n ∈ U .

(3) U = U ⊕ U ⇐⇒ ∀ A ∈ U ∃a ∈ A A− a ∈ U .

(4)
⊔
α = {A ⊆ N|α ∈ ∗A} è idempotente ⇐⇒ Se α ∈ ∗A anche α + a ∈ ∗A per un

opportuno a ∈ A.

Dim.

(1) kN /∈ U =⇒ kn /∈ U⊕U =⇒ Λ(kN) = {n|kN−n ∈ U} /∈ U =⇒ {n|kN−n /∈ U} ∈ U ,

ma se n /∈ kN abbiamo kN−n∩kN = ∅ quindi {n /∈ kN} ⊂ Λ(kN) da cui Λ(kN) ∈ U
perché {n /∈ kN} ∈ U per ipotesi. Assurdo.
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(2)(=⇒) A ∈ U =⇒ A ∈ W ⊕ U =⇒ Λ(A) ∈ U =⇒ ∃n A− n ∈ U

(⇐=) Vogliamo dimostrare che esiste W tale che ∀A ∈ UΛ(A) ∈ W . Mostriamo che

gli insiemi Λ(A) hanno la PIF: A,B ∈ U , A ∩ B = C ∈ U , ∃nC − n ∈ U =⇒
A − n ∈ U , B − n ∈ U =⇒ n ∈ Λ(A) ∩ Λ(B). Quindi esiste un ultrafiltro W
che estende la famiglia {Λ(A)}A∈U .

(3)(=⇒) U = U ⊕ U =⇒ ∀A ∈′ uu∃a ∈ AA − a ∈ U =⇒ ∀A ∈ U Λ(A) ∈ U quindi

Λ(A) ∩ A 6= ∅ e dunque contiene un certo n ∈ A.

(=⇒) Sia W = U ∪ {Λ(A)}A∈U . Se genera un filtro questo sarà uguale ad U , dato

che U è già massimale. Del resto la famiglia ha la PIF, perché, presi A,B ∈ U ,

si ha Λ(A) ⊇ Λ(A ∩ B) (infatti n ∈ Λ(A ∩ B) =⇒ A− n ⊇ A ∩ B − n ∈ U) e

quindi Λ(A∩B)∩B 6= ∅; mentre prendendo Λ(A),Λ(B) entrambi contengono

Λ(A ∩B) 6= ∅.

Quindi l’ultrafiltro generato esiste ed è U , cosicché

U ⊆ U ⊕ U =⇒ U = U ⊕ U

trattandosi di un contenimento fra ultrafiltri.

(4)(=⇒)
⊔
α =

⊔
α⊕

⊔
α =⇒ ∀A ∈

⊔
α Λ(A) = {n|A − n ∈

⊔
α} ∈

⊔
α ovvero

{n|α ∈ ∗A − n} ∈
⊔
α ma poiché A ∈

⊔
α vale Λ(A) ∩ A 6= ∅ quindi ∃a ∈ A

t.c. α ∈ ∗A− a ovvero α + a ∈ ∗A.

(⇐=) ∀A ∈
⊔
α ∃a ∈ A t.c. ∗A− a ∈

⊔
α quindi si applica (3).

Definizione 3. F filtro si dice additivo se per ogni ultrafiltro V che lo estende vale F ⊆
F ⊕ V.

Esercizio 6. Il filtro di Fréchet è additivo.

Dim. A ∈ F ⊕ V ⇐⇒ ΛV(A) = {n|A− n ∈ V} ∈ F . Ma se A è cofinito, A− n = N per

cofiniti N.

Esercizio 7. Il filtro generato da {kN|k ∈ N} è additivo.

Dim. Sia F il filtro in questione, V ultrafiltro che lo estende. Certamente se A ∈ F A

contiene un kN, dato che intersezione di due kiN è ancora un hN, quindi A − kN ∈ V
perché A− kN ⊃ kN. Allora ΛV(A) ⊃ kN e quindi ΛV(A) ∈ F .
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