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Definizione 1 (Somma tra ultrafiltri). Ac U DV <= A(A)={n|[A—neV}ecl
Esercizio 1. La somma di due ultrafiltri é ancora un ultrafiltro.
Dim.

e JEUDYV

A BeUadV. Allora{nf[ANB-neV}D{nlA-—neVin{nB-—neV}ecl.

Bo>AeUadV. Allora {n|B—neV}D{nl[A—neV}datoche A—necV =
B—ne€V. Quindi {n|B—necV}ecl.

AdUBY = {nA—neV}i¢eU = {n|A—n¢V} el = {n|[(A—n) =
A—neVield = A°cUDV.

Esercizio 2. La somma S : N x N — N induce
S, : BN x SN — SN

UKV —UDV

nel senso che
SURV) ={S(A))AcUxV}

coincide conU V.

Dim. UV ={ACN{i|lA—-iecV} elUU} ={ACN|A—-ieV U—quasi ovunque’}

mentre

S,\UBV)={{a+Db|(a,b) € A}|A t.c. A; €V ‘U—quasi ovunque’} =

1



= {C C N insieme di somme|C'—b € V per ‘U—quasi’ ogni b (C' — b corrisponderebbe ad Ap)} =

=UDV.

Esercizio 3. L’applicazione vy : U — U BV é continua.

Dim. Sia O 4 aperto in SN. Vogliamo mostrare che vy, 1(04) contiene un intorno di ogni

suo punto. Sia dunque U &V > A. Sara
AA)={n|A—neV}el.

Cid per ogni U € ¥y, (U ® V). Allora A(A) & t.c. U € Op YU € by, (U ® V), quindi Oy
¢ intorno di ogni punto della fibra di & & V. Inoltre Ox C 95, (04), dato che YW € O,
vale {n|A—n eV} e Wequindi A € WV, ovvero p(W) € Oa. O

Definizione 2. Ac U OV < {n|A/n eV} elU dove A/n = {m|mn € A}.

Esercizio 4. k > 1. Allora
k,Z/{@V — kZ/{ ® ]{ZV

dove k¥ = exp,(U).

Dim.
Ac kY «— A" c kY clU <= {k"|AJk" c KV} el «—= Ac kM okY.

O]
Esercizio 5. (1) U idempotente = kN € U Vk.
(2) Wte WelU=U <= VAecUInA-necl.
BYU=UPU <— VAcUTac AA—a€cl.

4) L, ={ACN|ae *A} é idempotente <= Sea € *A anche a+a € *A per un
opportuno a € A.

Dim.

(1) kN ¢ U = kn ¢ UU = A(kN) = {n|kN—n € U} ¢ U = {n|kN—n ¢ U} € U,
masen ¢ kN abbiamo kN—nNiN = & quindi {n ¢ kN} C A(kN) da cui A(kN) e U
perché {n ¢ kN} € U per ipotesi. Assurdo.
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2=) AcU=AcWaeU=ANA)ecU= InA—necl

(«<=) Vogliamo dimostrare che esiste W tale che VA € UA(A) € W. Mostriamo che
gli insiemi A(A) hanno la PIF: A, Be U, ANB=CeclU,InC —ncld =
A—-neld,B—necld = nec A(A)NA(B). Quindi esiste un ultrafiltro W
che estende la famiglia {A(A)}acy.

B =)U=UdU —= VA € wuda € AA—a U = VA € U A(A) € U quindi
A(A) N A # & e dunque contiene un certo n € A.

(=) Sia W = U U {A(A)}aeu- Se genera un filtro questo sara uguale ad U, dato
che U e gia massimale. Del resto la famiglia ha la PIF, perché, presi A, B € U,
si ha A(A) D A(ANB) (infattin e A(ANB) = A—nDOANB—-nel)e
quindi A(ANB)N B # &; mentre prendendo A(A), A(B) entrambi contengono
ANANB) # @.

Quindi 'ultrafiltro generato esiste ed e U, cosicché
UCUDU=U=UDU

trattandosi di un contenimento fra ultrafiltri.

4 =) U, = U,eld, = VvA € I, AMA) = {n][A—n € |],} € LU, ovvero
{n|la € *A—n} €| ], ma poiché A € ||, vale A(A)N A # @ quindi Ja € A

t.c. a € *A—aovvero o +a € *A.

(<) VAe|], Jac Atc *A—aec|], quindi si applica (3).
[

Definizione 3. F filtro si dice additivo se per ogni ultrafiltro V che lo estende vale F C
FaoV.

Esercizio 6. Il filtro di Fréchet é additivo.

Dim. Ac F®V <= Ap(A)={n|A—neV}ecF. Mase A ¢ cofinito, A —n = N per
cofiniti N. n

Esercizio 7. Il filtro generato da {kN|k € N} ¢é additivo.

Dim. Sia F il filtro in questione, V ultrafiltro che lo estende. Certamente se A € F A

contiene un kN, dato che intersezione di due k;N ¢ ancora un AN, quindi A — kN € V

perché A — kN D kN. Allora Ay(A) D kN e quindi Ay(A) € F. O



