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Definizione 1. Si dice che A <;. B (finitamente immergibile) se VF' C A finito 3z F +
xr C B.

Esercizio 1. A spesso, A <y, B = B spesso. Piu precisamente, A ¢ massimale rispetto

a <y se e solo se € spesso.

Dim. Per ogni intervallo I, lungo n contenuto in A esiste x t.c. I, + 2z C B. Quindi
anche B ‘e spesso. Per la seconda affermazione, ogni insieme B puo essere immerso
finitamente in A spesso, dato che ogni suo sottoinsieme finito ¢ contenuto in un intervallo
di una certa lunghezza che ha un traslato in A; quindi, A ¢ <y, —massimale. Viceversa,
se A ¢ massimale ¢ anche spesso, dato che certamente A <. N e quindi per massimalita
N <4, A, quindi A ¢ spesso. O]

Esercizio 2. A AP-rich, A <y, B = B AP-rich.

Dim. Se A contiene progressioni aritmetiche arbitrariamente lunghe, queste possono essere

traslate in B mantenendosi tali, da cui la tesi. O
Esercizio 3. (1) A <;. B= BD(A) < BD(B).

(2) Non vale invece: A <;. B = d(A) < d(B).
Dim.

(1)

BD(A) = lim max A0 EHLEFHE e BOE Lat k]
k—4o0 zE€EZ k k—+4o00 z€EZ k

dato che, a k fissato, se x realizza il massimo, AN [z 4+ 1,z + k] & finito e dunque

esiste y t.c. BN[z+y+ 1,2+ y+ k] ha almeno la stessa cardinalita del precedente.
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(2) L’insieme
A={2}U{4,5} U1, 13]U---Um+L,nJU[2n+1,2n+n—m|U...

contiene intervalli arbitrariamente lunghi, quindi N <;. A, con d(N) = 1; ma
d(A) < 3 perché ogni segmento aggiuntivo ¢ immergibile nel buco immediatamente

precedente.

Esercizio 4. (1) A sindetico a tratti A <;. B = B sindetico a tratti.
(2) Non vale invece: A sindetico, A <;. B = B sindetico.
Dim.

(1) Basta osservare che si puo immergere in B la successione di intervalli bucati arbi-
trariamente lunghi contenuti A (la limitazione sui buchi di questi intervalli puo solo

migliorare).

(2) Vale ancora il controesempio dell’esercizio precedente: N ¢ sindetico, ma A non lo

e, dato che 'ampiezza dei buchi cresce arbitrariamente.

Esercizio 5. (1) A spesso <= 3V non principale t.c. LN GV C Oy .
(2) A sindetico <= YV non principale BN OV N O # O.
Dim.

(1Y=) Vogliamo mostrare che per un certo V vale ViU € FN@®V A c U &V, cioe
{neNA-neV}el.

Scegliamo V come ultrafiltro generato da tutti i traslati di A. Esso esiste (ed
e non principale) perché i traslati hanno la SPIF: infatti se per ogni k A —m
contiene intervalli lunghi & del tipo [ay — m + 1, by — m| mentre A —n,n > m,
contiene intervalli lunghi k del tipo [ax —n+1, by —n], allora per ogni k > m—n
i due intervalli hanno intersezione di cardinalita k — (n —m). Quindi I'insieme
(A—nnNA—m) deve essere infinito perché contiene sottoinsiemi di cardinalita

arbitraria. Quindi esiste ) come richiesto.



S

Se vale 'ipotesi, poiché 'unico elemento comune a tutti gli ultrafiltri ¢ N, per
ogni n € N deve valere A —n € U, e quindi come sopra l'intersezione di due
qualsiasi traslati deve essere infinita. Supponiamo per assurdo che A contenga

intervalli di lunghezza al piu k. Allora 'intersezione
A-1NA-2Nn---NA—-k—-2

e vuota. Infatti ogni intervallo perde, nel fare 'intersezione, almeno un pun-
to per ogni traslato, e quindi bastano k& + 1 intersezioni per ottenere il vuo-
to. Graficamente, per k = 4 (i ‘+’ rappresentano gli elementi che restano

nell'intersezione):

A-1 T
A—2 R e s
A3 R e
A—4 e ———+ ———+
A-5 R

Se A e sindetico un numero finito di suoi traslati copre Z. Per I'assioma di

ultrafiltro, fissato V esiste un n t.c. A —n €V, e quindi se i = | |, si ha
{n|A—neV}el.

Supponiamo per assurdo A non sindetico e quindi A¢ spesso. Allora per il
punto (1) esiste V non principale t.c. SN @V C Oye che & disgiunto da O,

assurdo.



