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Definizione 0.1. Data una famiglia F C P(N) stabile per passaggio a
sovrainsieme, si definisce F* :={A: ANF#O0VF e F} ={A: A° ¢ F}.

Lemma 0.1.
o F**=F.
e GCFaGrC T
e UF=(UF)"
e NF =(NF)"

Esercizio 0.1. Se U ultrafiltro, allora U* = U. FEsiste una famiglia F C
P(N) stabile per sovrainsieme con F* = F e F non ultrafiltro.

Dimostrazione. Se U ultrafiltro, allora A € U < A° ¢ U quindi U* = U.

Consideriamo la famiglia F dei sottoinsiemi di N che contengono almeno
due elementi in {1, 2,3}: tale famiglia e stabile per sovrainsieme e A € F <
A¢ ¢ F, quindi F = F*; inoltre non & un ultrafiltro in quanto {1,2} € F,
{2,3} e Fma {1,2}n{2,3} = {2} ¢ F. O

Definizione 0.2.

e P sidice wPR (weakly Partition Regular) se é chiusa per sovrainsieme
e per ogni partizione finita di N, ¢’¢ una parte che sta in P.

e P CP(N) si dice PR (Partition Regular) se é chiusa per sovrainsieme

e per ogni partizione finita di ogni suo elemento, c’é una parte che sta
n P.

Lemma 0.2.

e P ¢ wPR < P* ha la FIP < P contiene un ultrafiltro.

e P ¢ PR< P* ¢ un filtro & P ¢ unione di ultrafiltri.
Definizione 0.3.

e Data P PR, si definisce in SN il chiuso Cp :={U : U C P}.

e Dato F filtro, si definisce in SN il chiuso Cr:= [ Oq4={U:U D
AeF
F}.



e Dato C chiuso in BN, si definisce la famiglia PR Po == |J U.
uecC

e Dato C chiuso in BN, si definisce il filtro Fo:= (| U.
UuecC

Esercizio 0.2.

e Data P PR e il corrispondente filtro P*, vale Cp = Cp=.
e Dato C chiuso in BN, vale (Fo)* = Pe.
e Dato F filtro, Fc, = F. Data P PR, Pc, = P.
e Dato C chiuso in BN, Cr, = Cp, = C.
Dimostrazione.

e Sihache U CP& [AcU = AcPle[A¢P=A¢U <
[A°e P* = A°c U] & P*CU.

e AcPoeAcJUesMUeceC:AcU s TUeC:A¢U &
A¢ U = A ¢ Fo < A e (Fo)t

e Cr ¢ l'insieme degli ultrafiltri che estendono F, quindi F¢, = F ¢
Iintersezione di tutti gli ultrafiltri che estendono F: chiaramente tale
intersezione contiene F; inoltre se A ¢ F allora trovo un ultrafiltro
che estende F e non contiene A: infatti 7 U {A¢} ha la FIP, quindi si
estende ad ultrafiltro.

Ora Po, = P & (Pcp,)" = P* ma per quanto dimostrato sopra
(Pcp)* = Fop. = P* ciot la tesi.

e Fc ¢ l'intersezione degli ultrafiltri contenuti in C, quindi Cr, ¢ l'in-
sieme degli ultrafiltri che estendono 'intersezione di quelli contenuti

in C; se V estende [ U allora per ogni A € V si ha A° ¢ V quindi
uecC
A ¢ () U cioe esiste U € C con A° ¢ U ovvero U € O4 quindi Oy
uecC

interseca C: quindi ogni intorno di V interseca C, cioe V € C = C.
Viceversa se ogni intorno di V interseca C' allora per ogni A ¢ V si ha
A¢ €V quindi esiste Y € C con A° € U ovvero A ¢ (| U, quindi V
uecC

estende () U.

uecC
In generale se D C N, considerare il filtro (), , U e prendere l'insie-
me degli ultrafiltri che estendono tale filtro equivale a fare la chiusura
dell’insieme.

Quindi Cr, = C.
Usando quanto dimostrato sopra, Cp. = C(x,y« = Cr, = C.



Definizione 0.4. Ty :={n: A—nelU}.
Definizione 0.5. A, := (*A —a)NN.

Definizione 0.6. | |, é definito da A € ||, & a € *A. In un modello
ultrapotenza N /W questo equivale a dire | |, = a.(W).

Lemma 0.3.
[ 4 TAvI_la == Aa.
e Ac| g, & B € (Aa)-

Esercizio 0.3. A spesso < esiste V non principale con SN GV C Oy.

Dimostrazione. A spesso<> per ognin vale (A—1)N(A—2)N..N(A—n) # 0 <
la famiglia {A —n : n € N} ha la FIP < esiste un ultrafiltro non principale
V che contiene (A—n) per ogni n < esiste V non principale con Ty y = N &
esiste V non principale tale che per ogni U valga T4y € U < esiste V non
principale con SN &V C O4.

Visione non standard: preso un modello non standard abbastanza ricco,
vale: A spesso < *A contiene un intervallo infinito < esiste o € *N\ N con
Ay = N & esiste o € *N '\ N tale che per ogni 8 € *N valga € *(A,) <
esiste | |, ultrafiltro non principale tale che per ogni ultrafiltro |_|5 vale
Ls@®Ll, € Oa & esiste V non principale con SN @&V C Oy. O

Esercizio 0.4. A sindetico < per ogni V non principale (BN&V)NO4 # 0.

Dimostrazione. A sindetico < esiste n con (A—1)U(A—-2)U...U(A—n) =N
< ogni ultrafiltro non principale V contiene (A — k) per qualche k < n <
per ogni V non principale si ha T4y # () < per ogni V non principale esiste
U con Tyy € U < per ogni V non principale si ha che SN @ V interseca
O4. O

Esercizio 0.5. Se a1 —an, — 00, allora per ogni U,V non principali si ha
A= {al,ag, } ¢ Uad.

Dimostrazione. Dato che an4+1 — a, — 00 Posso supporre a, crescente (a
meno di levare un numero finito di termini).

Se per assurdo A € U @V allora {n : A —n € V} € U ed essendo U non
principale, esistonoxz > ycon A—x € Ve A—y € V,dacui A—zNA—y € V:
ma A—zNA—y e finito in quanto definitivamente a,+1 —a, > x—y e quindi
Gntl — Y > Gpi1 — T > an — Y. Questo e assurdo perche V non principale.
Visione non standard: preso un modello non standard abbastanza ricco,
ogni ultrafiltro ¢ della forma [ |,: vale A € | [z&[], & B € "(4a) ma
se « infinito, A, & composto da al piu un elemento in quanto in *A ogni
elemento infinito dista dal successivo un numero infinito. Dunque avrei
infinito § € *(As) C N, assurdo. O



Esercizio 0.6. (N \ N) @ (8N \ N) non ¢é denso in nessun aperto di SN.

Dimostrazione. Preso O4 aperto in SN: se A ¢ infinito, allora trovo un suo
sottoinsieme B = {a1, a9, ...} con a,41 —a, — oo e ho cosi trovato un aperto
Op contenuto in O4 che non interseca (BN \ N) & (SN \ N) (per l'esercizio
precedente); se A ¢ finito allora O4 consiste solo di ultrafiltri principali e
(BN\N) @& (BN\ N) non contiene ultrafiltri principali, quindi & disgiunto da
O4. O

Definizione 0.7. Sq = {n: % eu}.

Definizione 0.8. A <;. B se per ogni sottoinsieme finito A C A esisten
tale che A+n C B.

Definizione 0.9. A <,,r. B se per ogni sottoinsieme finito A C A esisten
tale che A-n C B.

Lemma 0.4. (In (BN,®)) Sia I C N e P;:= |J U: valgono
uel

e [ ideale sinistro = [Ta p, # 0 = A € Pf] = I ideale sinistro.

e [ ideale destro = [A€ Pr A <fe B= B¢ Pr] = I ideale destro.

Dimostrazione.

e Se [ ideale sinistro e A — x € Uy per qualche Uy € I, allora x € T4y,
cioe A € ||, ®Ur che ¢ un ultrafiltro di I perche I ideale sinistro.

e Supponiamo [T, p, # 0 = A € Pf] e prendiamo V € I e € AN: la
tesi @ mostrare che Y@V € I: preso un suo intorno O 4, cioe A € UDV,
si ha T4y € U quindi Tay # 0, quindi A — 2 € V; ma essendo V € [
e O4_, intorno di V, esiste Wy € I con A —x € Wy da cui Ty p, # 0:
quindi A € Uj per qualche U; € I. Dunque ogni intorno di U & V
interseca I, dacuid @ V € I.

e Se I ideale destro, A € Pr e A <;. B allora A € Ur per qualche
Ur € I: dato che A <y, B la famiglia {B —a : a € A} ha la FIP
(comunque presi aq, ..., ax esiste z con x + aj,x + ag,....,x + ap € B
cioe x € (B —a1)N...N (B —ag)). Quindi tale famiglia si estende ad
ultrafiltro Ve Tpy D AcUUrdacui BeUr®V el @V € I perche
I ideale destro, quindi B € F;.

e Supponiamo [A € P A <y B = B € Pj] e prendiamo V € Ie
U € BN: latesie VU € I: sia Oy un intorno di V @ U, cioe
Tay € V: allora OTA,u ¢ un intorno di V quindi esiste V; € I con
Tay € Vi cioe Tay € Pr; ma Ty, <fe A quindi A € Pj cioe Oy
interseca I. Quindi V @ U € 1.



Lemma 0.5. (In (fN,®)) Sia I C N e P; := |J U: valgono
uel

o [ ideale sinistro = [Sap, #0 = A € P] = I ideale sinistro.

o I ideale destro = [A € P A <,,fe B= B € P;] = I ideale destro.
Dimostrazione. Del tutto analoga a quella del lemma precedente. O
Esercizio 0.7. vdW :={U € fN:VAeU A é AP-rich}.

e vdW é chiuso.

e vdW ¢ un ideale bilatero in (BN, ®).

e vdW ¢ un ideale bilatero in (BN, ®).

Dimostrazione.

e udW e chiuso perche e 'insieme degli ultrafiltri contenuti in una fami-
glia PR: infatti la famiglia degli AP-rich ¢ PR per il teorema di van
der Waerden.

o Pyw ={A:Ae AP-rich}. Per il lemma precedente (ed essendo vdW
chiuso) basta verificare che (i) [A AP-rich = A + x AP-rich| e (ii)
[A AP-rich e A <. B = B AP-rich]. La (i) ¢ ovvia. Per la (ii), se
A contiene progressioni aritmetiche arbitrariamente lunghe, allora per
definizione di <. queste si immergono per traslazione in B, quindi
anche B ¢ AP-rich.

e Analoga al punto precedente. Anche per <,,. si conserva il fatto di
essere AP-rich.

O
Esercizio 0.8. d .= {U € BN:VAecU d(A) > 0}.
e d ¢ chiuso.
e d ¢ un ideale sinistro ma non destro in (BN, ®).

Dimostrazione.

e d & chiuso perche ¢ 'insieme degli ultrafiltri contenuti in una famiglia
PR: infatti data una partizione in n parti di un insieme A con d(A4) =
a > 0, almeno una delle parti ha densita superiore almeno 7.



e P;={A:d(A) > 0}. Per il lemma precedente (ed essendo d chiuso)
basta verificare che (i) [d(A) > 0 = d(A + x) > 0] e (ii) [d(A) > 0
e A <f. B % d(B) > 0]. La (i) ¢ ovvia. Per la (ii) basta prendere
A=NeB= {J[2",2" +n].
neN

Esercizio 0.9. A:={{{ e pN:VAeU BD(A) > 0}.
e A ¢é chiuso.
e A ¢ un ideale bilatero in (BN, ®).
e A ¢ un ideale sinistro ma non destro in (BN, ®).

Dimostrazione.

e A & chiuso perche & I'insieme degli ultrafiltri contenuti in una famiglia
PR: per ogni colorazione con n colori di un insieme A con BD(A) =
a > 0, almeno uno dei colori ha densita di banach almeno 7.

e P, = {A: BD(A) > 0}. Per il lemma precedente (ed essendo A
chiuso) basta verificare che (i) [BD(A) > 0 = BD(A+ z) > 0] e (ii)
[BD(A) > 0e A <5 B= BD(B) > 0]. La (i) ¢ ovvia. La (ii) e
vera perche ogni configurazione finita di A si trova anche in B, quindi
BD(A) < BD(B).

e Bisogna verificare che (i) [BD(2) > 0 => BD(A) > 0] e (i) [BD(A) >
0 A<npe B# BD(B) > 0]. Per la (i) si ha che BD(A) > Z2(2)
dato che se in f trovo un tratto con una certa densita, vuol dire che A
contiene nel dilatato di quel tratto almeno i dilatati degli elementi di
A (con dilatare intendo moltiplicare per x). Per la (ii) basta prendere
A=NeB= [J{2%,2-27°,3.27° . 22nF1. 97"} in questo modo

neN

per ogni insieme finito F© C N, F - 2™8F C B: inoltre BD(B) = 0
perche (detta pur(B) := ‘E‘;HI') vale, preso k > M2"*, Ha,atk)(B) =

2 2
‘Bﬁ[a,a—l—Z" )‘—l—)Bﬁ[a—s—Q” ,a—i—k)‘ 2 2
2 k—2m" 1 1 1
R STt suta 0



