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Proposizione 0.1. Per ogni U ultrafiltro non principale, la mappa

0y : BN — SN
VUV

non ¢ continua.

Dimostrazione. Sfruttiamo il fatto che il centro di (BN, ®) & costituito dagli
ultrafiltri principali. Se U & non principale, allora esiste V tale che U @& V #
V @ U; poiché St(N) & di Hausdorff, posso trovare due aperti A e B tali per cui
UV ecA VeUcBeANDB ={. Supponiamo 0y continua, si ha allora che
0" (A) & un intorno aperto di V, come anche v;;'(B). Posso allora trovare un
ultrafiltro principale W in ;' (A) N ;' (B), infatti tale insieme & un intorno
aperto di V, percio esiste 04 aperto di base contenuto nell’intersezione a cui
V appartiene, basta allora considerare W = {X CN:n€ X} conn € A. A
questo punto perd si ottiene che Oy (W) = U e W = W e U = yy(W); ma
poiché il primo appartiene ad A, e il secondo a B, si ottiene un assurdo. O



Proposizione 0.2. Verificare le sequenti proprieta:
i) Se U é idempotente allora kN € U per ogni k.

i1) Esiste W tale che W @ U = U se e solo se per ogni A € U esiste n tale
che A—neU.

iit) U & idempotente se e solo se per ogni A € U esiste a € A tale che A—a €
U.

i) Uy ={ACN:ae *A} ¢ idempotente se e solo se quando o € *A, allora
esiste a € A tale che a+a € *A.

v) 1l centro di (BN, @) é linsieme degli ultrafiltri principali.

Dimostrazione. i).

Supponiamo esista k tale che kN¢ € U idempotente. Si verifica che kN¢ =
KiU- - U Kg—1 dove K; = {n:n=1imodk}; poiché U ¢ ultrafiltro, esiste
1 <4 < k tale che K; € U. Poiché U ¢ idempotente, cio significa che B; =
{n:K;—ne€U} €U, percido K; N B; € U, dunque & non vuoto. Si verifica che
Ki—z={n:n+z¢€ K;} ={n:n=1i— 2z modk}; dunque se z € K;, poiché
K; — x C kN, e quindi non puo stare in U, non & possibile che K; N B; # (.

i1).

=. Valeche Ac Useesolose Aec WU cheequivalea{n: A—necU} €
W, che quindi deve essere non vuoto, percio esiste n tale che A —n € U.

<. Definisco By = {n: A —n € U}. Per ipotesi, se A € U, allora B4 # 0.
Si verifica anche che BANBe ={n: A—necUAC—-neU}={n:A—nnNC-neU};
vale che A—nNC—n = ANC—n: se j+n € Aej+n € C, allora j+n € ANC; se
j+n € ANC, allora j+n e siain A che in C. Si ottiene dunque BANBec = Banc;
vale quindi che per A € U, i B4 godono della proprieta dell’intersezione finita,
sia allora W ultrafiltro che estende tale famiglia di insiemi. Se A € U, allora
BieWequindi Ae WaU. Se A ¢ U, allora Bae € W e se valesse By € W,
poiché By N Bae = By = 0, si avrebbe un assurdo.

iit).

=. SeU=U@U allora AecUseesolose B={n:A-neU} eU,
quindi AN B # ; se prendo allora n € AN B, ho cio che cerco.

<. Per il punto precedente esiste W tale che W & U = U; l'ipotesi pero
garantisce anche che By N A # § (notazione del punto precedente) per ogni
A € U. Sia dunque A,C € U, si ottiene che Bc N A 2 Banc N (ANC) # 0;
visto che quindi {Ba} 4., UU gode della proprieta dell’intersezione finita, posso
considerare W ultrafiltro che estende tale famiglia (anziché solo {Ba},cp), €
per massimalita di U si deve avere che U = W.

iv).

Sfruttando ’esercizio precedente si ha che U, ¢ idempotente se e solo se per
ogni A tale che o € *A esiste a € A tale che o € (A — a) che equivale a dire
a+ae *A.

O



