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Lezioni 7,8,9,10

Notazioni Indicherd con w 'insieme {0,1,2,3,...}, e con N l'insieme w\ {0}.

I simboli C e D indicano inclusioni strette tra insiemi.
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Nota. Per definizione, dato o € *R limitato, si definisce st () come unico numero reale tale che
a — st (a) sia infinitesimo. Estendiamo la notazione al caso in cui « sia illimitato: se o > n per
ogni n € N, allora poniamo st (o) = 4+00; se @ < —n per ogni n € N, allora poniamo st (o) = —c0.
Estendiamo ’ordine di R su R U {+oc0} in modo usuale.

Esercizio 7.1. Sia *R un modello nonstandard dei reali. Sia a : N — R una successione di reali, e
sia I € RU {zxoo0}. Dimostrare che a (n) — I se e solo se per ogni v € *N\N vale st (*a (v)) = I.

Dimostrazione. Dimostriamolo nel caso in cui [ sia finito. I casi [ = +00 sono analoghi.
(=) Se a(n) — I, allora per ogni € > 0 esiste N, € N tale che

YneN(m >N —la(n) =1 <e).

Per il Transfer, si ha
Vv e*N(v >N, = |*a(v) =1 <e).

Ora, se v € *N\N, si ha che v > N, per ogni € > 0 (in quanto N, € N), e quindi |*a (v) — | < € per
ogni € > 0, da cui che *a (v) — I & infinitesimo, ossia *a (v) ~ .
(<) Se *a (v) ~ I per ogni v € *N\N, allora, per ogni € > 0, & vero che
ANe™N)(VWwe*™N)(v>N = "a(v) -l <e):
infatti, basta prendere N € *N\N. Per il Transfer, abbiamo che
AN eN)(YneN)(n>N = Ja(n) =1 <e)

ossia che a (n) — [. O



Esercizio 7.2. Sia *R un modello nonstandard dei reali. Sia a : N — R una successione di reali.
Dimostrare che, dato s € RU {+o0}, a ha una sottosuccessione convergente ad s se e solo se esiste
v € *N\N tale che st (*a (v)) = s.

Dimostrazione. Dimostriamolo nel caso in cui s sia finito. I casi s = +00 sono analoghi. Ricordiamo
inoltre la seguente proprieta generale: se A,B,C CRe f: A— B,g: B— C, allora *(go f) =
*go*f i *A — *C.
(=) Supponiamo che esista una sottosuccessione di a convergente ad s. Allora esiste una funzione
f : N — N crescente tale che la successione b = ao f : N — R converge a s. Per 'esercizio
precedente, abbiamo che per ogni v € *N\N si ha *b(v) ~ s, ossia *a (*f (v)) ~ s. Per concludere
basta dimostrare che se v € *N\N, allora anche *f (v) € *N\N. Ma questo ¢ ovvio: infatti, f ¢
crescente, e quindi lo & anche *f per Transfer, per cui deve essere *f (v) > n per ognin € N, e
dunque *f (v) € *N\N .
(<) Supponiamo che *a (v) ~ s per un certo v € *N\N. Allora, per ogni € € R,n € N con € > 0, si
ha

e NE>nAl"a(€) —s| <e):

infatti, basta prendere £ = v. Ora, per il Transfer, si ha
IJmeN(m>nAla(m)—s| <e).

Definiamo allora induttivamente

f*N —- N

1 —» min{meN:|a(n)—s| <1}
1
E+1 — minimeN:m> f(k)Ala(m)—s| <-——7.
k+1

La funzione f é ben definita in quanto gli insiemi di cui si prende il minimo sono tutti non vuoti,

per la proprietd appena dimostrata con il Transfer. Inoltre, la f é chiaramente crescente. Per
concludere mostriamo che ao f : N — R € una successione convergente a s. Per ogni k € N, si ha

1

(@o ) (k) —sl < ¢

per costruzione: allora, per confronto, si ha che ao f & convergente a s, come volevasi dimostrare. [

Esercizio 7.3. Sia *R un modello nonstandard dei reali. Sia a : N — R una successione di reali.
Allora

lirrgsolép (a(n)) = max{st("a(v)):v e *N\N}
linrr_l)ioréf (a(n)) = min{st(*a(v)):v € "N\N}

(dove i valori precedenti si intendono in R U {£00}).

Dimostrazione. Ricordiamo che, data una successione x : N — R di reali, 'insieme dei limiti di
sottosuccessioni di x ammette massimo e minimo in R U {#o00}: il massimo coincide con il limite
superiore di z, e il minimo coincide con il limite inferiore. Allora la tesi discende direttamente
dall’esercizio precedente. O



Osservazione. Sia *R un modello nonstandard dei reali. Prima di svolgere ’esercizio precedente,
facciamo qualche precisazione. Ricordiamo che, se A é un sottoinsieme di R, allora l'insieme dei
sottoinsiemi interni di *A ¢ la famiglia *P (A). Ora, sia FIN C P (N) l'insieme dei sottoinsiemi
finiti di N. Indichiamo con *FIN l'insieme dei sottoinsiemi iperfiniti di *N. Osserviamo che:

1. Dato che FIN C P (N), per Transfer si ha *FIN C *P (N), e quindi gli insiemi iperfiniti sono
sottoinsiemi interni di *N.

2. Per ogni v € *N, l'insieme [1, V] & iperfinito. Infatti, nel modello standard vale
(Vn € N) ([1,n] € FIN)
e quindi nel modello nonstandard vale

(Vv € *N) ([1,v] € *FIN).

3. Dato che, per ogni A € FIN, esiste un naturale n € N e una bigezione di A con [1,n], allora,
per Transfer, per ogni A € *FIN esiste un ipernaturale v € *N e una bigezione interna di A
con [1,v]. Per la precisione, la mappa “cardinalitd” |-| : FIN — N soddisfa ’enunciato

(VA e FIN)(3f € P(N x N)) (f é una bigezione tra A e [1,]A]]);

allora, per Transfer, la mappa *|-| : *FIN — *N soddisfa I'enunciato con quantificatori
limitati

(VA€ *FIN)(3f € "P(N x N)) (f ¢ una bigezione tra A e [1,* |A]]).
La funzione * |-| : *FIN — *N verra chiamata ipercardinalita.

4. Se A ¢é un sottoinsieme interno di *N e A é contenuto in un insieme iperfinito, allora A ¢
iperfinito. Infatti, vale ’enunciato

(VAeP(N))[(3Be€ FIN)(AC B) —» A€ FIN]
e quindi, per Transfer, vale I’enunciato
(VAe*P(N))[(3B € *FIN)(AC B) > A€ "FIN].
Dato che gli interni sono chiusi per intersezione, si ha quindi che, se B & un sottoinsieme
interno di *N e v € *N, allora BN [1,v] ¢ iperfinito.
Esercizio 7.4. Sia *R un modello nonstandard dei reali. Sia A C N. Dimostrare che

a(a) = max {st (AL oy e

v

Dimostrazione. Sia

a:N — R

AN, n]|
no o



allora per definizione si ha

d(A) = limsup (a (n)).
n—o0
Applicando 'esercizio precedente, si ha
d(A) = max {st (*a (v)) : v € *N\N} :

allora, per concludere, é sufficiente far vedere che per ogni v € *N si ha

e oy IPANL Y|
a(v) = > .
Questo & immediato usando il Transfer e ricordando che * (f o g) = *f o *g. O

Osservazione. Analogamente si dimostra che

a(a) = win {se (2R o e

14

Esercizio 7.5. Sia X un insieme. Data F C P (X), indichiamo con F* la famiglia dei sottoinsiemi
di X che intersecano ogni elemento di F. Dimostrare che se 7 C P (X) é non vuota, chiusa per
soprainsiemi e PR, allora F* & un filtro su X. Dedurre che la famiglia A* C P (N) ¢ un filtro su N.

Dimostrazione. Usiamo le seguenti osservazioni generali:

1. Se F # () allora ovviamente () & F*.

2. Se F é chiusa per soprainsiemi allora F* é chiusa per soprainsiemi. Infatti,se A C Be A € F*,
allora dato che A interseca ogni elemento di F allora anche B interseca ogni elemento di F.

3. Se F ¢ chiusa per soprainsiemi, allora F* = {S C X : §¢ ¢ F}. Infatti, se S € F*, allora S
interseca ogni elemento di F, e quindi S¢ ¢ F; viceversa, se S ¢ F*, allora esiste ' € F tale
che SNF =0, e quindi F C S¢, da cui che, essendo F chiusa per soprainsiemi, si ha S¢ € F.

Ora, sia F non vuota, chiusa per soprainsiemi e PR. Allora 7* é non vuota e chiusa per soprainsiemi
per i punti 1, 2. Dimostriamo che F* & chiusa per intersezione. Siano A, B € F*, e supponiamo per
assurdo che AN B ¢ F*. Allora (AN B)° € F, ossia A°U B¢ € F, e quindi essendo F PR abbiamo
Ace FVB e F. MaAe F*e Be F* equindi A° ¢ F A B¢ € F, assurdo.

Ovviamente la famiglia A C P (N) & non vuota e chiusa per soprainsiemi. Abbiamo visto in un
esercizio precedente che A ¢ anche PR. Allora, per quanto appena dimostrato, A* ¢ un filtro su N.

O

Esercizio 7.6. Sia A C Z. Dimostrare che BD (A) =1 se e solo se A & spesso.

Dimostrazione. Definiamo la N-successione

|[AN[z+ 1,z +n]|
a, = max .
Z€EZL n

Allora per definizione si ha
BD (A) = lim a,.

n—oo



Se A ¢ spesso, allora per ogni n € N esiste un intervallo I = [z + 1,2 + n] con € Z tale che I C A,
e quindi per ogni n si ha a, = 1, da cui che BD (A) = 1. Viceversa, sia BD (A) = 1, e supponiamo
per assurdo che A non sia spesso. Allora esiste k € N tale che A non contenga alcun intervallo
lungo k. Questo implica che per ogni n € N e per ogni z € Z, si ha

[AN[z+ 1,z +nk]| <n(k-1),

in quanto [z + 1, z + nk] & 'unione disgiunta di n intervalli consecutivi lunghi &, nessuno dei quali
¢ contenuto in A. Allora, per ogni n € N, si ha
nk-1 k-1

nk S = 0 = T}

Questo significa che a,, non puod convergere a 1 per n — oo, e questo ¢ assurdo in quanto (ank),,cx
é una sottosuccessione di una successione di reali convergente a 1. O

Esercizio 7.7. Trovare un insieme A C N spesso tale che d (A) = 0.

Dimostrazione. Definiamo
A=JR"+1,2"+n].
neN

Ovviamente A ¢ spesso. Verifichiamo che la successione (ay,),, oy con

AN [1,n]
n =
n
converge a 0, e quindi d (A) = 0. Dato che per ogni k < n si ha % < Z—i} e % > ni-l-l’ la successione

¢ strettamente crescente negli intervalli [2™ + 1,2™ 4+ n], mentre & strettamente decrescente negli
intervalli [2" +n+1, 2"“}. Dunque i “massimi relativi” della successione sono assunti negli indici
2™ +n. Dato che la successione ¢ > 0, ci basta quindi far vedere che la sottosuccessione b,, = agn

converge a 0. Se chiamiamo ¢, = [AN[1,2" +n]|, allora b, = 5. Ora, ¢ evidente che ¢, 41 =
¢cn +n+ 1; dato che ¢; =1, si ottiene che ¢,, =1+ - +n = @, e quindi
_n(n+1)
" 2(2n +n)
che ovviamente converge a 0. Ne consegue la tesi. O
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Esercizio 8.1. Siano A, B C N disgiunti. Allora

d(A)+d(B)<d(AUB)<d(A)+d(B)<d(AUB)<d(A)+d(B).

ANl g 1 BOlLY “"(AUB)[Lv]|

Dimostrazione. Chiamiamo a, = - ” ec = > Grazie al
Transfer, si ha * (AU B) =*AU*B e *AN*B = (). Inoltre, sempre con il Transfer, si verifica che



per ogni v € *N\N si ha *|* (AU B)N[1,v]| = *|*AN[1,v]| + * |*BN[1,v]|. Ne consegue che per
ogni v € *N\N si ha ¢, = a, + b,. Ora, abbiamo gia dimostrato in un esercizio precedente che

d(A) = t(a,) :
()= o)

in modo esattamente analogo si dimostra che

d(A) = ug*liNriN st (a,) -

Ricordiamo che st (a) + st (8) = st(a+ ). La tesi discende allora dalla seguente catena di
disuguaglianze ovvie:

i @)+ i ) S i (0 10
< min st(ay)+ max st(b,)
ve*N\N ve*N\N
< t (a, t (b,
< max stla) st (b)
< max st(a,)+ max st(b,)
ve*N\N ve*N\N
O
Esercizio 8.2. Se A= {a; <az <---} CNelaserie >, -1 converge, allora d (4) = 0.
Dimostrazione. Dimostriamo che
d(A)=0 < lim — =0.
n—oco Q,
Definiamo b, = M per k € N: allora si ha d(A) = 0 <= by — 0: la successione (by);cy

é non negativa, e assume i suoi “punti di massimo relativo” quando k¥ = a, per qualche n € N
(precisamente per gli n tali che a,, + 1 € A). Dunque, by — 0 per k — oo se e solo se b,, — 0 per
n — 00; ma b,, = AnlLan]l o=, e quindi d(A) =0 <= = — 0 per n — 0o, come volevasi

Qn
dimostrare. Per concludere, utilizziamo il seguente

Lemma. Sia (bn),cy una successione decrescente di reali positivi tale che la serie
convergente. Allora

nen On Sia

lim nb, = 0.
n—roo

Dimostrazione. Per il criterio di condensazione di Cauchy, la serie >
quindi

new 2"b2n € convergente, e

n— oo

Ora, per ogni n € N definiamo k,, € w come il minimo elemento di w tale che valga la disuguaglianza
n < 2F». Allora, dato che la successione (bn),en € decrescente, si ha

nbp < 267 by, .

Ovviamente, per n — oo si ha k, — oo, e per k, — oo il termine a destra della disuguaglianza
precedente converge a 0. Allora, per confronto, anche nb,, — 0. O



Ora, dato che la successione ((%) ¢ una successione decrescente e ) al converge, si ha che
neN n

-+ — 0 per n — oo, come volevasi dimostrare.
n
O

Esercizio 8.3. (Underspill) Siano A C *N e B C *N interni. Dimostrare che:

1. Se A contiene ipernaturali infiniti arbitrariamente piccoli, allora A interseca N.
2. Se V¢ € *N\N si ha [£, +00] C A, allora esiste n € N tale che [n, +oo] C A.

3. Se [—¢,€] C B per ogni € ~ 0, allora esiste 0 < r € R tale che [—r,7] C B.

Dimostrazione. Ricordiamo che i sottoinsiemi interni di *N sono gli elementi di *P (N), e i sottoin-
siemi interni di *R sono gli elementi di *P (R).

1. Innanzitutto, essendo A C *N interno, A ammette minimo, in quanto ogni sottoinsieme di N ha
minimo. Volendo essere rigorosi, nel modello standard vale (VX € P (N)) (z € X) (Vy € X) (z < y),
e quindi per Transfer nel modello nonstandard vale (VX € *P (N)) 3z € X) (Vy € X) (z < y).
Ora, sia £ il minimo di A: allora £ non puo stare in *N\N;, in quanto allora £ — 1 sarebbe un
ipernaturale infinito strettamente minore di tutti gli elementi di A. Ne consegue che £ € N, e
quindi A interseca &.

2. Sia C linsieme degli a € A tali che [a,+00] C A. Allora C & interno. Infatti,
C={acA:(Vze"N)(z>a—z€cA)},

dunque C é il sottoinsieme di un interno definito (relativamente a tale interno) da una formula
con quantificatori limitati e parametri interni, e quindi € interno. Allora, come abbiamo visto
nel punto 1, C' ha minimo in N. Sia n tale minimo: allora, per definizione di C, abbiamo che
[n, +o0] C A.

3. Sia C l'insieme dei b € B tali che b > 0 e [-b,b] C B. Allora C ¢ interno. Infatti,
C={beB:(b>0)ANVze™R)(-b<z<b—ze€B)}

e quindi si ragiona come nel punto precedente. Ora, se C' é superiormente illimitato, la tesi
é ovvia, quindi supponiamo che C sia superiormente limitato. Essendo C' C *R interno, C'
ammette sup in *R, in quanto ogni sottoinsieme di R superiormente limitato ha sup in R.
Volendo essere rigorosi, nel modello standard vale

(VX € P(R)) [X limitato superiormente in R — (Isup € R) (sup ¢ il minimo dei maggioranti di Xin R)]

(dove “X limitato superiormente” e “sup ¢ il minimo dei maggioranti di X” sono esprimibili
con ovvie formule con quantificatori limitati e unico parametro R), e quindi per Transfer nel
modello nonstandard vale la stessa formula con *P (R) a sostituire P (R) e *R a sostituire R.
Ora, sia v = sup (C). Osserviamo che non pud essere v ~ 0: infatti, se v ~ 0, allora 2y ~ 0,
e quindi [—2v,2v] C B da cui che, essendo v = sup (C), si ha v > 2v da cui 1 > 2, assurdo.
Allora certamente esiste r € R tale che 0 < r < ~, e quindi esiste & € *R tale che r < a <~
da cui [—«, o] C B, e quindi [-r,r] C B.



O

Esercizio 8.4. La lunghezza di un intervallo [a, 5] C *N ¢é lipernaturale 8 — o + 1. Sia A C N.
Sono equivalenti:

1. A é spesso.
2. Per ogni v € *N esiste un intervallo di lunghezza v con I C *A.
3. *A contiene un intervallo di ipernaturali di lunghezza infinita.

4. Esiste £ € *N tale che £ +n € *A per ogni n € N.
Dimostrazione.

1. (1 = 2) Dato che A & spesso, A contiene intervalli arbitrariamente lunghi. Allora nel modello
standard vale I’enunciato

(WneN)(FacA)(VzreN)(a<z<a+n—ze€A,
e quindi per Transfer nel modello nonstandard vale I’enunciato
(Vv e*™N)(Fae*A)(Vze*N) (a<zx<a+v—ze™A).
Ne consegue la tesi.

2. (2= 3) Ovvio.

3. (3=4) Se [a, f] C *A ha lunghezza infinita, allora 3 — a € *N\N, e quindi per ogni n € N si
ha o+ n < 8. Ne consegue che per ogni n € N si ha a+n € [a, 8] C *A e quindi la tesi.

4 (4= 1) Sia
C={ve'™N:£+ve*A}:

allora C' & un sottoinsieme interno di *N contenente N, e quindi per overspill deve contenere
un intervallo infinito [1,7]. Ne consegue che *A contiene l'intervallo infinito [ + 1,£ + v].

Esercizio 8.5. Sia B C N. Sono equivalenti:
1. B é sindetico.
2. Esiste k € N tale che *B ha solo buchi di ampiezza < k.
3. *B non ha buchi infiniti, ossia interseca ogni intervallo infinito.
4. Per ogni { € *Nsiha Be ={neN:{+ne*B} #0.

Dimostrazione. Osserviamo che se B¢ = N\ B, allora * (B¢) = (*B)“ = *N\*B: infatti, nel modello
standard vale (V& € N) (z € B¢ <+ « ¢ B) e quindi nel modello nonstandard vale (Vz € *N) (z € * (B¢) +> « € *B).



1. (1 = 2) Sia B sindetico. Allora esiste k € N che limita la lunghezza di un qualunque buco di
B, ossia nel modello standard vale

(Va € N) (Vb € N) ([a,b] CB* - b—a+1<k)

(dove la formula [a, b] € B¢ é un modo veloce per scrivere (Vx € N) (a < x Az < b — z € BY)).
Allora, per Transfer, nel modello nonstandard vale

(Ma e *N) (V8 € *N) ([o, 8] C*B° - f—a+ 1 < k)
e questo prova che *B ha solo buchi di ampiezza < k.
2. (2= 3) Ovvia.

3. (3 = 4) Supponiamo per assurdo che Be = ) per un certo { € *N. Sia
C={ve*N:{+ve*B}:

allora C' @ interno e contiene N, dunque per overspill deve contenere un intervallo [1, 7] con
v € *N\N: questo & assurdo, perché allora * B¢ conterrebbe 'intervallo infinito [§ + 1, + v] e
quindi *B avrebbe un buco infinito.

4. (4 = 1) Sia vero che per ogni { € *N si ha Be # 0, e supponiamo per assurdo che B non sia
sindetico. Allora B¢ ¢ spesso, e quindi per il punto 4 dell’esercizio precedente esiste £ € *N
tale che (B), = {n € N: & +n € *(B°)} = N. Ora osserviamo che (B¢), = (Bg)": infatti,
n € (B, seesolose{+n¢€™ (B = (*B)“ se e solo se £+ n & *B se e solo se n & Be.
Allora, dato che Bg =N, deve essere Be = (), assurdo.

O

Esercizio 8.6. Sia [ un insieme infinito. Allora 8I non é metrizzabile.

Dimostrazione. Osserviamo che in ogni spazio metrico (X, d), per ogni punto x € X esiste una
base locale in & numerabile tale che la sua intersezione coincida con {z}: basta prendere gli insiemi
B (z) = {ye X:d(y,z) < 1}

Supponiamo ora per assurdo che I sia uno spazio metrico. Sia U un ultrafiltro non principale
su I: allora esiste una base locale in U numerabile {B,}, tale che (), .y B, = {{}. Dato
che gli {04 : A C I} sono una base della topologia su SI, per ogni n € N esiste Oy4, tale che
U € Oy, C By: allora anche (), .y Oa, = {U}, ossia U & I'unico ultrafiltro su I che contiene
ogni A,. Questo implica che la famiglia {A,}, .y genera U: infatti, la famiglia {A, }, .y ha la FIP
perché é una sottofamiglia di U, e quindi il filtro da essa generata deve essere proprio U (altrimenti
potremmo estenderla a due ultrafiltri distinti). Questo é assurdo: infatti, vale il seguente

Lemma. Sia U un ultrafiltro nonprincipale su un insieme infinito I. Allora U non puo essere
generato da una famiglia numerabile di sottoinsiemi di I.

Dimostrazione. Supponiamo per assurdo che U sia generato dalla famiglia {A,}, .y con A, C I.
Allora:

1. Per ogni n € N l'insieme A; N---N A, é infinito, in quanto sta in & che é non principale.



2. Per ogni B C I, la famiglia {B} U {A,},cy ha la FIP se e solo se B € U. Infatti, la direzione
< ¢ ovvia, mentre se {B} U {A,}, .y ha la FIP allora si estende ad un filtro 7 2 U, da cui
che essendo U/ massimale abbiamo F = U e quindi B € U.

Definiamo ora induttivamente due insiemi X = {z,},cy € ¥ = {yn},cy nel seguente modo:
scegliamo 27 € A; e y; € Aj\{x1} arbitrariamente; continuiamo scegliendo zo € A; N Az e
y2 € A1 NAs\ {z1}; al passo n-esimo, scegliamo z, € A1 N---NA, ey, € A1N---NAN\{x1, ..., T}
Osserviamo che le scelte degli y,, sono possibili in quanto per ogni n € N l'insieme A; N---N A, &
infinito. Ora, per costruzione, X e Y sono disgiunti: inoltre, per ogni n € N, si ha

T, € AiN---NA,NX
yn € A1N---NA,NY

e quindi le famiglie {X} U {A,}, oy e {Y} U {4,}
assurdo in quanto X e Y sono disgiunti.

nen hanno la FIP. Ma allora X € U e Y € U,
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Esercizio 9.1. Un A C Z é sindetico se e solo se esiste ' C Z finito tale che A + F = Z.

Dimostrazione. Se A é sindetico, allora esiste n € N tale che ogni buco di A sia di ampiezza al piu
n. Allora, se prendiamo F' = {1,...,n}, si ha A+ F = Z: infatti, se « ¢ A allora esiste zy € A tale
che 0 <z—29p=k<n,equindi zg +k =z € A+ F, da cui per la generalita di x si ha la tesi.
Viceversa, sia A non sindetico, e sia F' insieme finito. Definiamo

fmin = min ((FN(-00,0))U{0})
fmax = max ((FN(0,+00))U{0}):

allora, dato che A non ¢é sindetico, esistera un x ¢ A tale che, detto zp = max{a € A : a < z} e detto
x1 =min{a € A:a >z}, si abbia ¢ + fmax < © < 1 + fmin- Questo implicache z ¢ A+ F. O

Esercizio 9.2. Un A C Z ¢ spesso se e solo se per ogni F' C Z finito esiste x € Z tale che z+ F C A.

Dimostrazione. Ovviamente la tesi (VE C Z finito) (3z € Z) (z + F C A) equivale all’enunciato (VF C Z finito) (3x € Z)
Usando l'esercizio precedente, abbiamo che: A & spesso <= A€ non ¢ sindetico <— VF C Z
finito si ha A°+ FF € Z <= VF C Z finito esiste € Z tale che x € A° + F <= VF C Z finito
esiste © € Z tale che per ogni f € Fsihaz — f & A° <= VI C Z finito esiste x € Z tale che
z— F CA. O

Esercizio 9.3. Dimostrare che le famiglie dei sindetici di Z e degli spessi di Z non sono regolari
per partizioni.

Dimostrazione. Non sono neanche debolmente regolari per partizioni su Z. Infatti:
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1. 7Z & sindetico, ma l'insieme A = |J, oy ([n2,n2 + n] U [—n27 — (n2 + n)]) € Spesso con com-
plementare spesso, e quindi sia A che A° non sono sindetici.

2. Z ¢ spesso, ma sia PARI che DISPARI non sono spessi.

O

Esercizio 9.4. Dimostrare che A C N & sindetico a tratti se e solo se esiste un I intervallo infinito
di ipernaturali tale che i buchi di *A N I siano di ampiezza finita.

Dimostrazione. Dato che A é sindetico a tratti, si ha A =T NS, dove T & spesso e S ¢ sindetico.
Ricordando le caratterizzazioni nonstandard degli spessi e dei sindetici, abbiamo che *T' contiene
un [ intervallo infinito di ipernaturali, e che esiste k € N tale che ogni buco di *S abbia ampiezza
< k. Ora, abbiamo *ANI=*(SNT)NI=*SN*TNI="*SNI, e quindi ogni buco di *ANT ha
ampiezza < k, da cui la tesi. U

10 Esercizi 30-3-2015

non ha elementi

[

Esercizio 10.1. Sia [ un insieme infinito. Dimostrare che 'ordine < su
massimali.

Dimostrazione. Dimostriamo prima due lemmi:

Lemma. Siano I,J insiemi non vuoti, e siano 7 : I X J = I emy : I x J — J le proiezioni
canoniche. Seld € I eV € BJ, allora (m1), URV)=U e (M) URV) = V.

Dimostrazione. Dimostriamo che (), (U ® V) = U: infatti, se A € U allora 7, ' (A) = A x J sta
inU®V,in quanto {i € I : (A x J), € V} = A €U, in quanto

(AxJ)i:{jGJ:(i,j)eAxJ}:{é sz

Ne consegue che U C (m1), (U ® V), e quindi dato che entrambi sono ultrafiltri su I si ha l'ugua-
glianza.

Dimostriamo che (m3), (U ® V) = V: infatti, se A € V allora 7, " (A) = I x Astain U ® V, in
quanto {i € I : (I x A), € V} =1 € U, in quanto

(IxA),={jeJ:(i,j)elxA}=A.

Ne consegue che V C (m3), (U ® V), e quindi dato che entrambi sono ultrafiltri su J si ha l'ugua-
glianza. O

Lemma. Se U ¢ un ultrafiltro nonprincipale su I, allora Y <U Q U.

Dimostrazione. Mostriamo che Y <U @ Y. Dal lemma precedente, abbiamo (71), U @U) =U, e
quindi ¥ < U @U. Mostriamo ora che Y @ U £ U. Supponiamo per assurdo che esista f = (f1, f2) :
I — I x1I tale che f, UY) = U @U. Allora (m o f), (U) = (f1), (U) = U e quindi f; =4 idy;
analogamente, (m2 0 f), (U) = (f2), (U) = U, e quindi fo =4 id;. Ne consegue che f =y 4, dove
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0 : I — I x1I manda iin (i,i), e quindi f. (i) = . (U). Ci resta da dimostrare che se U &
nonprincipale allora §, (U) ZU @U. Se A € U, allora § (A) € §, (U): ma 6 (A) € U ®U, in quanto
(0(A), ={jel:(i,j) €d(A)} = {i} e quindi se U & nonprincipale {i € I : (§ (A)), cU} =0 &
U. 0

Ora risolviamo 'esercizio. SiaUf € SI: allorald < U @U. Dato che I ¢ infinito, esiste una bigezione
f:IxI— I:. definiamo
V=A{f(A): AeUxU}.
Osserviamo che f, (U @ U) = V: infatti, se B € V allora B = f (A) per un certo A € YU, e quindi
fAB)=f1(f(A) =AcU®U da cui che B € f, (U @U), mentre se B € f, (U U) allora
f7H(B)eU®U, e quindi B= f(f~*(B)) € V. Ne consegue che Y @ U ~ V), e quindi ] < [V].
O

Esercizio 10.2. Sia U € SN\N. Le seguenti affermazioni sono equivalenti.
1. U é <-minimale in SN\N, ossia per ogni V € SN\NsihaV<U =V ~U.

2. U & selettivo, ossia se {A,},y ¢ una partizione propria (ossia ogni pezzo & non vuoto) di N
tale che per ogni n € N si abbia A, & U, esiste X € U tale che, per ogni n € N si abbia
[XNA,| =1

3. Per ogni f: N — N esiste A € U tale che f|4 & costante oppure iniettiva.

4. Ogni f: N — N é U-equivalente ad una g : N — N costante oppure biunivoca.

5. Se *R = %N e £ € *R ¢ infinitesimo, allora esiste f : N — R infinitesima, e costante o
strettamente monotona, tale che [f] = £.

6. Ogni f: N — N é U-equivalente ad una g : N — N non decrescente.

7. U ¢ di Ramsey, ossia per ogni r-colorazione di [N]* esiste H € U tale che [H]? sia monocro-
matico.

Dimostrazione. Dimostro 7= (5 <= 6) = (1 <= 2 <= 3 <= 4). La dimostrazione conclu-
siva 2 = 7 & parziale.

1. (4 = 3) Supponiamo che non esista A € U tale che f4 sia costante. Allora f non & U-
equivalente ad una funzione costante, e quindi per la 4 é U-equivalente ad una g : N — N
biunivoca. Allora A={neN: f(n)=g(n)} €U e fla = gja, da cui che fj, ¢é iniettiva.

2. (3 = 4) Supponiamo che esista A € U tale che f|4 sia iniettiva. Dato che U ¢ nonprincipale,
A ¢ infinito e quindi esistono A; LAy = A infiniti. Osserviamo che f4, e f|4, sono iniettive, e
quindi |f (A1) = |f (A2)| = Ng. Ora, WLOG A; € U. Osserviamo che |[N\A;| = |N\f (4;)| =
Ng in quanto As C N\A4; e f (A2) C N\ f (A;). Allora esiste una bigezione N\ 4; — N\ f (4;),
che incollata a f|4, fornisce una bigezione g : N — N che ¢ U-equivalente ad f.

3.2=3)Sia f: N = Nesia B, = f!(n). Allora {B,},cy ¢ una partizione di N. Se
B, € U per qualche n € N, allora dato che fz, € costantemente uguale a n abbiamo finito.
Supponiamo quindi che B, € U per ogni n. Allora, dato che U/ ¢ un ultrafiltro, esistono
infiniti n € N tali che B,, # 0 , e quindi per la 2 esiste X € U tale che per ogni n € N si abbia
|X N B,| <1. Allora f|x é chiaramente iniettiva.
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4. (3 = 2) Sia {An}, ¢y una partizione propria di N tale che Vn € N si abbia A,, ¢ U. Definiamo
f:N— Ntale che f (z) =n <= z € A,. Per ipotesi, esiste Y € U tale che fjy sia costante
oppure iniettiva. Ma fjy non puo essere costante, perche se lo fosse allora dovrebbe essere
Y C A, per qualche n € N, e quindi A, € U, assurdo: ne consegue che f|y ¢ iniettiva, e
quindi per ogni n € Nsi ha |Y N A,| < 1. Allora possiamo estendere Y ad un X € U (perche
Y € U) tale che | X NA,| = 1 per ogni n € N, aggiungendo ad Y il minimo di A,, per ogni
n € N tale che Y N A, = 0.

5. (1=4)Sia f: N — N, esia V = f, (). Cisono due casi possibili:

(a) V éun ultrafiltro principale, diciamo generato da {n}. Dimostriamo che f é U-equivalente
alla mappa costante in n. Dato che f, () = V, si ha che perogni A € Usiha f (A) € Vo
equivalentemente n € f (A). Siaora X = {z € N: f (z) =n}. Allora X € U, in quanto
n & f(X¢) per definizione di X.

(b) V ¢é un ultrafiltro nonprincipale. Allora, per la 1, si ha V ~ U, ossia esiste g : N - N
biunivoca tale che g, () = V. Ora, g. (U) = f. (U) e g & iniettiva: ne consegue che
9=uf.

6. (4=1) Sia V € pN\N tale che V < U. Allora esiste f : N — N tale che f,. (/) = V. Per la
4, esiste g : N — N costante o biunivoca tale che f =y g, da cui che f, (U) = g. (U) = V.
Se la g & costante su n, allora si verifica facilmente che g, (/) é V'ultrafiltro su N generato da

{n}, e questo & assurdo in quanto V & nonprincipale. Ne consegue che g & biunivoca, e quindi
U ~ V. Dalla generalita di V si ha la 1.

7. (5=6) Sia f : N = N. E sufficiente dimostrare che esiste X € U tale che fix ¢ costante
oppure non decrescente. Supponiamo che f non sia U-equivalente ad una costante: allora
[f] € *N\N. Consideriamo

g:N — R
L1
n —
f(n)
allora [g] = [f]”" e quindi [g] € *R ¢ infinitesimo. Per la 5, esiste A : N — R monotona

infinitesima tale che [h] = [g], e quindi X = {neN:h(n)=g(n)} €Y. Ora, in X la h &
positiva, monotona e infinitesima: ne consegue che deve essere decrescente. Questo implica
che la f ristretta a X ¢ crescente: infatti, se #1 < zo € X, allora h(z1) > h(x2), ossia

f(flvl) > ﬁ’ da cui f(z1) < f (z2).

8. (6 = 5) Sia £ € *R infinitesimo, diciamo £ = [g] dove g : N — R. Se £ = 0, allora g deve
essere U-equivalente alla successione di tutti 0. Supponiamo quindi WLOG & > 0. Allora
g > 0 in un insieme U-grande. Definiamo ora

f*N — N
m m§|g(n)|< mi.n
1 g(n)=0 '

Per la 6, esiste H € U tale che f|y sia nondecrescente, e per quanto detto prima possiamo
supporre WLOG che in H la g sia positiva. Pertanto, ponendo H = {hy < hg < hg < ---},

n

13



10.

11.

abbiamo che Vi € N si ha f(h;) < f (hit1), hiy1 > hi+1e W <g(h) < W;
da cui

1
h; < -
g (hi1) f(hig1) + hipa
1
= fhig1)+hi+1
c v
- f(hy)+hi+1
< g(h)

e quindi g (h;+1) < g(h;): ne consegue che g é strettamente decrescente su H. La g deve
anche essere infinitesima su H, perché se per assurdo avessimo g > % su H per un certo
n € N, allora avremmo che {m € N: |[g(m)| < 1} € U perché ¢ ¢ infinitesimo, e inoltre

{meN:|g(m)|>21} 2D H ecl, assurdo.

. (6 = 2) Sia {A,}, oy una partizione propria di N tale che Vn € N si abbia A,, ¢ U. Definiamo

f N = Ntale che f(r) =n <= 1z € A, Perla6, esiste B € U tale che f|p sia
nondecrescente. Definiamo B,, = A, N B: allora {B,}, .y ¢ una partizione di B tale che
(Yn eN)B,, < B,11 (ossia se z € B, e y € B,y allora x < y): infatti, se per assurdo
esistessero * € B,y € B,y tali che x > y, essendo fip non decrescente dovrebbe essere
n = f(z) > f(y) = n+ 1, assurdo. Osserviamo adesso che B, # () per infiniti n: infatti,
se cosi non fosse, essendo B € U dovremmo avere B,, € U per un certo n, assurdo in quanto
B, C A, ¢ U. Allora ogni B,, é superiormente limitato dal minimo di B,,+1, e quindi ogni B,
é finito, diciamo B,, = {bn 1, ..., b i, }. Definiamo ora g : N — N tale che g(z) =1se z ¢ B,
mentre g (bn,s) = bn.k,—s+1 (in pratica la g ristretta a B,, inverte l'ordine). Per la 6, esiste
Y € U tale che g|y sia nondecrescente. Allora deve essere [Y N B,| < 1 per ogni n € N. Dato
che X =Y NB €U, abbiamoche XNA,=YNBNA,=YNDB,, equindi | XNA4,| <1
per ogni n € N. Per ottenere I'insieme selettivo desiderato, basta estendere eventualmente X
aggiungendo un punto di A4,, per ogni n € N tale che X N A,, = 0.

(7= 6) Sia f : N — N. 2-coloriamo [N]*> = B U N nel seguente modo: se i < j € N, allora
{i,j} € B <= f(i) < f(j). Per 7, esiste H € U tale che [H]” sia monocromatico. Allora,
se [H ]2 C N la f é strettamente decrescente su H, e questo € assurdo in quanto H ¢ infinito.
Ne consegue che [H ]2 C B, ossia f & non decrescente su H, e quindi & U-equivalente ad una
¢ : N — N nondecrescente.

(2 = 7) Diamo per buono il seguente

Lemma. Sia U un ultrafiltro selettivo. Se By 2O Bs O -+ sono elementi di U, allora esiste
un H={hy <hy <---} €U tale che hy € By € hy41 € By,,.

Fissiamo una r-colorazione di [N]*: allora essa induce in modo naturale una r-colorazione
di AT = {(x,y) eEN?:z < y} Si verifica facilmente che A* € U ® U: allora uno degli r

colori, diciamo A C A%, & un elemento di ¢ ® . Definiamo A = {n N: A, €U}, dove
A, = {meN:(n,m) e A}. Allora, dato che A € U ® U, abbiamo che A € U e, per ogni
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a€ fl, abbiamo A, € U. Fissiamo A = {a; < as < ---} e poniamo

B, = AN m Ayg.
k€An1,n)

Chiaramente ogni B, sta in U/ perché intersezione finita di elementi di : inoltre, B; 2
By D ---. Applicando il lemma precedente, esiste un H = {h; < hg < ---} € U tale che
hi € By € hyy1 € By,. Allora [H]” = {(h,W) € H?: h < h'} ¢ interamente contenuto in
A, e quindi ¢ monocromatico. Infatti, se prendiamo h; < hj, allora h; < h;_; e quindi
h; € B, , € Bx, C Ap,, da cui che (h;, h;) € A.

O

Esercizio 10.3. Indichiamo con U/; 'ultrafiltro principale generato da i.

1. Gli insiemi O 4 sono tutti e soli i clopen di BI.
2. Sia U apertodi BI. Se A={i€l:U; €U} =UnNI, allora U = O4.
3. Se U ¢ unintorno di Y, allora {i e I : U; e U} =UNIe€U.

Dimostrazione.

1. Abbiamo visto a lezione che gli O4 sono clopen. Sia ora C' un clopen. Allora C' = Uje] Oa,.
Dato che C' & un chiuso di un compatto, C' ¢ compatto, e quindi dal ricoprimento aperto dato
dagli O4; puod essere estratto un sottoricoprimento finito: ne consegue che C'= 04, U---U
Oa, = 04,004, -

2. SiaU = UjeJ OAJ,. Osserviamo allora che Vi € A; abbiamo U; € OAj CU, equindi 4; C A.
Ne consegue che O4; C O4 per ogni j € J, e quindi, essendo O4 chiuso, U C O4. Viceversa,
se U € O4\U, allora U ¢ di frontiera per U. Infatti, se i € Op per un certo B, allora B € U
da cui BN A € U e quindi esiste ¢ € BN A: allora U; € U N Op per definizione di A e per il
fatto che B € U;.

3. Se U ¢ un intorno di U, allora esiste V' aperto tale che &/ € V C U. Allora, dal punto
precedente, abbiamo U € V CV = Oynr C OpnrequindiUNT € U.

O

Esercizio 10.4. Sia I un insieme infinito. Se A C I, allora la chiusura topologica di A in SI & O 4.

Dimostrazione. Ricordiamo che A, visto come sottospazio di 51, é 'insieme degli ultrafiltri princi-
pali generati da un elemento di A. Innanzitutto A C O4: infatti, se U & generato da {a} per un
certo a € A, allora A € U da cui che Y € O4. Dato che @4 é chiuso, si ha A C O4. Viceversa,
dimostriamo che ogni elemento di O4 ¢é di accumulazione per A, ossia che se U € O4 allora per
ogni Op tale che Y € Op si hache OgNA#(. Seld € Op, allora B € U, e quindi dato che A € U
si ha anche AN B € U, da cui che AN B ¢é non vuoto: allora, preso V principale generato da un
elemento di AN B, abbiamo che V € Og N A. O
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Esercizio 10.5. Sia S : N x N — N la funzione somma, e siano /,V € SN. Dimostrare che
UV =5.URYV).

Dimostrazione. Sia A € U ® V. Dobbiamo dimostrare che S™! (A) € U ® V. Si ha
ST A ecUxV <= (neN:{meN:n+mec A} eV} el;

ora, dato che A € U @&V, si ha che {[neN: A—n eV} € U; osserviamo ora che A —n C
{meN:n+me A}: infatti, se m € A —n, allora m = a —n per un certo a € A, e quin-
din+m € A. Dunque si hache A—n €V = {meN:n+mec A} € V, e quindi dato che
{neN:A—-neV} €U, abbiamo che {ne N: {meN:n+me€ A} € V} € U ossia S~ (4) €
U ®V. Per la generalita di A, questo prova che Y @V C S, (U ® V). Dato che entrambi sono
ultrafiltri su N, vale I"'uguaglianza. O
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