Dario Ascari
Esercizi del corso di ultrafiltri

assegnati il 23-24-27/3/15

Definizione 0.1. Dato v €* N infinito, si definisce p,(A) := st(w)

Lemma 0.1. y, & una misura finitamente additiva invariante per trasla-
zione su P(N).

Lemma 0.2. d(A) = max,{,(A)} e d(A) = min, {p,(A)}

Esercizio 0.1. ANB =0 = d(A) +d(B) < d(AUB) < d(A) +d(B) <
d(AUB) < d(A) +d(B)

Dimostrazione. Sono ovvie le seguenti (supponendo che tutti i massimi ed i
minimi esistano):

e min;{z;} + min;{y;} < min;{z; + y;}
e max;{z;} + max;{y;} > max;{z; + v}
e max;{z;} +min;{y;} < max;{z; +y;}
e max;{x;} + min;{y;} > min;{x; + y;}
Per il lemma 1, essendo AN B = 0, vale u, (A) + p,(B) = u,(AUB). Ora la

basta riscrivere la tesi usando il lemma 2: min, {x,(A4)} + min, {u,(B)} <
min, {p, (AU B)} < min, {41, (A)} + max, {p,(B)} < max,{u, (AU B)} <
maxy {1, (A)} + max, {1, (B)} O

Esercizio 0.2. Dato A := {a; : i € N} con a; interi crescenti al crescere di

i, valeZia%<oo:>a(A):O

Dimostrazione. Dimostro la contronominale d(4) = 2¢ >0 = >, a% = o0.

Essendo d(A) = 2¢, posso scegliere una successione crescente di interi o; tale
ch M > ¢; inoltre posso supporre “=1 — 0 (a meno di estrarre una
sottosuccessmne degli ;). Sia 5; := |[AN[1,q4]| : vale a; > B; > ecy;. Si ha

che (visto che in AN [a;—1 + 1, ;] ci sono B; — B;—1 elementi)
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e dal momento che %=1 — 0, I'addendo della somma scritta sopra tende a

log(1+ 1%) >0, quinai la serie diverge e la tesi &€ dimostrata. O

Esercizio 0.3. Dato X = {71 < x5 < ...} trovare una 2-colorazione di [N]?

tale che VH infinito e con tutte le coppie di elementi monocromatiche valga
lim oLl
[ XN[1,n]|

n—oo

Dimostrazione. Scelgo una successione crescente a; e coloro le coppie in
questo modo:

® 2,y € [aj,ai+1) = {x,y} rosso;

® x € [a;,ai41) Y € |aj,a;41) = {x,y} blu (i # j);

In questo modo, qualunque insieme H infinito con tutte le coppie monocro-
matiche non puo contenere due elementi nello stesso intervallo [a;, a;+1), al-
trimenti non potrebbe contenere altri elementi all’infuori di quelli in [a;, a;+1)
e non sarebbe infinito. A questo punto basta scegliere a; = x4i: in questo

modo se Ty < n < Xgi+1 si ha XA <5 =0 O

Esercizio 0.4. BD(A) > 0= A — A sindetico.

Dimostrazione. Lemma preliminare: se un insieme B non é sindetico, allora
*B contiene buchi di lunghezza infinita in ogni intervallo [1, A] con A infinito;
infatti sia dato B non sindetico, e siano Bj, Bo, ... insiemi di 1,2, ... interi
consecutivi rispettivamente tali che B; N B = () e max B; < min B;,1, e sia
dato A = [(\;)sen] infinito: allora I'insieme interno generato dalla successione
(Bii)li € N) (dove k(i) := max{k : max By < \;}) ¢ un intervallo infinito
contenuto in [1, A] e che non interseca *B.

Caratterizzazione non-standard della densita di Banach: vale, al variare di
J tra gli intervalli infiniti, BD(A) = max st(l*’m‘]l): inoltre e facile dimo-
strare che se BD(A) = st( [ An] ), A infinito e % ¢ infinito, allora esiste un

7]
sottointervallo K C I lungo A tale che BD(A) = st(' T‘IQ‘K‘ ).

Veniamo ora all’esercizio: supponiamo per assurdo che A — A non sia sin-
detico: allora per il lemma *(A — A) = *A — *A ha buchi infiniti in ogni
intervallo [1, A] con A infinito. Inoltre, poiche BD(A) = d > 0, esiste un in-

tervallo infinito I tale che st( ‘*T‘IT”) ~ d. Considero ora un buco infinito di

*A—"*A contenuto in [1,+/|I|], e sia [vp — v, v + ] tale buco (v, ¢ infiniti,
v < /|I]): se a € *A allora [a + vy — ¢, a + v + ] N *A = (). Scelgo ora
un sottointervallo [z, z 4+ 2v¢] C I lungo 2v¢ tale che st(%) ~ d.
Divido tale intervallo in sottointervalli lunghi ¢ indicizzati con [1,2v]: se

I'intervallo con indice ¥ interseca * A, allora 'intervallo con indice ¥ + v non



puo intersecare *A. Quindi *A interseca al piu la meta (cioe v) di tali inter-
valli; inoltre per definizione di densita di Banach, in ognuno di tali intervalli
*A puo avere al piu densita d: quindi d ~ st(%) < % = %,
assurdo. O



