
Esercizio 6. Sia U un ultra�ltro non principale su N e sia B ∈ U ⊗U ⊗ U . Allora esiste

un insieme H ⊆ N in�nito tale che [H]3 ⊆ B.
Utilizzare il fatto appena enunciato per completare la dimostrazione del caso generale

del Teorema di Ramsey.

Soluzione Descrivo un procedimento induttivo per costruire un tale insieme H. Uti-

lizzo le notazioni

Bn = { (m, l) ∈ N× N | (n,m, l) ∈ B }

Bn,m = { k ∈ N | (n,m, k) ∈ B }

B̂ = { n ∈ N | Bn ∈ U ⊗ U }

B̂n = {m ∈ N | Bn,m ∈ U } .

Poiché B ∈ U ⊗U ×U si ha, per de�nizione, che B̂ ∈ U , dunque ∃h1 ∈ B̂ (in particolare

B̂ è in�nito, essendo U non principale). Ma h1 ∈ B̂ signi�ca Bh1 ∈ U ⊗ U , cioè, per
de�nizione, che B̂h1 ∈ U . Dunque anche B̂h1 è in�nito e si ha che ∃h2 ∈ B̂ ∩ B̂h1 ∈ U e

h2 > h1. Però h2 ∈ B̂h1 signi�ca che Bh1,h2 ∈ U e h2 ∈ B̂ implica che Bh2 ∈ U ⊗ U e

dunque che B̂h2 ∈ U . Perciò posso scegliere (dato che U è non principale) h3 > h2 tale

che

h3 ∈ B̂ ∩ B̂h1 ∩ B̂h2 ∩Bh1,h2 ∈ U .

Poiché in particolare h3 ∈ Bh1,h2 , avrò (h1, h2, h3) ∈ B. Sia H3 = { h1, h2, h3 }; allora
[H3]3 ⊆ B (identi�cando le terne non ordinate con le terne crescenti).

Procedo per induzione: suppongo di aver costruito un insiemeHn = { h1 < h2 < · · · < hn }
tale che [Hn]3 ⊆ B e tale per cui ogni hi è scelto nell'insieme

B̂ ∩

( ⋂
1≤k<i

B̂hk

)
∩

( ⋂
1≤k<l<i

Bhk,hl

)
∈ U dove B̂hk

, Bhk,hl
∈ U .

Costruisco allora un insieme Hn+1 con la stessa proprietà tale che Hn+1 = Hn ∪ {hn+1}
con hn+1 > hi per ogni i = 1, . . . , n. Si ha che

• hn ∈ B̂ ⇒ B̂hn ∈ U ;

• hn ∈ B̂hi
∈ U per ogni 1 ≤ i < n implica che Bhi,hn ∈ U per ogni 1 ≤ i < n.

Dunque esiste hn+1 > hn tale che

hn+1 ∈ B̂ ∩

( ⋂
1≤k≤n

B̂hk

)
∩

( ⋂
1≤k<l≤n

Bhk,hl

)
∈ U

Poiché hn+1 ∈ Bhk,hl
per ogni 1 ≤ k < l ≤ n, si ha che (hk, hl, hn+1) ∈ B e dunque

Hn+1 = Hn ∪ {hn+1} è tale che [Hn+1]3 ⊆ B come cercato.

Per concludere basta considerare H = ∪nHn.
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Osservo che il procedimento visto è facilmente generalizzabile per dimostrare il seguente

fatto:

U non principale su N, B ∈
k⊗

i=1

U =⇒ ∃H ⊆ N in�nito [H]k ⊆ B.

A questo punto si può utilizzare il lemma per completare la dimostrazione del teorema di

Ramsey nel caso k generico. Sia perciò U un ultra�ltro non principale su N e identi�co

[N]k = ∆+
k =

{
(h1, h2, . . . , hk)

∣∣∣ {h1 < h2 < · · · < hk} ∈ [N]k
}
⊆ Nk.

Una colorazione con r colori di [N]k induce dunque in modo naturale una colorazione

con r colori di ∆+
k = C1 ∪ · · · ∪ Cr; il teorema è equivalente a dimostrare che esiste un

insieme H in�nito e un indice i tali che [H]k ⊆ Ci. Consideriamo l'ultra�ltro

Vk =
⊗

1≤j≤k
U su Nk

Se avessimo ∆+
k ∈ Vk, per le proprietà degli ultra�ltri si avrebbe che esiste un indice i

tale che Ci ∈ Vk e dunque la conclusione seguirebbe direttamente dal lemma dimostrato

in precedenza.

Abbiamo già dimostrato che ∆+
2 ∈ U ⊗U = V2. Dimostro che ∆+

k ∈ Vk per induzione su

k. Per ipotesi induttiva ho che ∆+
k−1 ∈ Vk−1; ma allora

∆+
k ∈ Vk ⇐⇒

{
(n1, . . . , nk−1) ∈ Nk−1

∣∣∣ (∆+
k )(n1,...,nk−1) ∈ U

}
∈ Vk−1

e la tesi segue da

∆+
k−1 ⊆

{
(n1, . . . , nk−1) ∈ Nk−1

∣∣∣ (∆+
k )(n1,...,nk−1) ∈ U

}
∈ Vk−1

poiché

(∆+
k )(n1,...,nk−1) =

{
nk ∈ N

∣∣ (n1, . . . , nk−1) ∈ ∆+
k−1 e nk−1 < nk

}
∈ U

perché è un insieme in�nito (se (n1, . . . , nk−1) ∈ ∆+
k−1).

Esercizio 7. Sia (P,≤) un ordine parziale su un insieme P in�nito. Allora esiste X ⊂ P
catena in�nita oppure esiste X ⊂ P anticatena in�nita.

Soluzione. Posso supporre che P sia numerabile (altrimenti è su�ciente dimostrare l'e-

nunciato per un sottoinsieme numerabile di P ), cioè P = { p1, p2, . . . }, in corrispondenza

con N. De�nisco una colorazione [N]2 = C1 ∪ C2 con

(i, j) ∈

{
C1 se pi e pj sono confrontabili, cioè pi ≤ pj oppure pj ≤ pi
C2 altrimenti, cioè se pi e pj non sono confrontabili.
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Per il teorema di Ramsey, esiste un insieme in�nito H ⊆ N tale che [H]2 ⊆ C1 oppure

[H]2 ⊆ C2. Nel primo caso, A = { pi | i ∈ H } è un insieme totalmente ordinato e dunque

una catena in�nita; nel secondo, gli elementi di A sono a due a due non confrontabili e

pertanto A è un'anticatena in�nita.

Esercizio 8. Dimostrare la versione �nita del teorema di Schur

∀r ∃n ∀{1, 2, . . . , n} = C1 ∪ · · · ∪ Cr ∃a < b < a+ b monocromatica

deducendola dalla versione in�nita

∀r ∀N = C1 ∪ · · · ∪ Cr ∃a < b < a+ b monocromatica.

Soluzione. Procedo per assurdo. Suppongo che ∃r tale che ∀n ∈ N posso trovare

{1, 2, . . . , n} = Cn
1 ∪Cn

2 ∪ · · · ∪Cn
r che fornisca un controesempio, cioè per cui non esista

una terna a < b < a+ b monocromatica. Fisso un ultra�ltro U non principale su N. Per
ogni x ∈ N de�nisco

Λi(x) = { n | x ∈ Cn
i } i = 1, . . . , r.

Si ha dunque che

Λ1(x) ∪ Λ2(x) ∪ · · · ∪ Λr(x) = {n|n ≥ x} ∈ U

poiché è un insieme co�nito e dalle proprietà degli ultra�ltri segue che esiste un indice

i tale che Λi(x) ∈ U . De�nisco una colorazione su N associando ogni naturale x ad un

indice i per cui Λi(x) ∈ U e sia

Di = { x | x ha colore i }

Dunque si ottiene N = D1 ∪D2 ∪ · · · ∪Dr e per la versione in�nita del teorema di Schur

si ha che esiste un indice i tale che esistono a < b < a + b ∈ Di. Questo signi�ca che

Λi(a), λi(b),Λi(a+ b) ∈ U e pertanto anche che

Λi(a) ∩ Λi(b) ∩ Λi(a+ b) ∈ U .

In particolare l'intersezione non è vuota e contiene un elemento n̄. Per tale n̄ si ha che

n̄ ∈ Λi(a), cioè a ∈ Cn
i ; analogamente anche b e a+b appartengono a Cn

i . Ciò contraddice

l'ipotesi iniziale e si arriva all'assurdo.

Esercizio 9. Dimostrare che la versione �nita del teorema delle distanze

∀m ∀r ∃n ∀{1, 2, . . . , n} = C1 ∪ · · · ∪ Cr ∃ |H| = m tale che ∆(H) è monocromatico

implica il seguente fatto:

∀r ∀N = C1 ∪ · · · ∪ Cr ∃i tale che ∆(B) ⊆ Ci per insiemi B arbitrariamente grandi.
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Soluzione. Sia r �ssato e N = C1∪· · ·∪Cr una colorazione di N. De�nisco una seconda
colorazione su N in questo modo:

• La colorazione data de�nisce in modo naturale una colorazione sull'insieme

{1, 2, . . . , n} = Cn
1 ∪ · · · ∪ Cn

r ,

dove si intende che Cn
i = {k ≤ n|k ∈ Ci}.

• Considero m ∈ N; il teorema delle distanze (versione �nita) implica che ∃n̄ tale che

per {1, 2, . . . , n̄} = C n̄
1 ∪· · ·∪C n̄

r esiste |Hm| = m e 1 ≤ i ≤ r con ∆(Hm) ⊆ C n̄
i ⊆ Ci.

Assegno perciò ad m ∈ N il colore i-esimo.

• De�nisco Di = {m ∈ N | ∆(Hm) ⊆ Ci } e ora N = D1 ∪D2 ∪ · · · ∪Dr.

Pertanto esiste un indice i per cui Di è in�nito; si conclude osservando che allora Ci

contiene insiemi di di�erenze di insiemi arbitrariamente grandi, per come è stato de�nito

Di, e la tesi segue.

Esercizio 10. Un insieme A si dice ∆-set se esiste H in�nito tale che ∆(H) ⊆ A. A si

dice invece ∆f -set se ∀m ∃|H| = m con ∆(H) ⊆ A.

1. Trovare un insieme A che non sia un ∆f -set.

2. Trovare un insieme A che sia ∆f -set, ma non ∆-set.

3. Dimostrare che la famiglia dei ∆-set è regolare per partizioni.

4. Dimostrare che la famiglia dei ∆f -set è regolare per partizioni.

Soluzione.

1. L'insieme delle potenze di 2, A = {1, 2, 4, 8, 16, . . . } non è un ∆f -set (e dunque

nemmeno un ∆-set). Non può infatti esistere H con |H| = 4 tale che ∆(H) ⊆ 4.
Se un tale H esistesse, infatti, ci dovrebbe essere un minimo n tale che 2n ∈ ∆(H),
cioè esistono b > a ∈ H tali che b− a = 2n. Sia H = {a, b, c, d}. Distinguo i casi:

• |c − b| = 2n: allora c > b, e c − a = 2n+1. Se anche |d − c| = 2n, allora
d > c e d− a = 3 · 2n /∈ A. Allora necessariamente |d− c| = 2n+k con k > 0.
Se fosse k = 1, si avrebbe d > c e d − b = 3 · 2n, assurdo. Dunque k > 1,
ma in questo caso se d < c allora b − d = 2n+k − 2n /∈ A, mentre se d > c
d− b = 2n + 2n+k /∈ A.
• |c − b| = 2n+k con k > 0. Se fosse c < b si avrebbe a − c = 2n+k − 2n ∈ A
che implica k = 1. Quindi b − a = 2n e a − c = 2n e a meno dell'ordine il

caso è già stato considerato al punto precedente. Dunque c > b; ma allora

c− a = 2n+k + 2n /∈ A.

4



2. Considero l'insieme A formato dai numeri della forma n! ·k dove n ∈ N e 0 < k ≤ n.
Questo insieme è un ∆f -set: infatti per ogni intero m si costruisce un insieme

|H| = m tale che ∆(H) ⊆ A considerando

H = {0, (m− 2)!, 2(m− 2)!, . . . , (m− 2)(m− 2)!, (m− 1)!}.

Per costruzione, |H| = m e ∆(H) ⊆ A.
Dimostro dunque che l'insieme considerato non è un ∆-set. Procedo per assurdo:

suppongo che esista H in�nito con ∆(H) ⊆ A. A meno di sottrarre a tutti gli

elementi di H il minimo naturale contenuto in esso, posso supporre 0 ∈ H (le

di�erenze non cambiano) e dunque anche H ⊆ ∆(H) ⊆ A. In particolare, per ogni

n ∈ N esistono in�niti elementi di H divisibili per n!. Posso pertanto scegliere

h1, h2 ∈ H tali che h1 = n! · k con n > 0 e 1 ≤ k ≤ n e h2 = (n+ a)! · l con a > 1
e 1 ≤ l ≤ n + a: infatti si può prendere h1 = min(H \ {0}) e h2 di conseguenza.

Distinguo due casi:

• l 6= 1. Allora si ha che

(n+ a)! · l > (n+ a)! · l − n! · k > (n+ a)! · (l − 1)

poiché (n+ a)! > n! · k. Ne segue che la di�erenza dei due numeri considerati

non può appartene ad A, essendo strettamente compresa tra due elementi

consecutivi dell'insieme.

• l = 1. Allora vale:

(n+ a)! > (n+ a)!− n! · k > (n+ a− 1)! · (n+ a− 1)

e quindi si conclude analogamente al caso precedente. La seconda disugua-

glianza è vera in quanto a > 1 implica (n+ a− 1)! > n! · k, cioè

(n+ a)!
(

1− n− a− 1

n+ a

)
= (n+ a)! · 1

n+ a
> n! · k.

Dunque non può essere ∆(H) ⊆ A e si arriva all'assurdo.

3. Sia A la famiglia dei ∆-set e sia A = C1 ∪ . . . , Cr ∈ A. Per ipotesi, esiste un

insieme H in�nito tale che ∆(H) ⊆ A; scrivo H = {h1 < h2 < . . . }. La colorazione
considerata su A induce una colorazione [H]2 = D1 ∪ · · · ∪Dr con

{hm < hn} ∈ Di ⇐⇒ (hn − hm) ∈ Ci.

A sua volta questa induce una colorazione [N]2 = D′1 ∪ · · · ∪D′r dove

{n < m} ∈ D′i ⇐⇒ {hn < hm} ∈ Di.

Per il teorema di Ramsey, esiste un insieme K̃ in�nito e un indice i tali che [K̃]2 ⊆
D′i. Sia dunque K = { hk ∈ H | k ∈ K }; si ha che, per come sono stati de�niti, K
è in�nito e [K]2 ⊆ Di, cioè ∆(K) ⊆ Ci. Ciò implica che Ci è un ∆-set, da cui la

tesi.
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4. Sia ora A un ∆f -set e sia A = C1 ∪ · · · ∪Cr una sua colorazione. Per ogni naturale

n si ha che esiste un insieme Hn = {h1,n < h2,n < · · · < hn,n} tale che ∆(Hn) ⊆ A.
Come per il punto precedente, la colorazione di A induce una colorazione, per ogni

n,
[Hn]2 = D1,n ∪ · · · ∪Dr,n

dove {hj,n < hk,n} ∈ [Hn]2 appartiene a Di,n se e solo se (hk,n − hj,n) ∈ Ci. A sua

volta questa induce una colorazione

[{1, 2, . . . , n}]2 = D′1,n ∪ · · · ∪D′r,n
dove

{j < k} ∈ D′i,n ⇐⇒ {hj,n < hk,n} ∈ Di,n.

Fissato dunque m naturale, per la versione �nita del teorema di Ramsey si può

trovare un n tale per cui, nella colorazione sopra descritta, esiste un indice i ed
esiste un insieme K̃m con |K̃m| = m e [K̃m]2 ⊆ D′i,n. Questo implica che Km =
{ hj,n ∈ Hn | j ∈ Km } ∈ Di,n e cioè che ∆(Km) ∈ Ci. Pertanto per ogni m ∈ N
trovo i tale che Ci contenga l'insieme delle di�erenze di un insieme di cardinalità

m e dunque realizzo una colorazione

N = F1 ∪ · · · ∪ Fr

dove, dopo aver associato ad ogni m ∈ N un indice i come detto, ho m ∈ Fi. In

particolare almeno uno degli insiemi Fj deve essere in�nito; ne segue che esiste Cj

tale per cui esiste M con ∆(M) ⊆ Cj di cardinalità arbitrariamente grande, cioè

Cj è un ∆f -set.

Esercizio 11. Trovare una partizione dei numeri naturali in due insiemi C1 e C2 tali che

né C1 né C2 contengano progressioni aritmetiche in�nite.

Soluzione. Considero i numeri triangolari t0 = 0, t1 = 1, t2 = 1+2 = 3, t3 = 1+2+3 =
6, . . . , tn = n(n+1)

2 , . . . e gli insiemi

T0 = {0}; Tn = { tn−1 + 1, tn−1 + 2, . . . , tn } , n ≥ 1

Noto che |Tn| = n per n ≥ 1. Considero dunque

C1 =
∞⋃
k=0

T2k; C2 =
∞⋃
k=0

T2k+1.

Gli insiemi C1 e C2 così costruiti soddisfano le richieste poiché N = C1 ∪ C2 e nessuno

dei due può contenere progressioni aritmetiche in�nite. Se ad esempio C1 contenesse una

progressione aritmetica in�nita di ragione d, dovrebbe avere intersezione non vuota con

ogni sottoinsieme A ⊆ N formato da almeno d numeri naturali consecutivi (maggiori di un

certo n0, punto di partenza della progressione), ma, ad esempio C1 ∩ T2nd+1 = ∅ ∀n ∈ N,
da cui l'assurdo. Un ragionamento analogo vale per C2, da cui la tesi.

Esercizio 12. Dimostrare, usando il teorema di compattezza, che la versione in�nita del

teorema delle distanze implica la versione �nita.
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Soluzione. Fisso m, r naturali positivi. Considero A = {∆(A) | |A| = m}. A è r-
regolare su N per il teorema delle distanze (versione in�nita); infatti data una colorazione

N = C1∪· · ·∪Cr, esiste un indice i ed esisteH in�nito tale che ∆(H) ⊆ Ci e in particolare

esiste un sottoinsieme di H di cardinalità m con insieme delle distanze monocromatico

(in A). Per il teorema di compattezza combinatoria esiste allora Y ⊆ N �nito tale che

A è r-regolare su Y . Essendo Y �nito, ∃n̄ tale che Y ⊆ {1, 2, . . . , n̄}. Considero ora una

qualunque colorazione {1, 2, . . . , n̄} = C1 ∪ · · · ∪ Cr. Essa induce una colorazione su Y :
Y = C ′1 ∪ · · · ∪ C ′r con C ′i = Ci ∩ Y . Poiché A è r-regolare su Y , esiste ∆(A) ∈ A (cioè

|A| = m), ed esiste i tali che ∆(A) ⊆ C ′i ⊆ Ci, che implica il teorema delle distanze nella

versione �nita.

Esercizio 13. Dimostrare, usando il teorema di compattezza, che la versione in�nita del

teorema di Ramsey implica la versione �nita.

Soluzione. Fisso m, k, r naturali come nelle ipotesi del teorema di Ramsey. Considero

la famiglia A = {[A]k | |A| = m}; è r-regolare su [N ]k per il teorema di Ramsey in�nito.

Dunque A è r-regolare su un insieme �nito Y ⊆
[
{1, 2, . . . , n̄}

]k ⊂ [N ]k. Ne segue che

data una colorazione
[
{1, 2, . . . , n̄}

]k
= C1 ∪ · · · ∪ Cr esiste un indice i e un insieme

[A]k ∈ A tali che [A]k ⊆ Ci, cioè la versione �nita del teorema di Ramsey.
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