Esercizio 6. Sia U/ un ultrafiltro non principale su N e sia B € U QU @ U. Allora esiste
un insieme H C N infinito tale che [H]?> C B.

Utilizzare il fatto appena enunciato per completare la dimostrazione del caso generale
del Teorema di Ramsey.

Soluzione Descrivo un procedimento induttivo per costruire un tale insieme H. Uti-
lizzo le notazioni

B, ={(m,l) e NxN| (n,m,l)e B}
Bym ={keN|(n,m,k)e B}
B={neN|B,eUoU}
B,={meN|B,mcl}.

Poiché B € U @ U x U si ha, per definizione, che Be U, dunque 3h; € B (in particolare
B ¢ infinito, essendo U non principale). Ma hy € B significa By, € U ® U, cioe, per
definizione, che Bh1 € U. Dunque anche Bh1 ¢ infinito e si ha che Jhy € Bn Bhl cUe
ho > hi. Perd hg € Bh1 significa che By, , € U e hy € B implica che B, e U QU e

dunque che Bh2 € U. Percio posso scegliere (dato che U ¢ non principale) hy > hy tale
che
hs € BN By, N By, N thhg euU.

Poiché in particolare hg € By, p,, avrd (hi, ho, hg) € B. Sia Hs = { hi, ho, h3 }; allora
[H3]® C B (identificando le terne non ordinate con le terne crescenti).

Procedo per induzione: suppongo di aver costruito un insieme H,, = { hy < hg < --- < hy, }
tale che [H,]®> C B e tale per cui ogni h; & scelto nell’insieme

3N < ﬂ Bm) N ( ﬂ thhl) eU dove Bthhk,h, cu.
1<k<i 1<k<I<i

Costruisco allora un insieme H,, 11 con la stessa proprieta tale che Hy, 1 = Hp U {hpt1}
con hpy1 > h; per ogni ¢ =1,...,n. Si ha che

e hyeB= B, cl;
e h, € Bhi € U per ogni 1 <14 < n implica che By, 5, € U per ogni 1 <i < n.
Dunque esiste h,4+1 > hy, tale che
hnt1 € Bﬂ ( ﬂ Bm) N ( ﬂ mahz) ceu
1<k<n 1<k<i<n

Poiché hy41 € By, p, per ogni 1 < k < [ < n, si ha che (hg, h, hny1) € B e dunque
Hyi1 = Hy U {hyi1} @ tale che [H,,1]> C B come cercato.
Per concludere basta considerare H = U, H,,.



Osservo che il procedimento visto & facilmente generalizzabile per dimostrare il seguente
fatto:

k
U non principale su N, B € ®Z/l —> dH C N infinito [H]k C B.
i=1

A questo punto si puo utilizzare il lemma per completare la dimostrazione del teorema di
Ramsey nel caso k generico. Sia percido ¢ un ultrafiltro non principale su N e identifico

[N]k:A]i—:{(hl,hg,...,hk)‘{h1<h2<"'<hk}€[N]k}gNk'

Una colorazione con r colori di [N]* induce dunque in modo naturale una colorazione
con r colori di A,‘: = Ch1 U---UC,; il teorema ¢ equivalente a dimostrare che esiste un
insieme H infinito e un indice 4 tali che [H]¥ C C;. Consideriamo 1'ultrafiltro

V), = ® U su N*
1<5<k

Se avessimo A,j € Vg, per le proprieta degli ultrafiltri si avrebbe che esiste un indice ¢
tale che C; € Vj, e dunque la conclusione seguirebbe direttamente dal lemma dimostrato
in precedenza.

Abbiamo gia dimostrato che A € U ®U = V,. Dimostro che Aﬁ € Vi per induzione su
k. Per ipotesi induttiva ho che AZ—l € Vj_1; ma allora

Af eV, = { (ni,...,np_1) € NF-1 ‘ (A omey) € u} €Vt
e la tesi segue da
Ay S { e ) €N (A )y ) €U | € Vi
poiché
(A;)(m,...,nk,l) = { ng € N } (n1,...,np—1) € AZ_I enp_1 <Nk } elu

e o i
perché ¢ un insieme infinito (se (n1,...,n1-1) € A; ).

Esercizio 7. Sia (P, <) un ordine parziale su un insieme P infinito. Allora esiste X C P
catena infinita oppure esiste X C P anticatena infinita.

Soluzione. Posso supporre che P sia numerabile (altrimenti é sufficiente dimostrare ’e-
nunciato per un sottoinsieme numerabile di P), cioé P = { p1, pe,... }, in corrispondenza
con N. Definisco una colorazione [N]? = C; U Cy con

. C1  se p; e p;j sono confrontabili, cio¢ p; < p; oppure p; < p;
(4,7) € R N
Cy  altrimenti, cioe se p; e p; non sono confrontabili.



Per il teorema di Ramsey, esiste un insieme infinito H C N tale che [H]? C C; oppure
[H]? C Cs. Nel primo caso, A = { p; | i € H } ¢ un insieme totalmente ordinato e dunque
una catena infinita; nel secondo, gli elementi di A sono a due a due non confrontabili e
pertanto A ¢ un’anticatena infinita.

Esercizio 8. Dimostrare la versione finita del teorema di Schur
Vr In V{1,2,...,n}=C1U---UC, da<b< a+ b monocromatica
deducendola dalla versione infinita

Vr VWN=C1U---UC, da<b<a+bmonocromatica.

Soluzione. Procedo per assurdo. Suppongo che Jr tale che Vn € N posso trovare
{1,2,...,n} =CTUCFU---UC) che fornisca un controesempio, cioé per cui non esista
una terna a < b < a + b monocromatica. Fisso un ultrafiltro ¢ non principale su N. Per
ogni x € N definisco

A(z)y={n|zeC]'} i=1,...,r

Si ha dunque che
A(z)UAy(z)U---UA(z) ={nln>a}elU

poiché & un insieme cofinito e dalle proprietd degli ultrafiltri segue che esiste un indice
i tale che A;j(z) € U. Definisco una colorazione su N associando ogni naturale z ad un
indice ¢ per cui A;(z) € U e sia

D; ={ x| x ha colore i }

Dunque si ottiene N = Dy U Dy U---U D, e per la versione infinita del teorema di Schur
si ha che esiste un indice ¢ tale che esistono a < b < a +b € D;. Questo significa che
Ai(a), Ai(b),Ai(a+b) € U e pertanto anche che

AZ(CL) N Az(b) N Az(a + b) ceu.

In particolare 'intersezione non é vuota e contiene un elemento n. Per tale n si ha che
n € Ai(a), cioé a € CI'; analogamente anche b e a+b appartengono a C*. Cid contraddice
I'ipotesi iniziale e si arriva all’assurdo.

Esercizio 9. Dimostrare che la versione finita del teorema delle distanze
Vm Vr 3n ¥{1,2,...,n} =C1U---UC, 3|H|=m tale che A(H) & monocromatico
implica il seguente fatto:

Vr YWN=CjU---UC, Jitale che A(B) C C; per insiemi B arbitrariamente grandi.



Soluzione. Sia r fissato e N = CjU- - -UC),. una colorazione di N. Definisco una seconda
colorazione su N in questo modo:

e La colorazione data definisce in modo naturale una colorazione sull’insieme
{1,2,...,n}=ClU---UCl,
dove si intende che C" = {k < nlk € C;}.

e Considero m € N; il teorema delle distanze (versione finita) implica che 3n tale che
per{1,2,...,a} = CPU---UC" esiste |H,,| =mel <i<rconA(H,) CCICC;.
Assegno percid ad m € N il colore i-esimo.

e Definisco D; ={m e N|A(H,,) CC;j}eoraN=D;UDyU---UD,.

Pertanto esiste un indice 7 per cui D; ¢ infinito; si conclude osservando che allora C;
contiene insiemi di differenze di insiemi arbitrariamente grandi, per come ¢ stato definito
D;, e la tesi segue.

Esercizio 10. Un insieme A si dice A-set se esiste H infinito tale che A(H) C A. A si
dice invece Ag-set se Vm 3|H| =m con A(H) C A.

1. Trovare un insieme A che non sia un A y-set.
2. Trovare un insieme A che sia Ay-set, ma non A-set.
3. Dimostrare che la famiglia dei A-set é regolare per partizioni.

4. Dimostrare che la famiglia dei A s-set ¢ regolare per partizioni.

Soluzione.

1. L’insieme delle potenze di 2, A = {1,2,4,8,16,...} non ¢ un Ay-set (e dunque
nemmeno un A-set). Non puo infatti esistere H con |H| = 4 tale che A(H) C 4.
Se un tale H esistesse, infatti, ci dovrebbe essere un minimo n tale che 2" € A(H),
cioé esistono b > a € H tali che b —a = 2". Sia H = {a, b, ¢,d}. Distinguo i casi:

e |[c— b =2 allorac > b, ec—a=2"". Se anche |d — ¢| = 27, allora
d>ced—a=3-2"¢ A. Allora necessariamente |d — c| = 2"*¥ con k > 0.
Se fosse k = 1, si avrebbe d > ce d — b = 3 - 2", assurdo. Dunque k& > 1,
ma in questo caso se d < ¢ allora b —d = 2"tk — 2» ¢ A, mentre se d > ¢
d—b=2" 42tk ¢ A

e [c—b| =2 con k > 0. Se fosse ¢ < b si avrebbe a — ¢ = 2"TF — 2" ¢ A
che implica £k = 1. Quindi b —a = 2" e a — ¢ = 2" e a meno dell’ordine il
caso & gid stato considerato al punto precedente. Dunque ¢ > b; ma allora
c—a=2""Fpond A



2. Considero l'insieme A formato dai numeri della forma n!-k doven e Ne 0 < k < n.
Questo insieme ¢ un Ajg-set: infatti per ogni intero m si costruisce un insieme

|H| = m tale che A(H) C A counsiderando
H={0,(m—-2)2(m—-2),...,(m—2)(m —2)l,(m — 1)!}.

Per costruzione, |[H| =m e A(H) C A.

Dimostro dunque che l'insieme considerato non & un A-set. Procedo per assurdo:
suppongo che esista H infinito con A(H) C A. A meno di sottrarre a tutti gli
elementi di H il minimo naturale contenuto in esso, posso supporre 0 € H (le
differenze non cambiano) e dunque anche H C A(H) C A. In particolare, per ogni
n € N esistono infiniti elementi di H divisibili per n!. Posso pertanto scegliere
hi,he € H taliche hy =nl-kconn>0el<k<nehys=(n+a)l-lcona>1
el <1 <n+a: infatti si puo prendere hy = min(H \ {0}) e he di conseguenza.
Distinguo due casi:

e [ # 1. Allora si ha che
m+a)-l>n+a)l-l—nl-k>Mn+a) - (I-1)

poiché (n+a)! > n!- k. Ne segue che la differenza dei due numeri considerati
non pud appartene ad A, essendo strettamente compresa tra due elementi
consecutivi dell’insieme.

e [ = 1. Allora vale:
m+a)!>n+a)l—nl-k>n+a—-1)! (n+a—1)

e quindi si conclude analogamente al caso precedente. La seconda disugua-
glianza ¢é vera in quanto a > 1 implica (n +a — 1)! > n! -k, cioe

=(n+a)-

>nl-k.

n—a—l)

(n+a)!(1— ia

n+a
Dunque non puo essere A(H) C A e si arriva all’assurdo.

3. Sia A la famiglia dei A-set e sia A = C1 U ...,C,. € A. Per ipotesi, esiste un
insieme H infinito tale che A(H) C A; scrivo H = {h; < hg < ...}. La colorazione
considerata su A induce una colorazione [H]? = Dy U---U D, con

{hm < hn} € D; <= (hy — hp,) € C;.
A sua volta questa induce una colorazione [N]? = D] U--- U D/ dove
{n<m} e D, < {h, < hp} € D,.

Per il teorema di Ramsey, esiste un insieme K infinito e un indice 7 tali che [f( 2 C
D;. Sia dunque K = { hy, € H | k € K }; si ha che, per come sono stati definiti, K
¢ infinito e [K]? C D;, cioé A(K) C C;. Cio implica che C; & un A-set, da cui la
tesi.



4. Sia ora Aun Ay-set e sia A = CyU---UC, una sua colorazione. Per ogni naturale
n si ha che esiste un insieme Hy, = {h1, < ha, < -+ < hypn} tale che A(H,) C A.
Come per il punto precedente, la colorazione di A induce una colorazione, per ogni
n?

[Hp)? =Di,U---UDyy
dove {hj, < hin} € [Hp)? appartiene a D, se e solo se (hgn, — hjn) € C;. A sua
volta questa induce una colorazione

{1,2,...,n}}*=D},U---UD,,

1n

dove
{j <k}eDi, < {hjn<hin} € Din.

Fissato dunque m naturale, per la versione finita del teorema di Ramsey si puo
trovare un n tale per cui, nella colorazione sopra descritta, esiste un indice ¢ ed
esiste un insieme K,, con |I~(m| =me [f(m]Q C D;n Questo implica che K, =
{hjm€Hy|j€ Ky} € Dy e cioé che A(K,,) € C;. Pertanto per ogni m € N
trovo ¢ tale che C; contenga l'insieme delle differenze di un insieme di cardinalita
m e dunque realizzo una colorazione

N=FRU---UF,

dove, dopo aver associato ad ogni m € N un indice ¢ come detto, ho m € F;. In
particolare almeno uno degli insiemi F; deve essere infinito; ne segue che esiste C}
tale per cui esiste M con A(M) C Cj di cardinalita arbitrariamente grande, cioé
Cj é un Ay-set.

Esercizio 11. Trovare una partizione dei numeri naturali in due insiemi C7 e Cs tali che
né C1 né Cy contengano progressioni aritmetiche infinite.

Soluzione. Considero i numeri triangolari tg = 0,11 = 1,to =142 =3,t3 =1+24+3 =

6,...,tn:@,... e gli insiemi

TOZ{O}; Tn:{tn,1+1,tn,1+2,...,tn}, n>1

Noto che |T},| = n per n > 1. Considero dunque

oo oo
Cr= U Top; Co = U Togy1-
k=0 k=0
Gli insiemi C; e Cy cosi costruiti soddisfano le richieste poiché N = C; U Cs e nessuno
dei due pud contenere progressioni aritmetiche infinite. Se ad esempio C contenesse una
progressione aritmetica infinita di ragione d, dovrebbe avere intersezione non vuota con
ogni sottoinsieme A C N formato da almeno d numeri naturali consecutivi (maggiori di un
certo ng, punto di partenza della progressione), ma, ad esempio C1 NTongr; = 0Vn € N,

da cui 'assurdo. Un ragionamento analogo vale per Co, da cui la tesi.

Esercizio 12. Dimostrare, usando il teorema di compattezza, che la versione infinita del
teorema delle distanze implica la versione finita.



Soluzione. Fisso m,r naturali positivi. Considero A = {A(A) | |A| = m}. A ¢ r-
regolare su N per il teorema delle distanze (versione infinita); infatti data una colorazione
N = C1U- - -UC, esiste un indice ¢ ed esiste H infinito tale che A(H) C C; e in particolare
esiste un sottoinsieme di H di cardinalitd m con insieme delle distanze monocromatico
(in A). Per il teorema di compattezza combinatoria esiste allora Y C N finito tale che
A ¢ r-regolare su Y. Essendo Y finito, 3n tale che Y C {1,2,...,n}. Considero ora una
qualunque colorazione {1,2,...,n} = C1 U---UC,. Essa induce una colorazione su Y:
Y=C{U---UC] con C/ = C;NY. Poiché A ¢ r-regolare su Y, esiste A(A) € A (cioé
|A| =m), ed esiste ¢ tali che A(A) C C! C C;, che implica il teorema delle distanze nella
versione finita.

Esercizio 13. Dimostrare, usando il teorema di compattezza, che la versione infinita del
teorema di Ramsey implica la versione finita.

Soluzione. Fisso m, k,r naturali come nelle ipotesi del teorema di Ramsey. Considero
la famiglia A = {[A]* | |A| = m}; & r-regolare su [N]* per il teorema di Ramsey infinito.

k

Dunque A ¢é r-regolare su un insieme finito Y C [{1,2,... ,ﬁ}]k C [N]*. Ne segue che

data una colorazione [{1,2, . ,ﬁ}]k = C1 U---UC, esiste un indice ¢ e un insieme
[A]* € A tali che [A]* C C, cioé la versione finita del teorema di Ramsey.



