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Esercizio 1. Per un filtro F su I sono equivalenti:
1)A°¢ F = AcF
2)A=AU---UA, e F=TJi A, € F

3) F massimale rispetto all’inclusione.

Dim. 1)=-2). Per induzione. n = 1 immediato. n > 1: 41 ¢ F = A" = Ay U---UA, UTI\ A. Allora
AsU---UA, = A NAelU, per cui si pud applicare I'ipotesi induttiva e concludere.

2)=1). AU A° € F, dato che ogni filtro non vuoto deve contenere lo spazio per I'assioma di chiusura rispetto
al contenimento. Quindi A € FV A¢ e F.

1)==-3). Supponiamo che esistano A ¢ F ed & filtro contenente A che estende F. Allora A¢ € F C & assurdo.
3)=1). A ¢ F,A° ¢ F. Supponiamoli entrambi non vuoti, altrimenti la tesi ¢ banale. Allora almeno uno
fra A e A° ¢ intersecato almeno una volta da tutti i B € F. Infatti, se 3BNA = @, B’ N A° = &, allora
@ = BN B’ € F, impossibile. Quindi esiste £ che contiene uno fra A e A° ed estende F a filtro (supponendo
che A rispetti la condizione detta, basta aggiungere a F tutte le intersezioni di A con gli elementi di F, che
sono non vuote, e tutti i sottoinsiemi di I contenenti A). Cio & assurdo per (3). O

Esercizio 2. Filtri su I e ideali in Fun(I,R) di corrispondono. La stessa corrispondenza si restringe a ultrafiltri
e ideali massimali.

Dim. (+—) Sia M ideale proprio in Fun(I,R). Allora Ud = {Z(¢)|¢ € M} & un filtro. Infatti
e & ¢ U altrimenti 1 € M.
e BODZ(f)=B=Z({(1-xB)f)€elU
e A=Z(f),B=2(9) = ANB=Z(f>+¢*) U

(—) F filtro su I. Allora M = {4|Z(¢) € U} & un ideale in Fun(I,R). Infatti 0 € M, f € M —= —f €
M, Z(f+9)2Z(f)NZ(g) €U se f,g e M, Z(fg) 2 Z(f) €U Vf € M, quindi fg € M.

Supponiamo ora 9t massimale,e sia U il filtro da esso indotto su I. Proviamo che ¢ un ultrafiltro. Se A ¢ U,
supponiamo che esista F che estende U e contiene A. Allora M = {$|Z($) € F} contiene M e quindi & tutto
Fun(I,R). Allora 1 € 9 e quindi @ € U, assurdo. Dunque U & massimale rispetto all’inclusione. Sia viceversa
U ultrafiltro, e 9 lideale indotto. Supponiamo che esista ¢ € Fun(I,R) t.c. (M, d) # Fun(I,R) e Z(¢) ¢ U,
allora (9, ¢)induce un filtro contenente strettamente U, assurdo. O

Esercizio 3. Il prodotto tensoriale fra ultrafiltri, definito da
AcURV = {icllA; eV} el,
soddisfa:
(1) ¢é un ultrafiltro su I x J.
(2) ¢é principale se e solo se lo sonoU e V.
(38) UV)IW=UR (VW)
4) UV =URVAURYV



Dim.

(1) — Certamente @ ¢ U ® V, dato che {i € I|@; e V} =2 ¢ U.
— ANB e URY <= {icl|(AnB)1eV}ielU < {icl|AinNB;, eV} ={iellA; e VIn{iel|B; €
V} € U, dove i passaggi sono giustificati dal fatto che (ANB); = (A;NB;))eCND €V < C,De€V
(dagli assiomi di intersezione e contenimento). Poiché 'ultima appartenenza ¢ vera, si conclude.

—-BODA={iellB;eV}D{icell4;eV}eld = BelURV.

—A¢URKYV = {ie€l|lA;eV}eU= {icllAyeV}={iclld; ¢V} el = {i € I|(4)° €
Vi={iel|(A°); eV}elU = A°cURYV

(2) A € U xV finito = {i € I|A; € V} € U ¢ finito, e cosi pure ogni A;. Quindi U e V contengono
entrambi insiemi finiti. Vicerversa, se U,V sono principali, esistono A, B finiti t.c. Ax B € U ® V. Infatti
{iell(AxB);eV}={icA|(AxB);eV}={ic A|BeV}=Acl.

B)AcURIV)IW = {(i,j) e Ix JA; e Wreld <= {i' € I|{(i,j) € I x J|A;; e W}y € V} €
U = {ell{j eJ|@,j)e{,j) eI xJA,; eWtteVlel < {i' e I{j € J|Ay j e W} €
Vied = {i'ell{j/e J{ke K|{#,j,k) e AeW}eV}Ield < {i' €|y eVIW} elU —
AcUVaw).

(4) Supponiamo U\ V # @, A € U\ V (Paltro caso & simmetrico). Allora
AXBeURYV <= U>{icl|(AxB),}={icAlBeV}=A4

@ seB¢U

AXxBeEVRU — va{iGII(AXB)iGU}{ A seBel

La prima appartenenza & verificata mentre la seconda non lo & in nessuno dei due casi. Quindi (U @ V) \
(VY ®U) & non vuoto.



