Esercizio 1. Sia F un filtro su un insieme I. Allora sono equivalenti le seguenti proprieta:
1. A¢d F= AC ¢ F;
2. AyUAU---UA, € F=3i A; € F;

3. F & massimale.

Soluzione. 1 = 2) Se per ogni ¢ = 1,2,...,n si avesse A; ¢ F, allora AZ-C e FVie
{1,2,...,n}. Di conseguenza

n C n
<U Ai> =AY e F

i=1 i=1
da cui 'assurdo.
2 = 3) Suppongo che F sia contenuto in un filtro G e dimostro che in realtd devono
essere uguali. Sia A € G; allora I = AU (I'\ A) = AU A® € F. Poiché¢ A € F C G da
un assurdo (A, A® € G) deve essere necessariamente che A € F.
3 = 1) Se esistesse A C I tale che A, A® ¢ F, potremmo estendere il filtro F ad un filtro
che lo contiene e che contiene 'insieme A (e dunque che contiene F propriamente). F
ed A generano un filtro poiché le intersezioni finite del tipo

ANknNn---NF,, FeF
sono non vuote, dato che cio implicherebbe F 3 FyN---N F, C A® e dunque A® € F.
Esercizio 2. Sia U/ un ultrafiltro su I. Sono equivalenti i seguenti fatti:

1. U non é principale;
2. Se F C I ¢ finito, allora F ¢ U;
3. U estende il filtro di Frechet Fr = { ACT ‘ A€ ¢ finito }

Soluzione. 1 = 2) Se fosse F' = {i1,i2,...,in} = {i1} U {ia} U---U{in} € U, allora
esisterebbe j tale che {i;} € U, cioé si avrebbe che U é l'ultrafiltro principale generato
da ZJ

2 = 3) Poiché nessun insieme finito appartiene ad U, tutti gli insiemi cofiniti devono
appartenere ad U.

3 = 1) Se U fosse principale, conterebbe un insieme finito (il singoletto che lo genera),
ma anche il suo complementare che appartiene al filtro di Frechet, da cui ’assurdo.

Esercizio 3. Esiste una corrispondenza biunivoca tra i filtri su N e gli ideali dell’anello
A={f:N— R} data da:

Ffiltro — {fe€eA|Z(f)e F}=1r
I'ideale — {Z(f) | fel} =71

dove Z(f) = {n € N| f(n) =0 }. Inoltre in questa corrispondenza si ha una bigezione
tra ultrafiltri su N e ideali massimali di A.



Soluzione. Verifichiamo prima di tutto che le operazioni siano ben definite, cioé che
Ir sia un ideale di A e che %7 sia un filtro su N.

Definisco, per f € A:
]; _ ﬁ f(n) #0
0 f(n)=0

e noto che ff € A ¢ a valoriin { 0,1} e che Z(f) = Z(ff).
Z ¢ un filtro: infatti

o () ¢ ;. Infatti se I ¢ un ideale proprio per ogni f € I si deve avere che Z(f) # 0,
altrimenti si avrebbe ff =1¢ [.

o Nec .7 poiche 0eleZ(0)=N.

e Siano A C B con A € Z;. Cio significa che A = Z(f) con f € I. Allora,
considerata g € A tale che g(n) = 0se n € B e g(n) = 1 altrimenti, si ha
Z(g) = B=Z(fg) e poiché fg € I si conclude che anche B € .Z7.

e Siano A, B € Zr esiano f,g € I taliche A= Z(f) e B= Z(g). Allora

ANB=Z(f)NZ(9) = Z(f /)" Z(99) = Z(f ] + 99)-
Poiché ff 4+ gg e I,siha ANB e Z.
Zr ¢ un ideale di A. Infatti:
e 0 € Zp perché Z(0) =N e F.

e Se f,g € Ip, allora Z(f) € F e Z(g) € F e pertanto Z(f) N Z(g) € F. Quindi
Z(f)NZ(g) € Z(f +g) € F e percio f+g € L.

e Sia feZpege A Allora Z(f) € F e Z(f) C Z(fg) € F, dunque fg € Zp.

Quindi le operazioni sono ben definite e dalla definizione segue che sono una l'inversa
dell’altra.

Dimostro ora I'ultima parte dell’asserto. Sia & un ultrafiltro su N e dimostro che Z;,
& un ideale massimale. Sia g ¢ Toy, cioé Z(g) ¢ U; percid si ha Z(g)¢ € U e dunque
esiste f € Ty tale che Z(f) = Z(g)°. Allora ff+ gg = 1 e pertanto (g,Zy) = A. Sia ora
M C A un ideale massimale e dimostro che .#j; ¢ un ultrafiltro. Sia B ¢ % ,; voglio
dimostrare che B¢ € .%);. Si ha che per ogni f € A tale che Z(f) = B, vale f ¢ M.
Allora, per una tale f, si ha (f, M) = A, cioe esistono h € Ae g € M tali che fh+¢g = 1.
Pertanto Z(f) N Z(g) = 0, cioé Z(g) C Z(f)¢ = BY, da cui la tesi, poiché Z(g) € Fur
e Z & un filtro.

Esercizio 4 (Teorema di Tychonoff). Sia I una famiglia di indici e siano { X; },.; spazi

topologici compatti. Allora lo spazio X = HXi dotato della topologia prodotto &
i€l
compatto.



Soluzione. Utilizzo la caratterizzazione degli spazi topologici compatti: uno spazio X
& compatto se e solo se per ogni insieme di indici I e per ogni ultrafiltro U su I, ogni
successione (x;);er € X ammette U-limite.

Sia dunque J un insieme di indici, ¢ un ultrafiltro su J e (z;)je; € X una successione
in X. Siano inoltre, per ogni ¢ € I, m; la proiezione sull’i-esimo fattore e my) = m;(x;).
@)
J
e pertanto, per ipotesi, ammette U-limite; sia y(® un tale limite. Se dunque y € X ¢
Pelemento tale che m;(y) = y¥) per ogni i € I, voglio dimostrare che la successione (z;)
ammette y come U-limite.

Sia dunque U un intorno di y in X. Noto che posso supporre che U sia un aperto
di una base: infatti, gli aperti di una base contenenti y sono un sistema fondamentale
di intorni di y e ogni intorno V di Y contiene uno di questi aperti, V’. A questo pun-
to per concludere basta osservare che {je J|z; € V'} C {jeJ]|xz; €V } e che se
{jeJ|zjeV'} el alloraanche {j € J|z; €V } el

Pertanto posso scrivere U = HUi dove gli U; sono aperti di X; e solo un numero

i€l

finito di essi ¢ diverso da X; (¢ una base della topologia). Quindi, per ogni i € I,
m;(U) = U; & un aperto di X; contenente y™ e dunque & un intorno di y?. Considero

Si trova dunque che, per ogni ¢ € I, (x;’)jes € X; € una successione indiciata da J

gli insiemi J; = {j eJ ‘ xg»i) el; }: per quanto detto, solo un numero finito di essi &

un sottoinsieme proprio di J e si ha che per ogni i € I, J; € U. In particolare, dunque,

(Jieu.

el

Per concludere, basta dimostrare che { j € J |2; € U } = ﬂ Ji. Ma
iel

ke{jed|zeU} «— melU < Viel 2! el «— Viel, ke .

Esercizio 5. Sia U/ un ultrafiltro su un insieme [ e V un ultrafiltro su J. Definiamo il pro-
dotto tensoriale Y ® V come U'insieme degli elementi A C I x J taliche {i eI | A; €V},
dove A;={jeJ|(ij) €A}

Dimostrare che:

i) U ®V & un ultrafiltro su I x J;

ii) U ®YV e principale <= U e V sono principali;

111

ULWV)W=UR(VIW);

1v

)
)
)
) Seld £V, allorald @V # V@ U.

Soluzione.

i) Dimostro le proprieta che caratterizzano un ultrafiltro.



0 ¢ URV. Infatti O; =0 ¢ Vperognii € I, dunque ={iec I |, eV} &U.
o I xJeU®V. Infatti (I x J); =J €V perogniiele

I={icl|IxJ)eV}el

AcU®V,ACB= Becl®V. Infatti
Bi={jeJ|(,j)eB}D{je|(i,j)cA}=A4
dunque A; € V = B; € V. Conseguentemente
{iel|AeV}C{iel|B,eV}eld

edunque BelU R V.

A¢dURY = A° c U ® V. Infatti si avrebbe {i € I | A; € V'} ¢ U, e poicheé
U & un ultrafiltro

liel|Aev)¥={iel|A¢Vy={icl|(A)CeV}el.
Ma vale anche che
(M) ={je () A} ={je ]| (ij)eA”} =A%
da cui segue che A ¢ U®V implica { i € I | (A9); €V } €U, cioe AY e URV.
ii) Dimostro le due implicazioni:

=) Se U ®V & principale, allora esiste A C I x J finito (non vuoto) contenuto in
esso. Allora A; & non vuoto solo per finiti indici i e dunque {i € I | A; € V } €
U & finito; percid U contiene un insieme finito ed & pertanto principale. Inoltre
se A; # (0, ¢ necessariamente finito ed esiste almeno un indice ¢ € I tale per
cui A; € V (altrimenti () € U); ne segue che anche V ¢ principale.

<) Siano U generato da i€l eV generato dajNG J. Allora U ® V é l'ultrafiltro
principale su I x J generato dalla coppia (1, 7). Infatti:
AcURY — {icl|AV}elU
— {iel|jeA }eu
— ief{iell|(ij)eA}
— (i,)) € A.

iii) Siano U, V e W ultrafiltri rispettivamente sugli insiemi di indici I,.J, K. Uso le
notazioni: A,y ={ke€ K| (i,jk) €A} e A ={(j,k) € Jx K| (i,j,k) € A}.



Applicando ripetutamente la definizione di prodotto tensoriale si ottiene:

AcURV)OW < {(i,j)eIxJ|A;yeEW}LeURY
— {iell|{jeJ|AsyeW}eV}eclU
— {iel|{jeJ|G,jk)ecA}teV}ecl
— {iel|{jed|(U,k)eA}eV}el
— {iel|A eVeW}lel
= AcUR(VIW)

iv) Suppongo che siald ® V = V @ U. Noto che necessariamente dovra essere [ = J
(poiché U ® V & ultrafiltrosu I x J e VU su J x I).
Osservo che, dato A C I, si ha

I seic€cA
AxI);=4{jel|(i,j)e AxI}=
( Ji={Jj€ell(ij) } {@ i A
e dunque
AXTeURY <= A={icl|(AxI);eV}el.
Quindi:

AclU <= AXIcURV=VRU < AcV.
Ne segue pertanto che U = V.



