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Esercizio 1. Sia X uno spazio topologico di Hausdorff. Dimostra le seguenti proprieta:

1. Se X & completamente separabile (cioe se esiste una base di aperti numerabile) allora | X| < c.

2. Se X e separabile (cioe esiste un sottoinsieme denso numerabile) allora | X| < 2°. Piu in generale,
se X ha un sottoinsieme denso di cardinalita & allora |X| < 22",

3. Se X ¢ separabile e ogni suo punto ha una base di aperti numerabile, allora |X| < ¢. Piu in
generale, se X ha un sottoinsieme denso di cardinalita x e X ha carattere p (cioe ogni suo punto
ha una base di intorni di cardinalita p) allora | X| < k.

Soluzione. (1). Sia B una base di aperti numerabile. Per ogni x € X consideriamo la famiglia
B, ={U € B|x € U}. Visto che X ¢ di Hausdorff, la funzione ¢ : X — P(B) dove x — B, ¢ iniettiva.
Concludiamo che | X| < [P(B)| = 2%0.

(2). Sia D un sottoinsieme denso di X. Per ogni € X definiamo
Y(x)={ACD|zecA}.

Visto che X & Hausdorff, la funzione ¢ : X — P(P(D)) & iniettiva, e possiamo concludere che
1X| < [P(P(D))| = 22" = 22", Per mostrarlo, assegnati z # y, prendiamo due aperti disgiunti
UNV=0conzcUeycV.SeA=D\Valloraz € Amay ¢ A, e quindi ¢(x) # ¥(y). Infatti, per
ogni U’ intorno aperto di z, per la densita di D si ha che ) # (UNU)ND=(UNU)NACU NA.
Inoltre, VN A = () e quindi y ¢ A.

Equivalentemente a sopra, per ogni x € X possiamo definire

o(x) ={UND|U intorno di z}.

La funzione ¢ : X — P(P(D)) ¢ iniettiva e quindi |X| < [P(P(D))| = 22 = 22". Infatti, visto che
X ¢ di Hausdorff, se x # y possiamo prendere un intorno U di x e un intorno V di y con U NV = ().
Allora UN D € p(x) ma UND ¢ p(y), visto che U N D # V' N D ogni intorno V' di y. Notiamo
infatti che VN (V' N D) = (VNV')N D # () per densita, mentre VN (UND)=(VNU)ND ={.

(3). Sia D C X un sottoinsieme denso. Per ogni z € X, sia B, = {U} | i € u} una base di intorni
di z. Un’idea possibile & considerare la funzione ¢ : X — Fun(u, D) dove ad ogni x € X si associa
una funzione f, : kK — D tale che f,(i) € U’ N D. Tuttavia non possiamo dimostrare che una tale
funzione v ¢ iniettiva. Infatti se  # y, possiamo prendere intorni U N U]‘y = (), ma questo garantisce
soltanto che f,(i) # f;(y), ma non esclude la possibilita che f, = f,.

Un modo per superare questa difficolta ¢ considerare una funzione ¢ definita sulle parte finite
di p. Precisamente, per ogni € X, prendiamo una successione o, : Fin(u) — D dove o,(a) €
(Nica UF) N D per ogni a € Fin(p) (non ha importanza come & definita 0, (())). Visto che lo spazio
X & di Hausdorff, la funzione ¢ : X — Fun(Fin(u), D) dove x — o, ¢ una funzione iniettiva, e
quindi |X| < [Fun(Fin(y), D)| = |D|F*"W) = g~ Infatti, se 2 # y prendiamo due intorni disgiunti
Urn ij = (; notiamo che anche (UF NUF) N (U{ N U]y) =0, e allora o, ({i,j}) # 0y({3,7}).

Esercizio 2.



1. Supponendo che 280 = Ry, determinare la cardinalita dei seguenti 6 insiemi al variare delle coppie
di naturali (7,7) con 0 <i<j <2

Fij =A{f rwi = wj | Im(f)] < Ro}

2. Supponiamo che X, sia un limite forte. Determinare la cardinalita dell’insieme

f:{fth%R‘HQEva777/Zaf(7):f(7/)}‘

Soluzione. (1). Senza alcuna ipotesi sul valore del continuo, mostriamo che |F;;| = R; - 2% per ogni
i,j € w. Assumendo che 2% = Ry, potremo allora concludere che | Fij| = 2% per ogni 0 < i < j < 2,
visto che in questo caso oRi > 9N — N, > N;. Scriviamo F;; come I'unione

Fij = U Fun(w;, A),

A€[w;]=Ro

dove abbiamo denotato [w;]<¥ = {A C w; | |A| < Rg}. Abbiamo visto a lezione che |[x]<*| = k" per
ogni coppia di cardinali infiniti x > v, e quindi abbiamo che:

Fal < Y- [Fun(wi, A)] = [[w;]=N| - sup{[Fun(wi, A)| | A € [w;]=N0} = RF0 - R{i =R - 2%,

A€w;]=No

Infatti, dalla formula di Hausdorff segue che N?O = Nj-QNO; inoltre Ngi = 2% e quindi N?O -Ngi = Nj-QNO.
Viceversa, Fun(w;, {0,1}) C F;j, dunque 2% < |F;;|; e inoltre le funzioni costanti in J;; sono X;,
dunque anche X; < |F;;|. Abbiamo cosi anche l'altra disuguaglianza R, - 2% < |F;].

(2). Notiamo che F = J, .y Fa dove F, & I'insieme delle funzioni f : X, — R che sono costanti
sull’intervallo I, = [a,R,). La funzione ¢, : F, — Fun([0,a),R) x R dove f +— (f“0 Oé),f(c«)) e

iniettiva, quindi |F,| < |a|/®l - |R|. Visto che R,, & limite forte, 2% = X, e quindi, di nuovo usando
l'ipotesi di X,, limite forte, | Fy| < |a/¥m - R, < R,. Otteniamo la disuguaglianza:

FI< S 1Fal = N sup{lFal | @ < R} = Re.

Oé<Nw
L’altra disuguaglianza X, < |F| ¢ immediata. Ad esempio, la funzione ¢ : X,, — F dove p(a) : X, = R
¢ la funzione caratteristica dell'intervallo I, = [a, X,,) ¢ una funzione iniettiva.
Esercizio 3.

1. Determinare la forma normale di Cantor dell’ordinale (w? - 3 +w -2 4 1)@3+1,

2. Dimostrare che per ogni coppia di cardinali infiniti , v dove k & debolmente inaccessibile (cioe
limite e regolare) si ha che x” = sup,, ., "

3. Mostrare esempi di cardinali infiniti , v tali che sup,, ., p” < k.

4. Dimostrare che vale 'uguaglianza sup,,.,,(X,)™ = (R,)M se e solo se il continuo ¢ = (R,,)™°.

Soluzione. (1). Valgono le disuguaglianze:
(w2 34 w-24+ 1)0.:-3 > (w2)w-3 _ w2(w-3) — w(2-w)3 — w3

(w2 34 w-24 1>w~3 < (w3)w~3 _ wS(wS) _ w(Sw)f} _ wwS'



Quindi:
(W? 34w 2+1)93! = (W2 34w-24+1)3 (W2 34w-24+1) = W3 (W? 3+w-2+1) = W23 43T 1243,

(2). La disuguaglianza sup,,, p” < k" & sempre vera. Se xk < v allora sup, ., u” > 2 = £”. Se
invece v < K, dall’ipotesi di k regolare segue che ogni funzione f : v — & & limitata, e quindi si ha

kY = |Fun(v, k)| =

U Fun(v, a)

a<k

< Z |a]” = max {FL, supu”} = sup u”.

a<k pP<K U<k

Notiamo che I'ultima uguaglianza vale perché  limite implica sup,, ., u” > sup,,.,, 4 = K.
(3). Se k = ¢t e v =Ny, allora sup, ., u* = M = < k.

(4). Grazie alla formula di Hausdorff, per ogni n < w si ha che (R,)®0 = (Rg)¥ - R, = ¢ R,
e quindi sup,,,(R,)N = ¢- R, = max{c,X,}. Daltra parte (R,)0 = (R,)°®) > R, e quindi

possiamo concludere che sup,, -, (R,,)*0 = (R,)} se e solo se ¢ = (R,,).

Esercizio 4.

1. Sia a un ordinale qualunque, e sia k un cardinale infinito. Dimostrare che le seguenti due
proprieta sono equivalenti:

(a) « & moltiplicativamente chiuso (cioe 3,7 < a = -7 < «) e cof(a) = k.

(b) & & il piu piccolo cardinale per cui esiste una successione («; | i € k) di elementi di « che &
crescente, illimitata, e tale che (o;)? < a;41 per ogni i < k.

2. Supponiamo che con la divisione euclidea tra l'ordinale o e wy si ottenga come quoziente un
ordinale successore. Dimostrare che allora ogni funzione g : a — « strettamente crescente e
continua ai limiti ammette almeno Ny punti fissi.

Soluzione. (a) = (b). Visto che cof(a) = k, esiste una sequenza (7v; | j € &) illimitata in «. Per
ricorsione transfinita, definiamo ag = 7o; ax = U, <2 @i se A ¢ limite; e a;41 = 5 dove j € k ¢l
minimo indice tale che v; > (a;)?. Notiamo che la definizione data ¢ ben posta. Infatti, per Iipotesi
di chiusura moltiplicativa, da o; < « segue che (a;)? = a; - @; < «, e quindi esistono indici j con
v > al. E immediato verificare che la sequenza (i | 1 € K) cosl definita ¢ crescente, illimitata in « e
tale che (a;)? < a;y1 per ogni i < k. Infine ricordiamo che x = cof(a) & il piu piccolo cardinale tale
che esistono k-sequenze illimitate in c.

(b) = (a). Sia (a; | ¢ € k) una sequenza come data dall’ipotesi. Dati 1,52 < «, prendiamo
i1,12 < k tali che f1 < a4, e B2 < ai,. Se j = max{iy, iz}, allora 81 - f2 < o - o < aj41 < . Questo
conclude la dimostrazione che o ¢ moltiplicativamente chiuso. Visto che (a; | i € k) ¢ illimitata,
cof(a) < k. Notiamo infine che cof(a) = 1 < k non e possibile, altrimenti, per I'implicazione (1) = (2)
gia dimostrata, si otterrebbe I’esistenza di una successione («; | j € p) di elementi di a che € crescente,
illimitata, e tale che (aj)2 < ajy1, € questo contraddirebbe la minimalita di .

(2). Per ipotesi, &« = wi(y+ 1) + p = w1y + w1 + p per un opportuno y e un opportuno p < wj.
Notiamo che per ogni 8 < w; deve essere g(wi1y + ) < wiy + wy. Infatti, se per assurdo fosse
g(w1y + B) > w1y + wy per qualche f < wi, si avrebbe che g(wiy + wi) = g (wiy+ B) +w1) >
w17y + w1 + w1, contro 'ipotesi di p < wy. D’altra parte, visto che g & crescente, si ha g(a) > a per
ogni «, e in particolare g(w1y + B) > w1y + B. Quindi per ogni f < w; esiste (ed unico) ordinale
f(B) < wq tale che g(wiy + ) = w1y + f(B). Visto che g & crescente e continua ai limiti, anche la
funzione f :w; — wy lo . Per un risultato visto a lezione, f ammette N; punti fissi, e quindi anche g
ammette N; punti fissi.



