Elementi di Teoria degli Insiemi
Prova scritta del 25 Giugno 2012
Soluzioni

Esercizio 1. Assumiamo che valga lipotesi generalizzata del continuo, cioe 2% = R, 1 per ogni a.
Determinare le cardinalita dei seguenti insiemi:

—_

X1 ={ACwn ||A =X}

2. XQZ{AngHA‘:Ng,}

w

. X3 = {f W11 — Wh ’ f e illimitata}.

4. Xy ={f:ws — w11 | f & strettamente crescente}.

Soluzione. Ricordiamo il seguente risultato, dimostrato a lezione: Se v < k sono cardinali infiniti,
allora |[K]"| = kY, dove [kK]Y = {A C k:|A| =v}.

(1). X1 = [wi]°, dunque | X1| = (Ry1)®° = (con ripetute applicazioni del Teorema di Hausdorff)
= max{NH, 2N0} = max{NH, Nl} = NH.

(2). Si procede esattamente come sopra. Visto che Xo = [w1]™®, si ha [Xa| = (R)™ =
maX{Nll, 2N5} = max{Nll, Nﬁ} = N11.

(3). Intanto X3 C Fun(wii,ws), dunque |X3| < (R5)™11 = 2811, Per ottenere la disuguaglianza
inversa, un possibile modo & il seguente. Per ogni A € P(wy1 \ ws), sia fa : w11 — ws la funzione

definita ponendo
o se a € ws
fala) =
xa(a@) sea€wi\ws

dove x4 : wi1 \ws — {0,1} & la funzione caratteristica di A. Notiamo che f4 & suriettiva visto
che f1.; € lidentita, quindi f4 € X3. Ponendo ®(A) = fa si ottiene allora una funzione iniettiva
® : P(wir \ ws) — X3. Poiché |wyy \ ws| = Vi1, segue che 2811 = |P((wyy \ ws)| < | X3|. Concludiamo
che ’X3’ = 2N11 = ng.

(4). L’insieme X, C Fun(Xs, X11), dunque | X, < (R11)™ = max{¥;1, 2%} = max{N;1,Ng} = Ny1.
Notiamo ora che per ogni @ € wy; e per ogni 3 € ws, si ha o+ [ € w1 (per verificarlo basta notare
ad esempio che la cardinalita dell’ordinale |o + (] = max{|a/, |5|} < Ri1). Dunque, per ogni o € wyg
possiamo definire la funzione f, : ws — w11 ponendo fo(B) = a + (. E immediato verficare che f,
¢ strettamente crescente. Ponendo ®(a) = f, si ottiene una funzione iniettiva ® : wy; — Xy, ed
otteniamo cosi anche la disuguaglianza inversa N3 < | Xy].

Esercizio 2. Siano a,( > 2 ordinali.

1. Dimostrare che o = - 3 se e solo se o = 3.

2. Dimostrare che per ogni « esistono [ arbitrariamente grandi tali che a® =« - 3.



Soluzione. (1). Supponiamo prima o = 3. Se 3 ¢ infinito allora 1 + 8 = 3 e si ha o = o8 =
a-aof = a-B. Notiamo che se 3 ¢ finito ipotesi non & mai soddisfatta, come possiamo facilmente
verificare per induzione su n > 2. Per n = 3, si ha a® > 33 > 3. 1l passo induttivo segue notando che
a™tl = ™. n > (per ipotesi induttiva) n-a >n-3 >n+ 1.

Supponiamo ora o = a - 3. Se 3 ¢ infinito la tesi vale perché se per assurdo fosse a® # 3 allora
avremmo che o > = af = o!'*P = - o® > a - 3, contro l'ipotesi. Anche in questo caso, l'ipotesi
non ¢ mai verificata quando 3 e finito. Mostriamo infatti per induzione che a™ > a-n per ogni naturale
n>2. Pern=3abbiamochea®=a-a-a>a-3-3>«a-3. Per il passo induttivo, amtl = o >
(per ipotesi induttiva) a-n-a > a- (3n) > a- (n+1).

(2). Fissato un ordinale +, si pone per ricorsione numerabile:

Bo="
Bni1 = abn

E immediato verificare che (Bn | n € w) € una successione debolmente crescente. Dimostriamo ora
che 'ordinale 8 = sup,, 8, > ~ @ tale che o” = 3, da cui la tesi per il punto 1. Se 8 = (3} per qualche
k, allora per la crescenza debole della sequenza (3, | n € w), avremmo che Gy = fx+1 = [ e quindi
o = o = @1 = B. Altrimenti, se 3, < 3 per ogni k, I'ordinale 3 ¢ limite e si ha:

of = (Jo® = [Jo™ = [ Bun = 5.

o< new new

Esercizio 3. Consideriamo la gerarchia di von Neumann: Vo =0; Vay1 = P(Va); Va = Ugenr Va se
A e limite. Dimostrare le seguenti proprieta:

1. FeVoa = UperF eVa.
2. AcV, = TC(A) e V,.!

3. AV, & |TC(A)] < Rp.2

Soluzione. (1) Procediamo per induzione transfinita su a. Se o« = 0 la tesi ¢ vera a vuoto. Se
a = [+ 1 ¢ un ordinale successore, allora F € F € V, = P(V3) = F € Vj e quindi, visto che V3 &
transitivo, F' C V3. Ma allora (Jpcr F' € V3 = Uper F € P(Vg) = Vi Infine, se F € V) dove A ¢
un ordinale limite, allora F € V, per un opportuno o < A. Applicando l'ipotesi induttiva, si ottiene
allora che J Fe 7 F €V, CV,, come voluto.

(2). Procediamo per induzione transfinita. Se o = 0 la tesi ¢ vera a vuoto. Se A € Vjyq,
allora A C V3. Visto che V3 & un insieme transitivo che include A, abbiamo TC(A) C Vg, e quindi
TC(A) € V1. Infine, se A € V) dove A ¢ limite, allora A € V,, per un opportuno a < A, e dall'ipotesi
induttiva segue che TC(A) € V,, C V.

(3). = Se A €V, allora A € V,, per un opportuno n € w e quindi, per la transitivita di V;,, si ha
A CV,. Ma allora TC(A) e finito perché TC(A) C V,, e tutti gli insiemi V,, sono finiti.

< Notiamo anzitutto che se un insieme finito A C V,,, allora A € V}, per un opportuno n. Infatti,
per ogni a € A sia p(a) = min{k | a € V}}. Visto che A ¢ finito, m = max{p(a) | a € A} ¢ finito,
e quindi A CV,, da cui A € P(V;;,) = Vi1 Notiamo inoltre che dall’ipotesi di TC(A) finito, segue
che anche A @ finito. Se per assurdo A ¢ V,,, allora A € V,,, cioe esisterebbe un elemento a; € A

! Ricordiamo che la chiusura transitiva TC(A) ¢ il pit piccolo insieme transitivo che contiene A, ed & uguale all’unione
U, e, An dove Ag = A e Apy1 = An.
Per I'implicazione < & necessario 'uso dell’assioma di Fondazione.



tale che a1 ¢ V,. Adessot € a; € A C TC(A) = t € TC(A), dunque a; C TC(A). Percio anche
ap & finito e da a; ¢ V,,, analogamente a sopra, segue 'esistenza di almeno un elemento as € a; tale
che ay ¢ V,,. Iterando questa costruzione, si ottiene una catena discendente A 3 a3 3 az O ... che
contraddice 1’Assioma di fondazione.

Esercizio 4. Siano x e v cardinali infiniti. Dimostrare le proprieta seguenti.

1. Se p¥ < K per ogni i < Kk e se v < cof(k) allora K" = k.

2. Se p¥ < Kk per ogni i < k e se v > cof(k) allora k € singolare ed inoltre K = K eof(R)

[Suggerimento: usare la formula per i prodotti infiniti.]

Soluzione. (1). Nellipotesi che cof(k) > v, ogni funzione f : v — & ¢ limitata, e dunque Fun(v, k) =
Ua<r Fun(v, o). Abbiamo quindi:

k < K = |Fun(v, k)| < Fun(v,a)| = alf = max<suplal’. kpy = k.
< Fun(,r)| < 3 [Fun(v,a)] = 3ol {aéz"’}

aER aEkR

(2). Con le nostre ipotesi abbiamo che cof(k) < v < 2 < k, dunque & & singolare ed e quindi
un cardinale limite. Possiamo scrivere allora £ = 7 o) i dove (ki | i € cof(k)) ¢ una sequenza
crescente di cardinali k; < k. In particolare £ = SuUp;ccof(x) #i- Notando che sup;ccqf(x) ki < HiEcof(n) Ki
e applicando la formula del prodotto infinito, otteniamo:

v

v cof(k)
K/V:< sup K/’i) S H K — H K/’L’l/ — ( sup K/Z'y> S KICOf(H) S K,V.

i€cof(k) iccof(k) iccof(x) i€cof(k)



