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Tutte le risposte devono essere giustificate

Buon lavoro!

Esercizio 1. Determinare la cardinalità dei seguenti insiemi, stabilendo tutte le eventuali uguaglianze
o disuguaglianze che sussistono tra di loro.

1. Y1 = {A ⊂ ω7 | A è finito }
2. Y2 = {A ⊆ ω7 | |A| = ℵ7 }.
3. Y3 = {A ⊆ ω7 | |A| = ℵ6 }.
4. Y4 = {f : ω6 → ω7 | Imm(f) è finita }.
5. Y5 = {f : ω7 → ω6 | |Imm(f)| = ℵ6 }.

Esercizio 2. Disporre in ordine crescente i seguenti 13 ordinali, stabilendo se sussistono eventuali
uguaglianze.

(a) 17ω, (b) ω, (c) ωω, (d) ωω
1 , (e) ω1

ω1 , (f) ωω1 , (g) 17ω1 , (h) 13ω,

(i) (ω + ω)ω, (l) (ω1 + ω1)
ω, (m) (ω + ω)ω1 , (n) (ω1 + ω1)

ω1 , (o) ω1
(ω+ω).

Esercizio 3. Determinare tutti e soli gli ordinali α che soddisfano la seguente proprietà:

(?) Per ogni γ, αγ + αγ+1 = αγ+1.

Esercizio 4. Dimostrare che queste due proprietà sono equivalenti:

1. κcof κ = κ+ · 2cof κ per ogni cardinale infinito κ.

2. κcof κ = κ+ per ogni cardinale singolare κ con κ > 2cof κ.

Esercizio 5. Ricordiamo che un cardinale κ si dice inaccessibile se è regolare, ed inoltre è limite
forte, cioè νµ < κ per ogni ν, µ < κ.

1. Dimostrare che se κ è inaccessibile, allora |Vκ| = κ.1

2. Dimostrare che κ è inaccessibile se e solo se soddisfa la seguente proprietà:

(??)
(
f : A → B & A ∈ Vk & B ⊆ Vκ

) ⇒ f ∈ Vκ.

1Vκ è il κ-esimo livello Vκ della gerarchia di von Neumann:

V0 = ∅, Vβ+1 = P(Vβ), Vλ =
⋃

β<λ

Vβ se λ è limite.


