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Tutte le risposte devono essere giustificate

Buon lavoro!

Esercizio 1. Sia κ un cardinale singolare e supponiamo che la successione 〈2ν | ν < κ〉 abbia massimo
2ξ. Dimostrare che allora anche 2κ = 2ξ.

Esercizio 2. Siano:

• V0 uno spazio vettoriale su R di dimensione ℵ0;

• V1 uno spazio vettoriale su R di dimensione ℵ1;

• V2 uno spazio vettoriale su R di dimensione ℵ2.

Determinare la cardinalità dei seguenti insiemi:

1. Vi, al variare di i = 0, 1, 2 ;

2. Lo spazio vettoriale L(Vi, Vj) di tutte le applicazioni lineari T : Vi → Vj , al variare di i, j = 0, 1, 2.

[ Ricordare che B è una base di uno spazio vettoriale V su R se ogni vettore di V si scrive in modo
unico come combinazione lineare a coefficienti in R di un numero finito di elementi di B.]

Esercizio 3. Ricordiamo la gerarchia di von Neumann:




V0 = ∅
Vα+1 = P(Vα)
Vλ =

⋃
α<λ Vα se λ limite.

Sia adesso f una funzione.

• Dimostrare che se f ∈ Vα, allora sia il dominio dom(f), che l’immagine imm(f) appartengono
a Vα.

• Sotto quali ipotesi sull’ordinale α vale l’implicazione inversa?

dom(f), imm(f) ∈ Vα ⇒ f ∈ Vα.

Esercizio 4. Trovare tutti gli ordinali δ tali che ω2 · δ = δ · ω2.


