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Tutte le risposte devono essere giustificate

Buon lavoro!

Esercizio 1. Determinare la cardinalità dei seguenti insiemi:

1. X1 = {f : R→ R | f è iniettiva}.
2. X2 = P(R)/≡, l’insieme quoziente delle parti di R modulo la relazione di equivalenza:

A ≡ B ⇔ (A \B) ∪ (B \A) è finito.

3. X3 = {A ⊆ ℵ17 | |A| = ℵ0}.

Esercizio 2. Trovare tutti gli ordinali β tali che β + ω2 + 7 = ω2 + 7 + β.

Esercizio 3. In ZF, dimostrare che le seguenti formulazioni dell’assioma di scelta sono tra loro equivalenti:

1. Per ogni famiglia F 6= ∅ di insiemi non vuoti, esiste una funzione di scelta Φ tale che Φ(F ) ∈ F per ogni
F ∈ F .

2. Per ogni famiglia G 6= ∅ di insiemi non vuoti a due a due disgiunti, esiste un insieme di scelta X tale che
|X ∩G| = 1 per ogni G ∈ G.

3. Per ogni funzione suriettiva f : A → B esiste una funzione iniettiva g : B → A tale che f ◦ g = 1B è la
funzione identità su B.

Esercizio 4. Ricordiamo la gerarchia cumulativa di Von Neumann:

V0 = ∅ ; Vα+1 = P(Vα) ; Vλ =
⋃

α<λ

Vα se λ è limite.

Siano κ un cardinale infinito e α un ordinale. Dimostrare che le seguenti due proprietà sono equivalenti:

1. cof(α) > κ ;

2. Ogni X ⊆ Vα di cardinalità |X| ≤ κ, appartiene a Vα.

Esercizio 5. Dimostrare le due seguenti proprietà:

1. Siano µ, κ due cardinali infiniti. Se µ ≥ cof(κ) allora κµ = (supν<κ νµ)cof(κ).

2. (ℵω)ℵ1 = max{(ℵω)ℵ0 , 2ℵ1}. [Suggerimento: Usare (1) per dimostrare (2).]


