Elementi di Logica Matematica
Prova scritta del 13 Giugno 2006

COgNOME € NMOMIE: ettt ettt et et e e e e et e e e e e e e e e e

NUMEro di MatriCola: . ..o

Tutte le risposte devono essere giustificate

Esercizio 1. Determinare la cardinalita dei seguenti insiemi:
1. V1 ={ACR| A e finito }.
2. Yo ={f:N— N| f bigezione }.
3. Y5={f:(0,1) — (0,1) | f discontinua in al pitt una quantita numerabile di punti }.
4. Yy =, ., Ay dove {4, | v <wi} ¢ una famiglia di aperti (non vuoti) di R.

Esercizio 2.

1. Supponiamo che | X| < |Z| dove Z & bene ordinabile. Senza usare I’assioma di scelta, dimostrare che se
esiste g : X — Y suriettiva, allora |Y| < |X].

2. Usando I’assioma di scelta, dimostrare la seguente proprieta:

(x) |Y] <|X] se e solo se esiste g : X — Y suriettiva.

Esercizio 3. Determinare quoziente e resto della divisione euclidea tra gli ordinali w? +w -3 +2 e w + 4.

Esercizio 4.
La famiglia dei Boreliani B(R) & definita come la pit piccola o-algebra di sottoinsiemi di R che contiene tutti
gli aperti.! Per induzione transfinita, poniamo:
By ={X CR| A & aperto }
Byt1 =B, U{X°| X e B,} U{U
Bx =Uacr Ba  se A e limite.
1. Dimostrare che B(R) = U, .., Ba-

2. Qual ¢ la cardinalita di B(R)?

Xo | Xn € Bat U{N, . Xn | X» € Ba}

n<w n<w

Esercizio 5.
Un cardinale non numerabile & si dice limite forte se v* < k per ogni v, < K.

1. Dimostrare che se k e limite forte allora x € un cardinale limite.
2. Dimostrare che x e limite forte se e solo se 2¥ < k per ogni cardinale v < k.

3. Dimostrare che esistono limiti forti.

Esercizio facoltativo. [DIFFICILE. Fare solo dopo aver risolto gli altri esercizi.]
Sia & un cardinale con 8y < k < ¢, dove ¢ = 2% ¢ la cardinalitd del continuo. Dimostrare che le seguenti due
condizioni sono equivalenti:

1. Per ogni sottoinsieme X C R di cardinalitd | X| = &, esiste un razionale g € Q tale che:
|X N (=00,9)| = [X N (g, +00)| = .

2. La cofinalita di x & pili che numerabile: cof(k) > Ro.

1 Ricordare che una o-algebra & una famiglia di insiemi chiusa per complementi, e chiusa per intersezioni e unioni numerabili.



