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Tutte le risposte devono essere giustificate
con una dimostrazione o con un controesempio.

Esercizio 1. Determinare la cardinalità dei seguenti insiemi:

1. L’insieme L(Rn,Rk) delle applicazioni lineari f : Rn → Rk, dove n, k sono naturali positivi.

2. L’insieme Seq(N) delle sequenze finite 〈ai | i ∈ n〉 di numeri naturali.

3. L’insieme delle successioni convergenti di numeri reali:

{s : N→ R | ∃l ∈ R lim
n→∞ s(n) = l }.

Esercizio 2. Se 〈X,≤〉 è un insieme totalmente ordinato, la sua cofinalità cof(X) è cos̀ı definita:

cof(X) = min{ α ordinale | esiste f : α → X crescente e illimitata }.
1. Dimostrare che cof(X) è un cardinale.

2. Dimostrare che per ogni cardinale infinito κ, cof(κ+) = κ+.

[Ricordare che κ+ è il cardinale successore di κ, cioè il più piccolo cardinale maggiore di κ.]

Esercizio 3. Sia κ un cardinale infinito e {νi | i ∈ κ} una famiglia di cardinali diversi da zero.
Dimostrare che: ∑

i∈κ

νi = max{ ν ; κ} dove ν = sup{νi | i ∈ κ}.

Esercizio 4. Sia α > 2 un ordinale. Dimostrare che le seguenti condizioni sono equivalenti:

1. α è moltiplicativamente chiuso, cioè se β, γ < α allora anche β · γ < α ;

2. Per ogni 0 < β < α, β · α = α ;

3. Esiste δ tale che che α = ωωδ
.

Esercizio 5. Sia (I, <) un insieme totalmente ordinato, e sia 〈(Bi, <i) | i ∈ I〉 una I-sequenza di
insiemi totalmente ordinati. Sull’unione disgiunta

∐
Bi =

⋃{Bi × {i} | i ∈ I} definiamo:

(x, i) ¹ (y, j) ⇔ i < j ∨ (i = j ∧ x ≤i y).

Dimostrare che

1. (
∐

Bi,≺) è un insieme totalmente ordinato ;

2. (
∐

Bi,≺) è bene ordinato se e solo se (I,<) e tutti i (Bi, <i) sono bene ordinati.


