Elementi di Logica Matematica
Terzo Test del 27 Maggio 2005
Soluzioni (a cura di M. Di Nasso)

Esercizio 1. Dimostrare che per ogni insieme A # (), la classe {B | |B| = |A|} non € un insieme.

Soluzione. Procediamo per assurdo e supponiamo che A = {B | |B| = |A|} sia un insieme. Vogliamo
dimostrare che allora | J.A = V, contraddicendo il fatto che la classe universale V di tutti gli insiemi
non ¢ un insieme. Visto che A # (), fissiamo un elemento a € A. Per ogni z, sia

_ JA\{ap) U{z} sex ¢ A;
“ ] A altrimenti.

In ogni caso, x € B, € A (infatti banalmente |B,| = |A]). Questo dimostra | J.A = V, come volevamo.

Esercizio 2. La gerarchia di von Neumann & definita per ricorsione transfinita ponendo:

Vo =0;
Vat1 = P(Va) ;
VA = Uqpen Va se A ¢ limite.

Dimostrare che:
1. Ogni V,, & transitivo, cioe Vo Vy (zr €y € Vo, = x € V) ;
2. Se a < B allora V,, C Vj;

3. Se a < B allora V,, € V3.

Soluzione. (1). Procediamo per induzione transfinita su a. Se o = 0, V{) = () & banalmente transitivo.
Supponiamo ora a = 3 + 1 successore. Se x € y € Vgy; = P(Vj), allora € y C Vg e dunque = € Vj.
Se infine « = A ¢ limite e x € y € V), = U7</\ V,, allora x € y € V, per qualche v < A. Per ipotesi
induttiva z € V,, C V), quindi « € V) come volevamo.

(3). Per induzione transfinita su 5. Se § = 0 non ci sono « < 3, e quindi la tesi & vera a vuoto. Se
B =741 e successore e < f3, allora o < y e distinguo due casi. Se a =, Vo, € P(V,) = P(Vy) = V3.
Se o < 7, per ipotesi induttiva V,, € V, € P(V,) = Vs, e la tesi V,, € Vj segue dalla transitivita di Vj,
gia dimostrata al punto (1). Se infine § = X ¢ limite, da o <  segue che o < y per qualche v < .
Allora per ipotesi induttiva, V, € V,, C V3, quindi anche in questo caso V,, € Vj.

(2). Se o = 3, la tesi & banale. Se a < 3, per la proprieta (3) si ha V,, € V3. Ma Vj ¢ transitivo
per la (1), dunque z € V, € V3 = = € V3. Questo dimostra che V,, C V3 come volevamo.

Esercizio 3.

1. Mettere in ordine i seguenti sei ordinali:

(@) w?-(wHw); (b) (wHw)w?; (¢) W wtw” w; (d) ww+ww’; (€) w wtww”; (f) ww’+w*-w.

2. Dimostrare che se a < f3, allora w® + w® = wP.



Soluzione. (1). Applicando la proprieta distributiva a destra, si ricava che il primo ordinale (a) =
W wtw - w = (c) = wt + w11 secondo ordinale (b) = w. Infatti w® < (b) = (w-2) -w* <
w?-w¥ = w2t = w¥. Adesso notiamo che w-w* = wW'*t¥ = W¥. Dunque (d) = w*+w*. Analogamente,
il quinto ordinale (€) = w* -w+w* = W40, Infine, (f) = W +w* w = w* (1+w) = W w = W* T
Visto che:

W < w4 w? < Wt < w4 < @ttt
concludiamo che (b) < (d) < (f) < (e) < (a) = (¢).

(2). Abbiamo visto a lezione che se a < 3, allora esiste ed unico v con o + v = 3. Dunque:

W4 WP = T = w0 W =W (14 w)) = w W =P

Esercizio 4. Usando la disuguaglianza di K6nig, dimostrare che per ogni cardinale &, si ha x < ().

Soluzione. Sia p = cof(k), e sia f : 4 — « una funzione crescente illimitata. Allora x = J,., f(e),
quindi £ < 37, |f(a)|. (Visto che [, f(a) non & unione disgiunta, non vale in generale I'ugua-
glianza k = 3, |f(a)].) Notiamo che f(a) < k = [f(a)| < p, e allora per la disuguaglianza di

Konig, si ha:
Kk < Z |f(a)| < H k= kM = ),
a<p a<p

Esercizio 5. Sia a > 0 un ordinale. Dimostrare che le seguenti condizioni sono equivalenti:
1. « & additivamente chiuso, cioe se 3,7 < « allora anche 0+ v < «;
2. Perogni < a, B+ a=a;

3. Esiste ¢ tale che a = w?.

Soluzione. (2) = (1). Se 5,7 < «, banalmente 5+ v < 3+ a = « per ipotesi.

(1) = (3). Procediamo per assurdo, mostrando che per ogni ordinale fissato d, se w’ < a < w1

allora o non ¢ additivamente chiuso. Visto che w/! = w® . w = Sup,, <., w® - n, possiamo prendere
1§n<wconw5-n<a§w5-(n+1). Ma allora:

w‘s-n—l-w‘s-n:w‘s-(n—l—n) Zw‘;-(n—l—l) > a,
e quindi o non e additivamente chiuso.

(3) = (2). Fissiamo 3 < a = w’. Distinguiamo tre casi. Se § = 0, allora a = 1 e # = 0, dunque
banalmente 3+« = a. Se § = ¢ + 1 & successore, da f < WSt = w¢ w = sup,, <., w¢ - n segue che
B < wS - n per qualche n < w. Allora deve essere  + a = a, in quanto

a<fra=F+wt <t nt+ut w=w(n+tw) =u w=a.

(Qua abbiamo usato la proprieta n +w = w per ogni n < w. Piu in generale, si pud dimostrare
che n + a = « per ogni ordinale infinito «.)



Esercizio 6. Dimostrare che [, .., Rn = (Ro,)™.

Soluzione. Poiché ogni R,, < N, si ha subito la disuguaglianza:
IR < [ R = (o).
new new

L’altra disuguaglianza non ¢ immediata. Fissiamo una famiglia {Ay | k¥ € w} di sottoinsiemi infiniti
disgiunti di w. Ad esempio, possiamo prendere A; = {pZJrl | n € w}, dove pg < p1 < p2 < ...ela
successione dei numeri primi. Notiamo che, per ogni k fissato,

H N, > Z R, = max{sup N, ; |[Ax| } = R,.
TLGAk TLGAk neAk

Denotiamo con A C w 'unione (disgiunta) di tutti i Ag. Allora abbiamo che:

IR =TI R =TT CTT ®n) = I R = ).

new neA kEw neAg kew



