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Gli scritti d’esame per il corso di Analisi 3 consistono di otto domande a cui dare una risposta
articolata. Di queste, le prime sono solitamente pit semplici, nel senso che possono essere facilmente
ricondotte a fatti o calcoli noti. Il tempo a disposizione ¢ di tre ore.

Questa raccolta contiene i testi e le soluzioni degli scritti di tutti gli appelli dell’a.a. 2021-22, incluse
le prove in itinere.

Programma del corso [versione: 10 gennaio 2022]. Sono riportati in corsivo gli argomenti
non fondamentali e/o fuori programma.

1.

RICHIAMO DI TEORIA DELL’INTEGRAZIONE (fuori programma)

o Misure o-additive su o-algebre. Esempi fondamentali: la misura di Lebesgue e la o-algebra
degli insiemi misurabili secondo Lebesque su R%; la misura che conta i punti.

o Funzioni misurabili (rispetto ad una data o-algebra). Integrale delle funzioni misurabile
positive partendo delle funzioni semplici. Integrale delle funzioni misurabili a valori reali e a
valori vettoriali.

o Teoremi fondamentali: di convergenza monotona (o di Beppo Levi), di Fatou, di convergenza
dominata (o di Lebesgue), di Fubini, di cambio di variabile.

Spazr LP

o Disuguaglianze di Jensen, Holder e Minkowski.

o Norma LP di una funzione; spazi L?; completezza degli spazi LP.

o Confronto tra le varie nozioni di convergenza per una successione di funzioni.

o Approssimazione con funzioni continue; teorema di Lusin.

CONVOLUZIONE
o Prodotto di convoluzione di funzioni su R? e disuguaglianze collegate alle norme LP.
o Regolarita del prodotto di convoluzione in funzione della regolarita dei fattori.

o Approssimazione per convoluzione delle funzioni in LP(R%); approssimazione con funzioni
C™ a supporto compatto.

Sprazl DI HILBERT

o Spazi di Hilbert reali; basi di Hilbert (sistemi ortonormali completi); rappresentazione di un
elemento dello spazio di Hilbert H in termini di una base.

o Proiezione ortogonale di un vettore di H su un sottospazio chiuso V' e caratterizzazione in
termini di distanza; rappresentazione di H come H =V + V.

o Rappresentazione di un funzionale lineare e continuo su H tramite prodotto scalare (Teorema
di Riesz).

o Spazi di Hilbert sul campo complesso.

. SERIE DI FOURIER

o Le funzioni esponenziali ¢™™* (opportunamente rinormalizzate) formano una base di Hilbert
di L?([—m,n];C). Serie di Fourier di una funzioni in L?([—, 7]; C); identita di Parseval.

o Relazione tra la regolarita di una funzione e il comportamento asintotico dei coefficienti di
Fourier; convergenza uniforme della serie di Fourier delle funzioni 27-periodiche di classe C'!.

o Rappresentazione delle somme parziali della serie di Fourier come convoluzione con il nucleo
di Dirichlet; convergenza della serie di Fourier nei punti di continuita Holderiana.

SERIE DI FOURIER: APPLICAZIONI E VARIANTI
o Derivazione dell’equazione del calore e delle onde in una dimensione spaziale.

o Risoluzione di equazioni alle derivate parziali lineari con condizioni di periodicita al bordo
tramite la serie di Fourier (in primis ’equazione del calore e delle onde).

o Dimostrazione della disuguaglianza isoperimetrica nel piano.
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Varianti della serie di Fourier: serie di Fourier in d variabili, serie di Fourier reale, rappre-
sentazione in serie di seni (per le funzioni in L?(0,7)). Applicazione alla risoluzione di EDP
con diverse condizioni al bordo.

Operatori autoaggiunti; esempi di basi di Hilbert di autovettori di operatori autoaggiunti.

7. TRASFORMATA DI FOURIER E APPLICAZIONI

e}

Derivazione euristica della trasformata di Fourier a partire dalla serie di Fourier. Trasfor-
mata di Fourier delle funzioni in L*(R;C).

Proprieta elementari della TdF; trasformata del prodotto di convoluzione di funzioni in L';
trasformata della derivata e derivata della trasformata.

Formula di inversione per funzioni in L' con trasformata in L'.

La TdF preserva il prodotto scalare e la norma L? a meno di un fattore costante (identita
di Plancherel). Definizione della TdF di funzioni in L?(R;C); trasformata del prodotto di
funzioni in L?2.

Relazione tra la regolarita della funzione e il comportamento asintotico della trasformata,
relazione tra la sommabilita della funzione e la regolarita della trasformata. La TdF di una
funzione con supporto compatto & analitica (teorema di Paley-Wiener).

Risoluzione dell’equazione del calore su R tramite trasformata di Fourier e rappresentazione
della soluzione tramite il nucleo del calore. Disuguaglianza di Heisenberg.

8. INTEGRAZIONE SU SUPERFICI

[¢]

Superfici (senza bordo) di dimensione k e classe C™ in R?: definizione in termini di para-
metrizzazioni regolari e caratterizzazione come luogo di zeri di una mappa. Definizione di
spazio tangente ad una superficie. Mappe regolari su superfici e tra superfici, differenziale di
queste mappe.

Misura di Lebesgue su uno spazio vettoriale con prodotto scalare. Definizione di |det T'| per
un’applicazione lineare T tra spazi vettoriali con prodotto scalare; formule alternative per
| det T'| per un’applicazione lineare T : R¥ — R,

Determinante Jacobiano di una mappa di classe C' da un aperto di R* in R?: formule
alternative per lo Jacobiano. Costruzione della misura di volume su una superficie tramite
parametrizzazioni regolari; caratterizzazione della misura di volume in termini di quasi-
isometrie. Integrazione di funzioni su una superficie tramite parametrizzazioni anche non
regolari (formula dell’area).

Applicazioni k-lineari alternanti (k-covettori) su uno spazio vettoriale V'; prodotto esterno,
pull-back tramite un’applicazione lineare. Base dello spazio dei k-covettori su V associata
ad una base di V. Formula di Binet generalizzata.

Forme differenziali (su un aperto di R?), pull-back, derivata esterna (differenziale). Integra-
zione di una k-forma su una superficie k-dimensionale orientata. Teorema di Stokes (solo
enunciato).
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Sia X il sottospazio di L?([0, 1]) generato dalle funzioni = e z2. Trovare la proiezione ortogonale
della funzione z® su X.

SOLUZIONE. La proiezione p(x3) deve essere della forma p(z3) = az + bx? ed ¢ caratterizzata
dal fatto che z3 — p(2®) & ortogonale sia ad x che ad 22, vale a dire

0= (2% —p(a?); ) = [ a* —brtde =1~ la—1p,
0= (23 —p(a?); 2?) fo — ax® bx4dx:%f%a—%b.
Risolvendo questo sistema ottengo a = f% eb= %, ovVvero
p(z®) = —2z + 422,

@ Calcolare i coefficienti di Fourier reali e complessi della funzione u(z) := sin®z.

SoLUZIONE. Usando l'identita sinz = 5-(e™ — e~™) ottengo:

. b . . 3 . . _ . _as
sm‘%: (é(ezx_e ’LT)) =§e3” 387,ezr+387,e ’L’I‘_ée 3ix

= —1sin(3z) + 3sinz.

Dalle ultime due identita (e dall’unicita della rappresentazione in serie di una funzione) segue
che i coefficienti complessi di u sono

ZF% per n = +1,
cn(u) = { £%  pern =43,
0 altrimenti,
mentre quelli reali sono
% per n =1,
an(u) = 0 per ognin, by(u) =4 -1 pern=3,

0 altrimenti.

Sia u : [r,7] — R una funzione di classe C! tale che u(—n) = u(r). Scrivere |lul|z e |||z in
termini dei coefficienti della serie di Fourier reale di u.

SOLUZIONE. Al solito, indico con a,, e b, i coefficienti della serie di Fourier reale di u e con
cn, quelli della serie complessa. Partendo dalla serie di Fourier reale ed usando le formule
cos(nx) :'%(emi‘ +.e_”“'”) e singnx) = (e — e~"*) ottengo la serie di Fourier complessa e
le seguenti relazioni tra i coefficienti:

1 .

n — 5\Un — bn

co=ayg e ¢ 2(1a Z‘) pern=12....
C_n = §(an+lbn)

Utilizzando queste relazioni, la formula di Parseval (per la serie di Fourier complessa) e I'identita
cn () = inc, ottengo quindi

lul = 27 Z \cn\2—27m0—|—7r2a +b2

n=—oo
la))2 = 27 Z 2|cn|2—7TZn (a2 +b2).
n=—oo

OSSERVAZIONI. L’esercizio poteva essere risolto senza passare per la serie di Fourier complessa,
usando l'identita di Parseval per la serie di Fourier reale, vale a dire
+oo
2 2 Z 2 2
||u||2 = 27Ta’O +7 a’n+bn

n=1
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e l'identita che collega la serie di Fourier reale di % con quella di u, vale a dire

+oo

U= Z —nay, sin(nz) + nb, cos(nx).

n=1
(La prima formula puo essere ottenuta a partire dall’ortogonalita delle funzioni cos(nz) e sin(nz)
e dal valore delle loro norme L2, la seconda pud essere ottenuta in modo formale derivando la
rappresentazione in serie di u, e in modo rigoroso applicando un’integrazione per parti alla
formula per i coefficienti di u.)

Dato a > 0, sia f, la funzione su R?\ {0} data da
1
fa(z) = = .
(lza| + -+ +fzal)" (1 + [log(|z[)])
Dire per quali p € [1,4+00) la funzione f, appartiene a LP(B(0,1)).

SOLUZIONE. Osservo che per ogni z € R? vale
|| < lwa| + - + |za] < dlz]
e quindi

1 1

— ga(2) < fo(x) < go(z) dove x) 1= .
) = Jo(0) S anla)dove ) = G g )

Pertanto la norma || fo||, € finita se e solo se | g, ||, € finita, e per quanto riguarda quest’ultima
ho che:

1 ! 1
loully = | o =ca | o
" I lalor (1 + log(|z))” o PP~ H(1+[log p|)?
(nel secondo passaggio ho applicato la solita formula per I'integrazione delle funzioni radiali, e

cq sta per il volume (d — 1)-dimensionale della sfera S9—1).
Noto ora che I'ultimo integrale & improprio in 0 e si comporta come

1/2 1
— dp
/0 pP=4+1|log p|P

che & finito se e solose ap —d+ 1 < 1 oppure ap —d+ 1 =1e p > 1. Ne deduco che g, e f,
appartengono a L?(B(0, 1)) se e solo se

d d
p<— oppure p=-—ed>a.
a a

Data ¢ : [—m, 7] — C funzione continua con coefficienti di Fourier ¢! sommabili, consideriamo

il problema (P) dato dall’equazione u; = 2uz, + u — @(z) sull’intervallo spaziale [—m, 7] con le
solite condizioni di periodicita al bordo e la condizione iniziale u(0,-) = 0.

a) Dimostrare che (P) ammette una soluzione definita per ogni ¢t > 0 e discuterne la regolarita.

b) Discutere il comportamento asintotico della soluzione per ¢t — +o0.

SOLUZIONE. Risolvo formalmente ’equazione scrivendo Iincognita u in serie di Fourier (com-
plessa) rispetto alla variabile . Procedendo come al solito ottengo che i coefficienti ¢,, risolvono
il problema di Cauchy

g=01-2n")y—c)
y(0)=0
e quindi sono dati da

CO 2
(1) = n 1 — (1—-2n*)t )
en®) = Tgm (L=e )
Pertanto la soluzione u dovrebbe essere
= CO 2 .
u(t7x) = Z 1 _gnz (1 _ 6(1*271 )t) einm ) (1)

Un
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a) Dimostro ora che: la funzione u definita in (1) &
(i) ben definita su [0,+00) x R, 2m-periodica in z, di classe C' int e C? in z,
(i) di classe C* int su (0,400) x R,
(iii) una soluzione del problema (P).
Per dimostrare (i) mi basta far vedere che la serie > DI'DFy,, converge totalmente su
R:=[0,+00) xRse h=0ek =0,1,2, oppurese h =1 e k = 0.
In effetti per £ =0,1,... vale che

0
e quindi, tenendo conto che 0 <1 — e(1-2n*)t <1pert>0en#0, ottengo
0 k
k cnlIn]® _ k—2| 0
HDIU"”’HLOO(R) = 27:2_1 _O(|n| |cn|)7

che & sommabile (in n) per k < 2 grazie all'ipotesi che i coefficienti ¢ sono sommabili.
Inoltre per h =1,2,... vale che

DM, = —2(1 — 2712)}“16(172"2)lt e (2)

e quindi
1Dy | e gy < 1E01(20° = 1) = O(In]* 2 ep)])

che & sommabile (in n) per h < 1.

Per dimostrare (ii) faccio vedere che la serie delle derivate parziali ), £0 D!, converge total-
mente su Rs := (4,+00) x Rperognid >0eh=1,2,...
In effetti utilizzando la formula (2) ottengo

D8 ey < IeBIC207 = 122 O(che 2 n2h2) = O(( )

che & sommabile (in n) per ogni h.

Per dimostrare (iii) mi basta osservare che u soddisfa chiaramente le condizioni al bordo e la
condizione iniziale di (P); inoltre ogni addendo u,, in (1) risolve 'equazione

U = 2Ugpy + U — cge“”

e sommando su tutti gli n ottengo che wu risolve ’equazione in (P).

b) Sia v : R — C la funzione con coefficienti di Fourier

0

c
en(v) = T 9 —7;7?,2 .

Siccome la serie Y, [n|*|cn(v)] & finita per k < 2, v ¢ una funzione in CZ,.
Dimostro che, per t — +oo, la funzione u(t,-) + cje! converge a v uniformemente in x ed
esponenzialmente in ¢. Dalla formula (1) segue infatti che
0t _ h (1—2n2)t inz
u(t, ) + cge —v(m)—zme e,
n#0
e quindi

0 2
Hu(t, 4+ Cget _ 1}(-)||LOO(R) < Z 271|20n—|1| e(1=2n)t < (Z ‘C%‘) et
n#0 n#0

(Nel secondo passaggio ho usato che 2n?2 —1>1e e(1=2m")t < o=t per ogni n # 0.)

OSSERVAZIONI. La regolarita della soluzione v dimostrata sopra e sostanzialmente ottimale.
Riscrivendo infatti I'equazione come ¢ = 2uy, + u — uy si vede che se u(t,-) & di classe C® per
qualche per ¢ > 0, allora ¢ deve essere di classe C', ma esistono funzioni ¢ continue e con
coefficienti sommabili che non sono di classe C'. Quindi, in generale, u(t,-) non & di classe C3
per alcun t > 0.

1 Qui e in seguito ho escluso dalla serie 1’a2ddendo di indice n = 0 perché nessuna delle stime usate vale per
questo indice (notare che ’esponenziale e(1—2n7)¢ diverge per t — +o00, invece di tendere a zero).
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Anche il dominio di esistenza temporale € ottimale: come per ’equazione del calore, in generale
non esiste alcuna soluzione nel passato.

Riguardo al punto b), il fatto che u(t,-) + cJe’ converge uniformemente a v per t — +o0o segue
dal fatto che la serie ), 40 Un converge totalmente su [0, +00) x R. Infatti la convergenza totale
permette di scambiare serie e limite.

Sia X linsieme delle funzioni f € C'(R) tali che (1 + |z|) f(z) & limitata. Dimostrare che:
a)se f € X e g€ LY(R) allora f * g & ben definita in ogni punto e appartiene a Co(R);

b) se f € X e g & tale che (1+ |z]) g(x) € L', allora f * g appartiene a X.

SOLUZIONE. a) Dall’ipotesi su f segue che che questa funzione appartiene a L, e siccome g

appartiene a L', per un risultato visto a lezione il prodotto f * g & ben definito in ogni punto
e continuo. Inoltre

fxg(x) ZZ/RJ‘(:E—y)g(y)dy—m per & — 00

per il teorema di convergenza dominata: la convergenza puntuale f(z —y) — 0 (per ogni y)
segue dal fatto che f @ infinitesima all’infinito, mentre la dominazione ¢ |f(z,y) g(y)| < m|g(y)|
con m = || f||oo-

b) Per dimostrare che la funzione (1 + |z|) f x g & limitata, la stimo come segue
(1 la)If * o)l < [ (-+1el) £ = ) ool dy
= [ M) Fo =)t dy. )

dove ho posto

1+ |z
(T4 |z =y +y])’

Osservo ora che

f(@):= @+l @), gly) = L+ [y lg(y)]-

h(z,y) =

1+ |z
hx,yS >~ 1,
@) S =y v ]

e quindi la stima (3) diventa

(14 fa) £+ 96a)] < [ Flo =) 3w dy = Frgta) < 1 Flllh
R
Concludo osservando che le due norme nell’'ultimo termine sono finite per ipotesi.

Sia X l'insieme delle u € L?([—n, 7]; C) con media nulla, e sia Y I'insieme delle v € C([—n, 7]; C)
tali che v(m) = v(—n) = 0. Per ogni u € X consideriamo la funzione T : [—m, 7] — C data da

Tu(x) = /I u(t)dt.

a) Dimostrare che T'u appartiene a Y.

b) Scrivere i coefficienti della serie di Fourier complessa di Tu in termini di quelli di u e della
quantita m := [ u(z)z dz.

¢) Dimostrare che T'(X) coincide con I'insieme Z delle v € Y tali che Y, n?|c, (v)]* < +oo.

d) Dimostrare che T'(X) & denso in Y.

SOLUZIONE. a) La continuita di Tu segue dal teorema di convergenza dominata e dal fatto
che u appartiene a L'; che Tu(—m) = 0 & ovvio, mentre Tu(r) = [ u(t) dt vale 0 perché u
appartiene a X.
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b) Per n # 0 vale che
1 [ ,
en(Tu) = — Tu(z) e """ dx
2 J_,

1 T i —inx

o » (/_ﬂ Lis<ayu(t) dt) e dx
1 T " —inx

=5 -\ Li<are dx ) u(t) dt

L[ u(t)dt = ! /Tr (e — (=1)") u(t)dt = cn(u)

2 J_ . 2min J_ m

—inx

(&

—inx
(nel terzo passaggio ho applicato il teorema di Fubini-Tonelli e scambiato l'ordine di
integrazione, nell’ultimo passaggio ho usato il fatto che u ha integrale nullo su [—, 7]).

Invece per n = 0 ho che

1 ™ us
co(Tu) = o (/ Tie<ayult) dt) dx

—T

1 ™ ™
= % - (/ﬂ- 1{t§$}d17> u(t) dt

1 [" 1 [
(m—t)u(t)dt = ~3- _Wtu(t) dt = —m

2

(nell’ultimo passaggio ho nuovamente usato il fatto che u ha integrale nullo su [—, 7]).

c¢) Data u € X, per quanto fatto al punto precedente ho che per ogni n # 0 vale in ¢, (Tu) =

cn(u) e quindi
> nPlea(Tu)* =Y len(u)® < +00.
n#0 n#0

Questo dimostra che Tu € Z, e dunque T(X) C Z.

Per dimostrare I'inclusione Z C T(X) prendo v € Z e costruisco v € X tale che v = Tu. Per
la precisione, prendo la funzione w i cui coefficienti sono definiti come segue:

en(v

co(u) =0, culu):= ﬁ per n # 0.
in

La successione dei coefficienti di u ¢ in 2 per via della definizione di Y, e quindi « & una ben
definita funzione in L?([—, 7]; C); inoltre u ha media nulla perché cq(u) = 0, e quindi u € X.
Per via di quanto fatto al punto b) ho anche che ¢, (Tu) = ¢, (v) per ogni n # 0, e quindi Tu—v
¢ una costante. Inoltre Tu(—m) — v(w) = 0, e quindi Tu — v = 0.
d) B stato visto a lezione che ogni funzione continua v : [—m, 7] — C con v(—7) = v(x) si
approssima uniformemente con una successione p,, di polinomi trigonometrici. Se v appartiene
a Y allora anche i polinomi trigonometrici p,(z) := p,(x) — pp(7) approssimano v (perché
pn(m) — v(m) = 0); inoltre appartengono a Y perché p,(—mn) = p,(7) = 0, e appartengono
anche a Z = T'(X) perché hanno coefficienti definitivamente nulli.

OSSERVAZIONI. Si puo dimostrare direttamente che la funzione T'u ¢ Holderiana di esponente
1/2 usando la disuguaglianza di Holder: dati infatti g < 1 si ha

Xy s
[Tu(x1) = Tu(zo)| < / Jul dt =/ Lao ][] dt < [1ag o l2llullz = o1 — zo /2 ull2
xo —T

Data u nella classe Céer delle funzioni da R in R di classe C'!' e 2m-periodiche, pongo

s

E(u) := / 42 +sin*zudr .
—1Tr

a) Scrivere E(u) in termini dei coefficienti della serie di Fourier reale di u.

b) Dimostrare che esiste una funzione u € C}\., per cui il valore di E(u) & minimo.
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c¢) Data ¢ € L?([—m, ), definisco E,(u) come sopra, sostituendo la funzione sin®z con ¢;

discutere l'esistenza del minimo di E,(u) tra tutte le funzioni in CJ,.

SOLUZIONE. a) Indico con a,, e b, i coefficienti della serie di Fourier reale di u. Usando quanto
fatto negli esercizi 2 e 3, e I'identita di Parseval (per la serie di Fourier reale) ottengo

B(u) = (sin®x; u) + [[all3

+o00
=m(2b — 1b3) + WZnZ(ai +02)
n=1
= (b +0]) + (= fbs +903) + Y nPbl+ Y nial. (4)

n#1,3 n

b) Per via della formula (4), minimizzare F(u) equivale a trovare i coefficienti a,, e b, che
minimizzano le seguenti quantita:

%bl—l—bf, —%bg—f—gbg, bipern:2en24, aipernZl,
vale a dire
blz—%, b3:%, bp=0pern=2en>4, a,=0pern>1.

Dunque il minimo di F(u) ¢ la funzione
u(z) == —3 sinz + & sin(3z).
¢) Indico con A,, e B, i coefficienti di Fourier reali della funzione . Procedendo come sopra
ottengo
+o00
E,(u) = (p; u) + ||u|3 = 2w Agao + Z(Anan +n2a2) 4 (Bpb, +n?b2).
n=1
Devo ora distinguere due casi.
Caso 1: Ag # 0 (cioé se ¢ non ha media nulla). In questo caso Pestremo inferiore di E(u)
¢ —oo, ottenuto considerando tutte le funzioni costanti, cioe quelle per cui a,, = b, = 0 per
n > 1. Infatti per queste funzioni vale che E,(u) = 2w Apag, e prendendo l'estremo inferiore al
variare di ap € R ottengo —oo.
Caso 2: Ag =0 (cioé se ¢ ha media nulla). In questo caso
“+oo
E,(u) = Z [(Anan +n?a) + (Bnby, +n?b2)],
n=1
e il punto di minimo di E(u) (se esiste) dovrebbe essere la funzione u i cui coefficienti
minimizzano

A,a, + n2a3I e Bpb,+ n2bi

per ognin =1,2,..., vale a dire

A, b B,

Qp = —7— € n = T 5 9

2n2 2n2

ovvero
= 4, B,
u(z) = — nz::l oz cos(nx) + o2 sin(nx) . (5)
Un

Per concludere dimostro che la serie in (5) definisce una funzione in C’écr, e per la precisione

faccio vedere che la serie delle funzioni u,, e la serie delle derivate u,, convergono totalmente su
R. Osservo per cominciare che

1
lunlloo < ﬁ(|An| +1Bnl),
inoltre

B
Up = —2—; sin(nzx) + 2—; cos(nz) ,
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e quindi
) 1
[ |loo < %(|An| +[Bnl) -
Pertanto, per far vedere che le serie Y u, e > u, convergono totalmente mi basta far vedere

che le serie Y 2|4, | e 3" L|B,,| sono finite. Usando la disuguaglianza di Cauchy-Schwarz in ¢*
ottengo

+ool +ool 1/2 , +oo 1/2

2
St (L) (Tiak) <o
n=1 n=1 n=1

(ricordo che Y |A,|* < +oo perché si tratta dei coefficienti di una funzione in L?). Allo stesso
modo si fa vedere che Y 1|B,| < +oc.
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Calcolare la TdF di u(z) := e~ 1"l cos?x.

SoLuzIONE. Usando il fatto che

COSzl‘ —_ (%(ezz te zz)) — %6211 + % + %6 2ix
e le note identita .Z (e’ u) = 7,0 e F (e~ 1?l) = 1fy2, ottengo

B (17 + 4+ Je2) b

_ (1 1 1
=G+ +im2) T+ 2
1 1 1 2y% + 30

+ + )
24+2(y—2)2 1+4+y?2 2+42(@y+2)2 (y2+1)(y*—6y% +25)

Sia w := dx1 AN dxy — dxo A dxs + dxs A dry. Calcolare w A w.

SOLUZIONE. Scrivo w = wq + ws 4+ w3 con wy := dx1 Adzrs, we = —drs A dxs, wz := drz A dry,
ed osservo che w; A w; = 0 tranne che per ¢ =1, j = 3 oppure ¢ = 3, j = 1; pertanto

WAW=wi Aws +wz Awi =2dx1 ANdro ANdrs ANdxy.

Sia H lo spazio di Hilbert L?(]0,1],C), sia D il sottospazio formato dalle funzioni u di classe
C! tali che u(0) = u(1) = 0, e dato A € C sia T : D — H D'operatore lineare dato da T := Aii.
Dire per quali A questo operatore & autoaggiunto, e se, in tal caso, e definito positivo.

SOLUZIONE. Date u,v € D vale che

1 1
(Tu;v):/ )\z'u_)dm:—/ Autdr = —\u; 0) (1)
0 0
(nel secondo passaggio ho integrato per parti e usato che u(0) = u(1) = 0), e quindi
(u; Tv) — (Tus v) = (A +X) (u; ) . (2)

Da questa identita segue che T & autoaggiunto se A + X\ = 0, ovvero se \ & immaginario puro.
In caso contrario 7" non & autoaggiunto, e per dimostrarlo basta esibire due funzioni u,v € D
tali che (u; v) # 0, per esempio u := sin(27x) e v := 1 — cos(27x).

Osservo infine che T non ¢ mai definito positivo: scrivo A = im con m reale e posto u := e2™@ —1,
usando la formula (1) ottengo

1
(Tu; u) = =Xu; u) = —)\/ (e*™® — 1) 2mi 27z dy;
0
1 .
= —27rm/ 1—e 2™ dg = —2mm,
0

e questo dimostra che T non & definito positivo per m > 0. Prendendo invece u := e~ 2™ — 1
ottengo che T non & definito positivo per m < 0.

Sia v : R — C una funzione continua e 2w-periodica con coefficienti di Fourier ¢,, sommabili, e
sia u € L'(R;C). Dimostrare che

+oo

uv(y) = Z cpu(y —n) per ogniy € R.

n=—oo

SOLUZIONE. Siccome i coefficienti di Fourier di v sono sommabili, la serie di Fourier di v
converge totalmente—e quindi anche puntualmente—e coincide quasi ovunque con v. Pertanto
posso sostituire v con la sua serie di Fourier all’interno dell’integrale che definisce uv; cosi
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facendo ottengo

@(y):/Ru(x)v(x) e_iyxd:r:‘/]l%u(x) i" Cn €M% ey

+o0 foo
= Z / w(x) cp e Ty = Z ey —n).
n=—oo R n=—oo

Attenzione: nel terzo passaggio ho scambiato serie ed integrale, ed ho potuto farlo perché

+oo ) +oo +oo
> [ fu@ene e lde = Y feal [ u@)de = luly 3 feal < o0
n=—o0 R n=—o00 R n=-—o0

Sia I un intervallo e sia u : I x R — C una funzione misurabile tale che u(t,-) € L*(R;C) per
ogni t € I e u(-,x) & di classe C' per ogni z € R, e sia 4 : I x R — C la funzione ottenuta
prendendo la TdF di u rispetto alla seconda variabile x. Dimostrare che

a) se esiste g € L1(R) tale che |u(t, z)| < g(z), allora @ & continua;
b) se inoltre esiste h € L1 (R) tale che |us(t,z)| < h(x), allora i & Ct in t e (U); = Uz ;

¢) se si richiede solo che ||u(t,-)||; sia limitata in ¢, non & detto che @ sia continua.

SOLUZIONE. a) Data una successione di punti (¢,,y,) in I x R che converge a (t,y), devo far
vedere che 4(t,,y,) converge a u(t,y) quando n — +oo. In effetti

Utn,yn) = / u(ty, z) e V" dx — / u(t, ) e” V" dx = u(t,y)
R R

dove nel secondo passaggio ho usato il teorema di convergenza dominata; per la precisione, la
convergenza puntuale u(t,,x) e Y% — u(t,x) e”¥* segue dal fatto che u & continua rispetto
alla variabile ¢ per ogni x, mentre una dominazione &

‘u(tn,x) e_iy"“3| = |u(tn, x)| < g(z).

b) Osservo per cominciare che la funzione @; & continua (basta applicare la dimostrazione nel
punto precedente con uy al posto di u), e per dimostrare che 4; ¢ la derivata rispetto a ¢ di u
uso il teorema di derivazione sotto il segno di integrale:

(w), = 9 / u(t,r)e Y dx | = / ug(t, ) eV dx = 0y .

L’uso del teorema & reso possibile dalle dominazioni
lu(t, z) ™| = |u(t,2)| < g(x), |uelt,x)e ™| = |u(t,x)| < h(z).

c¢) Suppongo per semplicitad che I = (=1, 1), prendo una funzione ¢ € C°(R) diversa da 0, e

pongo
u(t,z) = 0 set <0,
T gp(xff) set > 0.

Allora

e u(t,-) appartiene a L*(R) per ogni t, e per la precisione |lu(t,-)||; = 0 per ¢t < 0 mentre
llu(t, )llx = llell per ¢ > 0;

e u & diclasse C* su I x R; infatti per la formula sopra u & di classe C*° sull’aperto A dei
punti (¢,z) € xR tali che ¢ > 0, inoltre, preso a tale che il supporto di ¢ & contenuto in
[a,+00), u = 0 nell’aperto A’ dato dai punti (¢,z) tali che ¢ < ﬁ quando x > a, ed in
particolare u & C su A’; per concludere osservo che AU A’ = I x R;

e infine

a(ty)_{ov set <0,
’ e~ Wt B(y) set >0,

e in particolare @ ¢ discontinua in ogni punto (0,y) tale che @(y) # 0.
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@ Sia ¥ l'insieme dei punti (z,y) € R? x R? tali che |z| =2 e |z —y| = 1.
a) Dimostrare che ¥ ¢ una superficie (senza bordo) di dimensione 2, compatta e di classe C*°.

b) Trovare una parametrizzazione di ¥ e calcolarne area.

SOLUZIONE. a) L’insieme ¥ & il luogo di zeri della mappa f : R? x R? — R? data da

flay) = (2> — 4,z —y* - 1),

e siccome questa mappa € di classe O (anzi, ¢ polinomiale), per dimostrare che ¥ ¢ una
superficie di classe C*° mi basta far vedere che il suo gradiente ha rango 2 in ogni punto di X.
In effetti, interpretando x e y come vettori riga,

Viz,y) = (2(;33 v) Q(y(i x)) ’

e si verifica facilmente che questa matrice ha rango 2 in tutti i punti (z,y) tali che z # 0 e
y # x, e questo include tutti i punti di ¥ perché |z| = 2 e |z — y| = 1. Infatti 'ipotesi  # 0
implica che la prima riga della matrice ¢ diversa da zero, e quindi il rango € minore stretto di 2
solo se la seconda riga ¢ un multiplo della prima, cosa che non ¢ possibile perché 2(y — x) # 0.

Per quanto riguarda la compattezza, osservo che ¥ & chiuso in quanto controimmagine di
un punto (che & chiuso) secondo una mappa continua. Inoltre ¥ & limitato, infatti per ogni
(r,y) e Esihalz|=2el|y| <|z|+ |y —z| =3.
b) Dati z,y € R?, osservo che |z| = 2 se e solo se z ¢ della forma

x = (2cosa, 2sina)
per qualche « € [0,27) (e tale « & unico), ed analogamente |y — 2| = 1 se e solo

y = x + (cos f3,sin f3)

per qualche 5 € [0, 27) (e tale 8 & unico).
Ne deduco che ¥ & parametrizzata dalla mappa ® : R2 = R* ~ R2 x R? data da

O(a, B) := (2 cos o, 2sin o, 2 cos o + cos 3, 2 sin a + sin B) , (3)

e per la precisione ® ¢ una bigezione da D := [0,27) X [0, 27) in X.

Calcolo ora il determinante Jacobiano di ®: osservo per cominciare che

—2sina 0
2cosa 0
Ve = —2sina —sinf |’

2cosa cosf

quindi
" B 8 2cos(a— B)
Vieve = <2005(a—ﬁ) 1 ’

e dunque

JO = /det(VI®@ VD) = 2\/2 —cos?(a— fB) = 2\/1 +sin?(a — B).

Calcolo infine ’area di X:

0a(3) = /D J®(a, ) dadB

2w 2
:2/ </ \/1+sin2(aﬁ)da>dﬂ
0 0
2w 2 2
:2/ < \/1+sin2sds) d5:47r/ V1 +sinsds
0 0 0

(nel secondo passaggio ho usato il cambio di variabile s = a— 3, e il fatto che l'integrale di una
funzione 27-periodica su ogni intervallo di lunghezza 27 & lo stesso).
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Data p: R — Cin L' N L2 e ug : R — C in C}, consideriamo il problema (P) dato dalla
condizione iniziale u(0,-) = ug(-) e dall’equazione u; = u * p.! Dimostrare che:
a) (P) ammette una soluzione u : R x R — C continua, C*° in ¢, con u(t,-) limitata per ogni t;

b) Data u : I x R — C soluzione di (P) continua, C* in ¢, e tale che |lu(t,-)||2 & localmente
limitata in ¢, allora vale la stima alla Gronwall |Ju(t,-)||l2 < [|uoll2 exp(||p|l1]t]).2

SoLUZzIONE. Nella risoluzione di questo esercizio usero i seguenti fatti, che seguono facilmente
dalle ipotesi su ug e p e da risultati noti:

up € L*NL*, pel>*nL?. (4)
a) Risolvo formalmente (P) applicando la trasformata di Fourier all’incognita u rispetto alla
variabile z. Cosl facendo l’equazione u; = w * p diventa (u); = pu, e la condizione iniziale
u(0,+) = ug(-) diventa @(0,-) = ug(-). In altre parole la funzione @(-,y) risolve il problema di
Cauchy
i=py)z,
2(0) = uo(y),

e dunque
u(t, y) =uo(y) exp(tp(y)) - (5)
Applicando la formula di inversione ottengo quindi la seguente formula risolutiva:
u=5-F"*(tg exp(tp) ) , (6)
———
w

dove I'antitrasformata viene fatta rispetto alla variabile y (cio¢ la variabile di ug e p).
Dimostro ora i seguenti enunciati: la funzione u data in (6)
(i) e ben definita su R x R e soddisfa |u(t,z)| < 5=|[uollx exp([|pllsslt]),
(ii) é continua e C*™ in t,
(iii) soddisfa la condizione iniziale u(0,-) = ug(+),
(iv) soddisfa lequazione uy = u * p.

(i) Per ogni t € R vale che
lw(t, )l < llaoll1ll exp(tp)lloc < Tollx exp(llAlloclt]) ,
quindi (4) implica che v(t,-) appartiene a L! e pertanto u(t,-) ¢ ben definita in ogni punto e
continua. Inoltre, ricordando che 'usuale stima per la norma del sup della trasformata vale
anche per l'antitrasformata,
27l|u(t, oo = 7 (w(t, ))lloo < llw(t, )]l < Tl exp(lIAlloolt]) -

(ii) Basta dimostrare che u & continua e C'™ in ¢ su [-m, m] X R per ogni m > 0. La dimostra-
zione la ottengo applicando iterativamente il risultato visto nell’esercizio 5 con 'antitrasformata
al posto della trasformata e D*v al posto di u; a questo scopo osservo che per ogni k = 0,1, ...
vale la dominazione

|Dyw(t,y)| = [w@(y) exp(tply)) (p()*| < exp(m|plloo) 17115 [0 (y)] -
(iii) Siccome ug e Uy appartengono a L' e ug & continua, per la formula di inversione ho che
Uy = 5, F () = 57 (w(0,-)) = u(0,-).
(iv) La funzione w in (6) soddisfa ’equazione
Wy = Z)\w )

ed applicando l'antitrasformata ottengo

F(wn) = F*(pw) = 5 F* ()« F*(w) = px (2muw). (7)

1 Qui * rappresenta la convoluzione nella variabile .
2 Potrebbe essere utile la seguente variante del lemma di Gronwall: data v : [0,a] — R continua e m € R tale
che v(t) < wv(0) + mfot v(s) ds per ogni t, allora v(t) < v(0) exp(mt) per ogni t.
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(Nel secondo passaggio ho usato la formula g gs = % g1 * g5 con l'antitrasformata al posto della
trasformata e g, := p, go := w(t, -); ho potuto farlo perché p € L? e w(t,-) € L?, cosa che segue
dal fatto che ug € L? e exp(tp) € L*. Nel terzo passaggio ho usato la definizione di u e la
formula di inversione in L2.)

Infine l'identita u; = u x p segue dalla (7) e dal fatto che F*(v;) = (F*v); = 27w uy per quanto
visto nell’esercizio 5.

b) Mi limito a dimostrare la stima per ¢ > 0. Per ogni ¢ > 0 pongo

v(t) = [lu(t, )3

e dimostro che v(t) soddisfa le ipotesi del lemma di Gronwall. Preso infatti ¢ > 0 si ha che

Mﬂ—d@ﬁﬂwhlv@M& (8)
Infatti

o(#) — v(0) = /R Wt 2) — uX0, 2) do

:/]R(/ot2u(s7m)ut(s7x)ds> dx
gé(fﬂMmﬂm@mmﬁm
2/; </R|u(s,:z:)|ut(s,x)|dz> ds

t
=QAHM&Nﬂm&JM%

t t
=2AHMawawhw=thAv@Ms

(nel secondo passaggio ho usato il fatto che (u?); = 2uw; e il teorema fondamentale del calcolo
integrale, nel quarto il teorema di Fubini, nel quinto la disuguaglianza di Holder, infine nel
sesto l'identita u; = u % p e la stima generale ||g1 * g2|l2 < ||g1ll2/lg2]1)-

Sostanzialmente allo stesso modo si dimostra la seguente generalizzazione di (8): per ogni
to <11

waofwmnsthllw@m

e quindi lipotesi che |lu(t,-)]]2 € localmente limitata in ¢ implica che v ¢ localmente
Lipschitziana, e in particolare & continua.

Una volta dimostrato che v & continua e soddisfa (8), usando il lemma di Gronwall ottengo
v(t) <0(0) exp(2]plrt) ,

e la tesi segue prendendo la radice quadrata di entrambi i termini.

OSSERVAZIONI. (i) Partendo dalla formula (6) uno sarebbe tentato di scrivere
u(t,) = woglt,) con gt,) = kT (exp(th)

Purtroppo la funzione exp(tp) tende a 1 per z — +oco e dunque non appartiene né a L' né a
L2, e la definizione di ¢ ¢ mal posta.

(ii) E facile vedere che la soluzione data dalla formula (6) soddisfa la stima alla Gronwall in b),
e avendo un teorema di unicitd per (P) questo sarebbe sufficiente per dimostrare il punto b).
Un modo per dimostrare il teorema di unicita ¢ far vedere che (4); = @ * p, ma questo richiede
sapere che u(t,-) appartiene a L', e che vale I'identita @; = ()¢, che a sua volta richiede una
dominazione su u; che manca.

In realta si procede spesso al contrario, e si usano le stima alla Gronwall per dimostrare I'unicita.
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(iii) Una dimostrazione alternativa del punto b) & la seguente: per il teorema fondamentale del
calcolo

u(t,z) = u(0, x) —l—/o ue(s, ) de

quindi

s Yz < (0, )l + H / s, ) ds

2
t t
< (0, ) [l2 +/0 l[ur (s, )2 ds < [Ju(0,-)ll2 + leH/O l[u(s,)ll2ds

e da questa disuguaglianza si conclude usando il lemma di Gronwall. Tuttavia, anche se il
secondo passaggio e corretto, non mi sembra seguire da un argomento elementare.

(iv) Una dimostrazione alternativa del punto a), proposta da uno dei presenti e molto pilt sem-
plice ed elegante di quella data sopra, ¢ la seguente: riparto dalla formula (5) della risoluzione
formale e scrivo ’esponenziale come serie di potenze:

—+oo
~ — N~ "
u(t, ) = ug exp(tp) = ug <1 + E P )
n=1 """

+oot
ﬂa<l+zn'ﬁ;) dove pnpi=p*---%xp
n=1 "

n volte

+oo m
—y(quan!uo*pn)

n=1
(nel terzo e quarto passaggio ho usato ripetutamente l'identita gy g» = g1 * g2)-
Questo suggerisce la seguente formula risolutiva:

+o0 s

u(ta') = u0+zmu0*pn- (9)
Un

n=1

A questo punto e facile far vedere che se ug € continua e limitata allora la serie delle funzioni
U, in (9) converge totalmente su [—r,r] x R per ogni r > 0, e lo stesso vale per la serie delle
derivate DI, per qualunque h = 1,2, ...

Questo dimostra che la funzione u € ben definita su R x R, continua, e C*° in t.

Inoltre

+oo tn—l +oo tn—l
Uy = Zmuo*/)n:uo*p‘i‘z:muo*ﬂnfl*ﬂ
n=1 n=2

+oo n—1
t
:p*<uo+ E (n_l)!uo*pnl):p*u,
n=2

dove nel secondo passaggio ho scritto p,, come p,_1 * p per ogni n > 2, e nel terzo ho raccolto
il fattore p. Attenzione: per quest’ultimo passaggio ho bisogno della seguente versione della
proprieta distributiva del prodotto di convoluzione: data una serie di funzioni g,, continue e
limitate su R, che converge totalmente e p € L!(R), allora

p (Zﬂ:gn) =Zn:p*gn-
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Scrivere la funzione ug(x) := sinz cos?x in serie di seni su [0, 7).

SOLUZIONE. Scrivendo seno e coseno in termini di esponenziali complessi ottengo:

. . ) ) 2
uo(x) — é(em _ e—zac)(%(ezx +e—m)>
=g (e Biw 7wy 4 é(e” —e ) = sin(3z) + § sinw.

Quindi i coefficienti della serie in seni di ug sono dati da b, = i pern =1,3, e b, = 0 altrimenti.

@ Sia R := [~1,1] x [0,1] e sia V il sottospazio di L?(R) generato dalle funzioni xyz2, 23, z3.
Determinare la proiezione ortogonale su V' della funzione costante 1.

SOLUZIONE. La proiezione in questione deve essere della forma
u(z) = ax o + bt + cxd
con a,b,c € R, e deve soddisfare 1 —u 1 V', cioé deve essere soddisfatto il seguente sistema
0= (u—1;2132) = [p(aw1m2 + bat + cx3 — 1) mya0de = 2a,
0=(u—1;a?) = [p(az12s + bz} + cxd — 1) afde = b+ Zc— 2,
0= (u—1;23) = [,(ar12y + baf + ca3 — 1) 23 do = 2b+ 2c—2.

15

e quindi la proiezione cercata e

Risolvendolo ottengo a =0 e b = c = {3,
u(z) = F(aF +23).

Data u in L'(R;C) dimostrare che la funzione v(x1,z2) := u(z; + z2) u(x; — z2) appartiene a
L'(R?; C) e calcolarne la TdF in termini di quella di u.

SoLuzIONE. Calcolo la norma L' di v usando il cambio di variabile s1 := x1+z5 € 53 1= 21 — 22
(e il fatto che ds = 2dzx):

1 1
Joll = [ Juter o)l Ju(er = )l do = 5 [ futs)] futs)] ds = 5 ul}
R2 R2

Calcolo la TdF di v usando lo stesso cambio di variabile:

u(y) == / u(xy + xo) u(xy — 2) exp(—iy1z1 — ty2x2) dr
R2

=5 [ ulonyulse) exp( = $on -+ m)ss = §0n = se)s)) s
= 3| s exp(= 50+ mmisr) || [ utse) exp(= 0 - m)se) s
= (b 1) A3 — )

(nel secondo passaggio ho usato che x; = %(81 + 89), g = %(31 — 82), € ds = 2dx; nel terzo
passaggio ho usato il teorema di Fubini—posso farlo perché u appartiene a L!).

Sia ¥ I'insieme del punti (z,y, z) € R? ottenuto ruotando la curva nel piano zy di equazione
y(1 + %) = 1 attorno all’asse z.
a) Dimostrare che ¥ & una superficie senza bordo di classe C'°.
b) Dire per quali p € [1,+0c0) la funzione f(z,y, z) := 22 + y? + 22 appartiene a LP(X).

SOLUZIONE. a) L’equazione di ¥ si ottiene sostituendo la y nell’equazione della curva con la
distanza del punto (z,y, z) dall’asse delle z, vale a dire 1/y? + 2z2; in questo modo ottengo

VEF2(1+a%) =1,
ovvero ¥ ¢ il luogo di zeri della funzione f : R — R data da

fl@,y,2) = +22)(1+a")* 1.
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Questa funzione & di classe C°° (& un polinomio!) e per concludere mi basta verificare che il
suo gradiente non si annulla mai su ¥. Dato infatti un punto (,y, z) in cui il gradiente
Vi(z,y,2) = (82°(y* + 2%) (1 + %), 2y(1 +2%)%, 22(1 +2%)?)
e nullo, in particolare sono nulle le ultime due coordinate, e quindi y = z = 0. Ma in tal caso
f(z,y,2) = —1, cosa che non si verifica per i punti di X.
b) Fissato € R, l'insieme dei punti (z,y) tali che (z,y,2) € ¥ & una circonferenza centrata
g e s . 1
nell’origine con raggio r(z) = TT27-
Pertanto ¥ & parametrizzata dalla mappa ® : R? — R3 data da
®(z,a) = (z,r(z)cosa, r(z)sina),
e per la precisione ® & una bigezione da R x [0, 27) in X.

Per calcolare la norma L? di f mi serve il determinante Jacobiano J®: osservo che

1 0
Vo = | #(z)cosa —r(z)sina |,
r(z)sina  r(z)cosa

e scrivendo J® in termini dei determinanti dei minori 2 x 2 di V& ottengo
J® = \/(—r(z)sina)? + (r(z) cos a)? + (7(z) r(x))?

= (@) IT @) = ——y [1+ m .

1424

m(z)

Pertanto

iy = [ 6% 9 + 2 don(ap. 2

= / |x2 + ('r(:c))2|p JO(x, o) drda = 27r/ }xz + (r(a:))2|pm(a:) dx .
D R
Ora, tenendo conto che m(z) ~ 2 e 22+(r(x))* ~ 2% per x — oo, I'ultimo integrale improprio

si comporta come
—+o0
/ 2P dx,
1

e in particolare la norma Hf||’£,,(z) ¢ finita se e solo se 2p — 4 < —1, ovvero p < 3.

Sia H := L?([0,1]), e per ogni k = 0,...,3 sia Dy, il sottospazio delle funzioni u : [0,1] — R
di classe C* tali che u(0) = u(1) = 0 e D*u(0) = D*u(1) = 0, e sia T : D, — H l'operatore
lineare dato da Tu := D*u.

a) Dire per quali £ = 0,...,3 loperatore T' & autoaggiunto.

b) Per tali k, dire se T' & (semi-) definito (positivo o negativo), o altro.
SOLUZIONE. a) Date u,v € Dy, integrando per parti due volte ottengo
1 1 1 1 1
(Tu; v) :/ Duvdr = ’DSUU‘ —/ D3uDvdzx = —‘uv’ +/ 10 dx (1)
0 9 Jo 0 Jo
!

(il termine di bordo della prima integrazione per parti & nullo perché v € Dy). Applicando
questa formula a (u; Tv) ottengo quindi
1
(Tu;v)—(u;Tm:’ui}—uf[)‘ . 2)
0
Osservo ora che questa identita vale anche per u,v € D* con k = 1,2,3, perché questi spazi
sono contenuti in Dy, e inoltre il termine di destra della (2) & sempre nullo per £k = 1 e per
k =2, ovvero T e autoaggiunto per tali k.
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Per concludere dimostro che T non & autoaggiunto per k =0 e k = 3. Siccome D3 & contenuto
in Dg, mi basta esibire u,v € Dj tali che il termine di destra di (2) & diverso da zero. Per
esempio

uw(z) :=2* -z, wv(z):= (sin(nz))?.

Per vedere che u € D3 basta un semplice calcolo; per vedere che v € D3 osservo che lo sviluppo
di Taylor di ordine 3 di v in 0 &

v(z) = (mx + O(ac?’))2 =nlz? + O(x4) ,

e da questo segue che v(0) = D3v(0) = 0; inoltre v ¢ simmetrica rispetto a z = 3, e quindi vale
anche v(1) = D3v(1) = 0.
Per vedere che il termine di destra di (2) ¢ diverso da zero osservo che, sempre per lo sviluppo
dato sopra, ©(0) = 0 e #(0) = 272, e per la simmetria rispetto a 2 = 3 vale anche (1) = 0 e
(1) = 27%; inoltre un semplice calcolo mostra che (0) = —1 e u(1) = 1, e quindi

1
= |ai] =an.

‘ 1
0

i — i

b) Data u € Dy, con k = 1,2, I'identita (1) da

(T u) = /O e 3)

e dunque T & semi-definito positivo. In effetti T' ¢ anche definito positivo: se infatti (T'u; u) = 0
allora 4 = 0, da cui segue che u ¢ un polinomio di grado < 1, e la condizione «(0) = u(1) = 0
implica u = 0.

OSSERVAZIONI. Un altro modo per far vedere che T non e autoaggiunto nei casi k =0e k = 3,
ovvero per esibire due funzioni u,v € D3 tali che il termine di destra dell’identita (2) non &
nullo, basta sapere che si puo trovare una funzione u per cui i valori D"u(z) con h =0,...,3
e x = 0,1 sono arbitrariamente prescritti. Questo ¢ un caso particolare del seguente fatto piu
generale (che & un semplice esercizio di algebra lineare): scelti dei punti distinti x; € R con
i=1,...,nedeinumeria;; ERconi=1,...,nej=0,...,m, esiste un polinomio p di grado
al piltt n(m + 1) tale che Dip(x;) = a;; per ogni 1, j.

Dato k = 0,1,..., sia 4 : R — R una funzione di classe C* e sia p una funzione in L'(R) con
supporto compatto. Dimostrare che:

a) il prodotto di convoluzione p * u & ben definito e appartiene a C*;

b) se [ 2 p(x)dr =0 per h=0,...,k— 1, allora per ogni = € R vale che

L1 ok _EDE _
Jgrg+ se0sp*u(x) =m D u(x) dove m:= o /R:c plx)dx =0.

SOLUZIONE. a) Comincio dal caso k = 0: fisso € R e prendo r > 0 tale che I'intervallo [—r, 7]
contiene il supporto di p; allora

lul * [pl(z) = / lu(z = y)| lp(y)| dy < [[ullLo(e—rer ol w < +o00,

-

e per un lemma visto a lezione queso implica che u * p(z) esiste ed & finito. Dunque la funzione
u * p & definita (e finita) ovunque. Faccio ora vedere che & continua: data una successione x,,
che converge a = per n — +00, per il teorema di convergenza dominata si ha

wrp(en) = [ ulen =) plw)dy = [ ata 1) plo)dy = u plo).
R R
Per la precisione, la convergenza puntuale segue dalla continuita di w, mentre la dominazione &

|u($n - y) p(y)\ < ||UHL°°([—m—r,m+r])|p(y)|

dove m & scelto in modo che [—m, m| contiene tutti i punti x,,.
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Dimostro ora il caso kK = 1. Osservo per cominciare che le funzioni u* p e @ * p sono ben definite
e continue su tutto R grazie al caso k = 0. Dimostro ora che per ogni xy < z1 vale

/mlu*p(s)dSZu*p(aEl)—u*p(xo),

0

e quindi u * p & di classe C! e @ * p ¢ la derivata di u * p per via del teorema fondamentale del
calcolo integrale. In effetti

/:mp(s)ds:/: (/R?l(s—y)p(y)dy)ds
:A(leu(s—y)d8> p(y) dy

= /R (u(z1 —y) — ulzo —y)) p(y) dy = u* p(a1) — u* p(xo) .

Attenzione: nel secondo passaggio ho usato il teorema di Fubini, e ho potuto farlo perché

([ vits -ty ) ds= [ ([ tits — o)l o)l dy ) ds
[/ Je= [ ([, )
= N L r— ( N dy) ds

0
<oy = 2ol 1ol Lo (wo—rar+rp 1Pl L1 @) < o0

Infine il caso k arbitrario si dimostra facilmente per induzione su k.

b) Fissato x € R, posso scrivere lo sviluppo di Taylor di ordine k di u in x come
k h
u(z +s) = Z Du(z) % + s*w(s) (4)
h=0
dove w : R — R & una funzione continua nulla in 0. Pertanto, per ogni § > 0,

osp*u(x) = /RU(:E —y)osp(y) dy

- /R w(w — 5) p(t) dt

k _ h
- /R (Z D"u(z) ( ff) + (5t)kW(5t)> p(t) dt
h=0

k _ o\h
:ZDhu(:r)( }f') /Rthp(t) dt+(75)k/Rtkw(—5t)p(t) dt
h=0 )

= ok [mDhu(x)+(—1)k/tkw(—5t)p(t) dt]

R

(nel secondo passaggio ho usato il cambio di variabile y = §t, nel terzo ho usato la formula (4),
e nel quinto l'ipotesi che [, thp(t)dt = 0 per h < k e la definizione di m).

Dunque per dimostrare la tesi mi basta far vedere che 'ultimo integrale nella formula precedente
tende a 0 per § — 0. In effetti

”
[ tra-onpwa] < [ i ol o] de < ol s o)

e chiaramente il sup nell’ultimo termine tende a 0 per § — 0 perché w & continua e nulla in 0.

Sia (P) il problema dato dall’equazione u; = —D?%u sull’intervallo spaziale [0, 7] con le condizioni

al bordo u(-,0) = u(-, 7) = 0 e la condizione iniziale u(0, -) = ug, dove ug & data nell’esercizio 1.

a) Trovare una soluzione wu.
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b) Discutere 'unicita di tale soluzione. [Suggerimento: considerare il problema con la condizione
al bordo aggiuntiva D2u(t,0) = D2u(t,m) = t.]

SOLUZIONE. a) Scrivo l'incognita u in serie di seni nella variabile z, vale a dire
oo
u(t,z) = Z by (t) sin(nx)
n=1
dove b, (t) sono i coefficienti della serie in seni di wu(t, -).

Per via della condizione al bordo u(-,0) = u(-,7) = 0, i coefficienti di D2u(t,-) sono —n2b,,(t).
Aggiungendo l'ulteriore condizione al bordo

D3u(-,0) = D3u(,m) =0 (5)
ottengo che i coefficienti di Du(t,-) sono n*b, (t).
Pertanto, se u soddisfa 'equazione u; = —D2u e la condizione iniziale u(0,-) = ug, allora i
coefficienti b,, risolvono il problema di Cauchy
j=nly
y(0) =1ty

dove bY sono i coefficienti della serie di seni del dato iniziale ug. Per quanto visto nell’esercizio 1,
b =03 = % e b2 =0 per n # 1,3, e risolvendo questo problema di Cauchy ottengo

17! per n =1,
bu(t) = ¢ 1€ 8" per n =3,
0 per n # 1,3.

Mi aspetto quindi che una soluzione di (P) sia
u(t,z) = te 'sinz + te * ' sin(3z).
In effetti u ¢ una funzione di classe C*° definita su R x R che risolve il problema (P) con la
condizione al bordo aggiuntiva (5).
b) Un modo per far vedere che la soluzione trovata al punto a) non & unica & dimostrare
lesistenza di una soluzione di (P) che soddisfa un’ulteriore condizione al bordo incompatibile
con (5), per esempio
D?u(t,0) = D2u(t,n) =t (6)
per ogni ¢. Indico con (P’) il problema dato da (P) piu la condizione (6). Per risolverlo, scelgo
una funzione regolare vy che soddisfa entrambe le condizioni al bordo in (P’), per esempio
vo(t,z) = Lt(2® — ),
e scrivo l'incognita u nella forma
U=7v+v9+ug,
dove v € la nuova incognita. Si vede subito con questo cambio di variabile
e l'equazione u; = —Dju diventa vy = —D23v + ¢ con ¢ := —Dyvy = 1 (7z — %),
e v soddisfa la condizioni al bordo in (P) e la (5),
e la condizione iniziale u(0,-) = ug diventa v(0,-) = 0.
Chiamo (P") questo problema, e cerco una soluzione scrivendo v in serie di seni rispetto alla

variabile z, come fatto in precedenza con la u. In questo caso si ottiene che ogni coefficiente
by (+) di v deve risolvere il problema di Cauchy

Y= n4y +Cn
y(0) = b,
dove ¢,, sono i coefficienti della serie in seni di ¢ = %(mv — 2?), e quindi

ba(t) = (1 —e).

1 Ho scelto la funzione v nel cambio di variabile in modo da passare dalla condizione al bordo (6) alla (5), che
& compatibile con 'uso dello sviluppo in serie di seni. Ho inserito anche up in modo da avere la condizione iniziale
v(0,+) = 0, ma anche il cambio di variabile u = v + vg sarebbe andato bene.
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Pertanto una soluzione di (P”) dovrebbe essere

v(t,x) = Z %(1 - 67"4t) sin(nx) . (7)

Un

Per concludere dimostro il seguente enunciato: la funzione v in (7)
(i) ¢ ben definita e continua su R :=[0,+00) X R,
(ii) ¢ di classe C' int e C5 in x su R,
(iii) risolve (P").
Per la dimostrazione utilizzo che

2 [T, o . 2 (" 2 n
Cp = ;/0 5(mx — x%) sin(nz) do = oz . sin(nx) de = ﬁ(l — (=™
(nel secondo passaggio ho integrato due volte per parti), ed in particolare
Cp = O(n%) per n — +o0.
Osservo ora che
fonllz~ < 2l = 0(),

quindi la serie in (7) converge totalmente su R, e questo implica (i).

Per dimostrare (ii) osservo che per h =1,2,... vale
h _ Cn —ntt
Diwv, = im e sin(nx),
quindi

[ Devn ooy < lenl = O(7757)
quindi la serie delle derivate D}v,, converge totalmente su R per h = 1, quindi v & C! in ¢.
Inoltre, per k =1,2,...,

C 4
Dhv, = S (1 - ) gu ()
dove gr(s) = £ sin s oppure gi(s) = % cos s; quindi

[¢n]
ID5vall Loy < n4r_lk =O0(-=)

quindi la serie delle derivate D¥v,, converge totalmente su R per k < 5, quindi v & C® in z.

La dimostrazione dell’enunciato (iii) ¢ la solita, e la ometto.

a) Dimostrare che per ogni u € L*(R;C) vale ||[u]|f = ||(@)?|]3 = 27w * ul|3.
b) Dimostrare che per ogni u € L'(R;C) vale |[tlls < V27 [[ul4/5.
¢) Definire la TdF per le funzioni in L*/3(R;C).

SOLUZIONE. a) Si tratta di un semplice calcolo:
lalt = /R|a\4dy - /R @2 dy = [|@212 = ||[a=al| = 2+ ull2.

(Nel secondo passaggio ho usato che |z|? = |22| per ogni z € C, nel quarto che Uy us = 1y * U
per ogni uy,us € L', e nel quinto I'identita di Plancherel.?)

b) Basta applicare la formula ottenuta al punto a) e la disuguaglianza di Young [|uy * uz||, <
[utllp, luzllp, con r =2, p1,pa =5 (per questi valori vale infatti che 1+ 1 = p% + p%):

@13 = v2m fJus ulls = Var [ull3s.-

¢) Procedo come per la costruzione della TdF su L?: indico con D il sottospazio di L*/? dato
da D := L' N L*3 ed osservo che, per via della stima in b), la restrizione della TdF % a D
& un operatore lineare e continuo da D (dotato della norma L*/3) in L*. Inoltre D & denso in
L*3 per esempio perché contiene I'insieme delle funzioni misurabili limitate e con supporto

2 Per la precisione, uso che I'identita di Plancherel vale per ogni u € L' (anche se a lezione ¢ stata dimostrata
solo per u € L' N L?).
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limitato, che per quanto visto a lezione & denso in L? per ogni p € [1,00), e quindi, sempre per
un lemma visto a lezione, .# ammette un’estensione lineare e continua da L*/3 in L*.
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Sappiamo che [[i]|c < ||Jull1 per ogni u € L*(R;C). Far vedere che questa stima & ottimale,
cioe che non esiste alcuna costante ¢ < 1 tale che [|i]|o < c||ul|1 per ogni u € L*(R;C).

SOLUZIONE. Basta trovare una funzione u € L*(R;C) tale che ||i]|oc = ||ul|1. Per esempio

1
u(@) = 14 22
Infatti (y) = me Y, e ||t]|oo = 7 = |Ju|:.
OSSERVAZIONI. In effetti ogni funzione u reale e positiva soddisfa ||U]|ec = ||u||1, perché

@l > [@(0)] > @(0) = / u() dz = ulls

(e siccome vale ||t]|co < ||u||1, tutte le disuguaglianze devono essere uguaglianze).

@ Dato a > 0, sia u, : R? = R la funzione data da

(z) .
UN\NL) i —m ————————— .
¢ L4 |22 4 |z]e

Dire per quali @ > 0 e p > 1 la funzione u, appartiene a LP(R?).

SOLUZIONE. Usando la nota formula per l'integrale delle funzioni radiali ottengo

1 +oo pdfl
Ug||P = dr = ¢ ——d
bl = [ G e, Grer
dove ¢4 indica il volume della sfera di raggio 1 in R%.
2Va

Osservo ora che il secondo integrale & improprio solo in +oo, e che 1+ p% + p® ~ p per
p — +oo, dove 2V a := max{2,a}.! Pertanto il secondo integrale nella formula sopra e si

comporta come
400 1
/1 p(2\/a)p7d+l dp’

e quindi @ finito se e solo se (2Va)p—d+1 > 1, cioé p >

_d_
2Va-®

_d_
2Va*®

In conclusione u appartiene a LP(R?) se e solo se p >

1
Calcolare la trasformata di Fourier di u(x) := PP R
SOLUZIONE. Osservo che
_ 1 _ 1
o dx? 44 +2 2z +1)2+1°

Usando la formula 7,u = e~ 4 e la formula per la TdF di ﬁ ottengo

1 1 ) 1 )
aT — T — W T — iy—|yl
‘/((x+1)2+1) ‘/(T‘lx2+1) ¢ ‘/(x2+1) e ’

e usando la formula osu = @(dy) ottengo
1 1 1 T
1= () = F (o ) = 5e@ 2,
" Qz+1)2+1 27V w12 +1/) ~ 2°

Sia I :=[0,1] e sia D lo spazio delle funzioni u : I — R di classe C! tali che u(0) = u(0) = 0.
a) Dimostrare che D ¢ denso in LP(I) per ogni p € [1,00).

b) Determinare la chiusura di D nello spazio C(I) delle funzioni continue su I.

SOLUZIONE. a) Sia p € [1,00). Abbiamo visto a lezione che C'(I) ¢ denso in LP(I), e quindi
basta dimostrare che D ¢ denso in C''([) rispetto alla norma LP.

L Per a = 2 si deve aggiungere un fattore 2 a destra di ~; questa correzione non ha conseguenza.
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Per farlo prendo una funzione ¢ : [0, +00) — [0, 1] di classe C! tale che
p(r) = p(z) =0 e () =1 per |z] > 1.2
Data quindi u € C'(I) e § > 0, considero la funzione us : I — R data da
us () = u(x) p(x/9);

si verifica facilmente che us appartiene a C(I), e che us(0) = 15(0) = 0, e quindi us appartiene
a D; resta da verificare che us tende a u in LP per 6 — 0: utilizzando il fatto che us(x) = u(zx)
per x > 2§ e che 0 <1 — ¢ <1 ottengo

20
llu = sl = / u(@)P|1 — p(x/8)|" dz < 26 |[ull? ,
0

e dunque [u — us||, — 0 per 6 — 0.
b) Voglio dimostrare che la chiusura di D in C(I) ¢ data da

X :={ueC(I): u(0)=0}.

E facile vedere che X & un sottospazio chiuso di C(I) che contiene D, e da questo segue
I'inclusione D C X. Per mostrare 'inclusione opposta, vale a dire che D ¢ denso in X rispetto
alla norma del sup, considero I'insieme di funzioni

X' :={ueC'(I): u(0) =0},

e dimostro che X’ & denso in X e poi che D & denso in X’ (in entrambi i casi la densita si
riferisce alla norma del sup).

Per dimostrare che X’ & denso in X uso il fatto che C1(I) & denso in C(I) (questo segue per
esempio dal teorema di Weierstrass) e pertanto, data u € X, esiste una successione di funzioni
u, € C*(I) che converge uniformemente a u, ed in particolare u,(0) — u(0) = 0; quindi le
funzioni v, (x) := up(z) — u,(0) appartengono a X’ e convergono uniformemente a u.

Per dimostrare che D & denso in X', prendo u € X’ e considero le funzioni us definite al
punto a). Anche in questo caso us appartiene a D, e resta quindi da verificare che us converge
uniformemente a u per § — 0: poiché u(x) = us(x) per x > 24, allora

lu = uslloc = sup |u(z) —us(x)| = sup |u(z)| (1 —p(x/d) < sup |u(z)|,
<26 <28 <28
e l'ultimo sup tende a 0 per 6 — 0 perché u(0) =0 e u & continua in 0.

a) Calcolare i coefficienti di Fourier ¢, (x) della funzione x.

b) Determinare la funzione v : [—7, 7] — C i cui coefficienti di Fourier sono
(1)
co(u) =0, cp(u):= nz(l—l—)nz) per n # 0. (1)

[Suggerimento: osservare che per ogni intero n vale (1 + n?)c,(u) = ac,(x) con a costante da
determinare; dedurne che u deve soddisfare un’opportuna equazione differenziale.]

SOLUZIONE. a) Si tratta di un semplice calcolo (gia visto a lezione):

1 ™
00(58):%/ zdxr =0

—T
perché x ¢ dispari, mentre per n # 0

1 [7 ; 1
en(x) = —/ ze "dr = —|x

2 J_, 27

efin:v ™ 1 ™ efinw Z(—].)n

_y 2mJ_p —in n

—in
b) Per quanto visto al punto a), la condizione (1) si traduce in

(1+n%) cn(u) = cn(2) (2)

2 Per esempio ¢(x) := 222 per z < %, o(z) := —222 + 42 — 1 per % <z <1, ¢(x):=1perz>1.
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per ogni n € Z. Suppongo ora che u sia una funzione di classe C? e che soddisfi le condizioni
di periodicita
u(m) = u(-m),
{ . . . (3)
U

allora
(14 n2) cn(u) = cp(u — i),
quindi la (2) si riscrive come ¢, (u — i) = ¢, (), ed equivale all’equazione differenziale
u—i=uw. (4)

Pertanto, se tra le soluzioni di (4) (che sono tutte di classe C*°) ce n’¢ una che soddisfa (3),
allora tale soluzione ¢ la funzione u cercata.

Osservo ora che la soluzione generale dell’equazione (4) ¢ della forma
u=cre® +cpe " +x
con ¢1, ¢z € R, e tenendo conto che @ = ¢je® —coe™* 41, per questa u le condizioni (3) diventano

iy —T J— —T ™
{cle +ce " +mT=cre”" +cpe”" — 7,

ciem —ce T "+ 1=ce " —coe™ + 1.

Risolvendo questo sistema ottengo infine

7 7r
Cl—_eﬂ_67ﬂ7 62_67‘._677‘,7
e dunque la funzione u cercata e
et —e "
u(z) =—-r—— 4.
eT — e~ T

OssSERVAZIONI. Un modo di procedere alternativo ¢ questo: in modo del tutto formale si vede
che u deve risolvere I’equazione differenziale u — it = x e quindi deve essere della forma

u=ce® +ce "+, (5)

poi si calcolano i coefficienti ¢, (1) in funzione di ¢;, ¢g e si trovano i valori di questi parametri
per cui vale ¢, (u) = (14 n?) ¢, (x) per ogni intero n. In questo modo si trovano i valori di ¢y, ca
visti sopra, e non ¢ necessario giustificare i passaggi che hanno portato alla formula (5).

Dati R,r > 0, sia X l'insieme dei punti in R? ottenuto ruotando la circonferenza di raggio r e
centro (0, R) nel piano zy attorno all’asse x.

a) Dimostrare che ¥ & una superficie senza bordo di classe C™ se R > r.
b) Dimostrare che ¥ non ¢ una superficie se R = r.

c) Per R > r trovare una parametrizzazione di ¥ e calcolarne l'area.

SOLUZIONE. a) Siccome I’equazione della circonferenza di raggio r e centro (0, R) nel piano xy
& 22 + (y — R)? = r?, quella dell'insieme ¥ &

x2—|—(\/gm—R)2:r2.
f(z,y,2)

Siccome f & una funzione di classe C* sull’aperto Q := R®\ R dove R ¢ la retta dei punti
(2,0,0) con x € R, per dimostrare che ¥ & una superficie (di dimensione 2) senza bordo e di
classe C'°*° mi basta far vedere che

(i) X & contenuto in 2, cioé non interseca R;
(ii) Vf # 0 per ogni punto di X.
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Per dimostrare (i) osservo che un punto della forma (z,0,0) non appartiene mai a ¥ se R > r,
infatti f(z,0,0) = 22 + R? > R? > 2.

Per dimostrare (ii) osservo che

Vf= <2x, 2(Vy? + 2% — R)L C2(Vyr 4 22— R)Z> ,
e quindi se Vf = 0 allora vale una delle seguenti condizioni: a) x =y = z = 0 oppure b) z =0
e /y2 + 22 = R. Abbiamo gid visto che i punti che soddisfano la condizione y = z = 0 non
appartengono a 3, e lo stesso vale per i punti che soddisfano x = 0 e v/y? + 22 = R (per questi
ultimi vale infatti f(z,y,z) = 0).
b) Suppongo per assurdo che X sia una superficie di classe C'* per R = r. In tal caso 0 = (0,0,0)
appartiene a X, e siccome X ¢ invariante per rotazioni attorno all’asse delle x, lo stesso deve
valere per lo spazio tangente Ty¥, e siccome 1'unico piano in R? invariante per rotazioni attorno
all’asse = ¢ il piano yz, dovremmo avere che Ty € il piano yz. Ma questo & assurdo, ad
esempio perché TpY. deve contenere il vettore (1,0, 0), come si vede prendendo un cammino che
parametrizza la circonferenza che genera X, vale a dire (t) := (cost,r + sint,0).

¢) Un punto (z,y,z) appartiene a ¥ se e solo se il punto (z,+/y? + 22) appartiene alla cir-
conferenza nel piano di centro (0, R) e raggio r, ovvero se e solo se esiste a € [0,2m) tale

che
x=rcosa, VVy’+22=R+rsina,

inoltre la seconda equazione equivale a dire che (y, z) appartiene alla circonferenza nel piano di
centro (0,0) e raggio R + rsin «, che equivale a dire che esiste § € [0, 27) tale che

y=(R+rsina)cosff, z=(R+rsina)sing.

In altre parole la superficie ¥ ¢ parametrizzata bigettivamente dall’insieme D := [0, 27) x [0, 27)
tramite la mappa

®(a, ) := (rcosa, (R+rsina)cosf, (R+rsina)sinf).

Siccome questa mappa & di classe C1, pud essere usata per calcolare I'area di X. Per farlo devo
prima calcolare il determinante Jacobiano di ®: usando che

—rsino 0
V® = |rcosacosf —(R+rsina)sinf |,
rcosasinff (R4 rsina)cosf

e 'espressione di J® in termini dei determinanti dei minori 2 x 2 di V® ottengo, con qualche
conto,
J® =r(R+rsina),

e quindi 'area di X e

2m
o2(%) :/ J@(a,ﬁ)dadﬁz%r/ r(R+rsina)doa = 47°rR.
D 0

Dati a > 0 e una funzione continua ug : [—, 7] — C tale che > n?|c, (uo)| < +00, consideriamo
il problema (P,) dato dall’equazione alle derivate parziali uy = (1 4 cos(at)) uz, sull’intervallo
spaziale [—, 7], dalle condizioni di periodicita al bordo u(-, —7) = u(-, 7) e ugp (-, —7) = uz (-, 7),
e dalla condizione iniziale u(0, -) = uo.

a) Dimostrare che (P,) ha una soluzione u, definita per t > 0, di classe C* in t e C? in .

b) Dimostrare che, per a — +00, u, converge puntualmente alla soluzione dell’equazione del
calore con le stesse condizioni al bordo e la stessa condizione iniziale.

¢) Dire se la convergenza al punto b) & uniforme, specificando dove.

SOLUZIONE. a) Date le condizioni al bordo, trovo una formula per la soluzione scrivendo
I’incognita u in serie di Fourier rispetto alla variabile x:

+oo

u(t,x) = Z cn(t) e,

n=—oo
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Procedendo come al solito ottengo che i coefficienti ¢,, devono risolvere il problema di Cauchy

{y' = —n2 (1 + cos(at))y,

y(0) = C?L )

e sono quindi dati da ¢, (t) = ¢ exp( — n%p,(t)) dove

@a(t) ==t + Lsin(at). (6)
Pertanto la soluzione di (P,) dovrebbe essere

“+o0
ug(t, T) == Z ) exp( — n’pq(t) +inz) . (7)

S Ua,n

Dimostro quindi che: la funzione u in (7) € ben definita su tutto R := [0,4+00) x R, continua,

di classe C* int e C? in x, e risolve (P,).
Osservo per cominciare che ¢, (t) > 0 per ogni t > 0 (questo segue dal fatto che ¢,(0) =0 e
®a(t) =1+ cos(at) > 0 per ogni t € R), e quindi
|exp( — n%p,(t) + inz)| = exp(— n*pq(t)) <1 pert>0. (8)
Usando questa stima ottengo
[tanlloe(ry < lepl,
quindi la serie in (7) converge totalmente su R e dunque u & ben definita e continua su R.
Usando poi la formula
Dyt = —ch n® (1 + cos(at)) exp( — n’pq(t) + inx)

e la stima (8) ottengo

[ Dstia,nl e (ry < 20%|cnl,
e ricordando lipotesi sulla sommabilita dei coefficienti O ottengo che la serie delle derivate
Dyug,, converge totalmente su IR, e dunque u, ¢ di classe Clint.
Infine, usando la formula

DFug = =0 (—in)¥ exp( — npq(t) + inz)

e la stima (8) ottengo

[ D5 tanllLoe(ry < Inl¥lepl,
e ricordando l'ipotesi sulla sommabilita dei coefficienti ¢ ottengo che la serie delle derivate

D’;ua’n converge totalmente su R per k < 2, e dunque u, ¢ di classe C? in .
Il fatto che w, risolve (P,) segue da un argomento completamente standard che non riporto.

b) e ¢) Ricordo che la soluzione dell’equazione del calore con le stesse condizioni al bordo e le
stesse condizioni iniziali di (P,) & data da

“+o0
u(t,z) = Z ) exp(—n’t + inx) . (9)

n=—oo

Un

Ricordando la formula (6) si vede subito che gli addendi u,,, in (7) convergono puntualmente
agli addenti u,, in (9) quando a — +00, e questo suggerisce che u, converga ad wu.
Dimostro direttamente che u, converge a u uniformemente su R. Per farlo uso la disuguaglianza

lexp(y1) — exp(y2)| < lyr —y2| per y1,y2 <0, (10)

che segue dal fatto che la derivata dell’esponenziale & compresa tra 0 e 1 per y < 0. Ricordando
la definizione di uq, € u, ottengo

|ua7n(t7 x) — un(t, a:)| = ‘c% exp(inz) (exp(—n’pq(t)) — exp(—n’t)) ’
= |cnl [ exp(—n®pa(t)) — exp(—n’1)]

01,2 2 0 n® n’ 0
< lenl [n"@a(t)) = n7t] = |e,| —sin(at)] < — |y
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(nel terzo passaggio ho applicato la disuguaglianza (10), e per farlo ho bisogno di dimostrare che
—n2p,(t) <0, cosa che segue dalla disuguaglianza o, (t) > 0 per t > 0, vista in precedenza).

Dunque
2

n
||ua,n - UnHL‘X’(R) < Z‘CEA 5
e da questa stima segue che

+oo 1 +oo
lwa = ullzoeqry < D7 Nuam = unllz=my < = D w3l

n=—oo n=—oo
siccome la serie nell’'ultimo termine € finita per ipotesi
)

aEIJIrloo luq — UHLOO(R) =0.

OSSERVAZIONI. Si puo dimostrare il punto b), la convergenza puntuale di u, ad u, separata-
mente dal punto c). Si osserva per cominciare che per ogni (¢,z) € R gli addendi u, (¢, x)
della serie che rappresenta u, (¢, x) convergono per a — +oo agli addendi w,, (¢, z) della serie che
rappresenta u(t, ). Per far vedere che anche le serie convergono si pud quindi usare il teorema
di convergenza dominata per le serie, con la dominazione

[tran(t,2)] < |p].

(La successione |c2| & una dominazione perché non dipende da a ed ¢ sommabile in n; poiché
inoltre non dipende da t, z, si puo spingere questo metodo fino a dimostrare anche la convergenza
uniforme.)

Sia H := L?([0,7]), sia D il sottospazio di H dato dalle funzioni u : [0, 7] — R di classe C? tali
che u(0) =0 e @(m) = 0, e sia infine T': D — H V'operatore lineare dato da T'u := i — u.

a) Dimostrare che T & autoaggiunto.
b) Dire se T & (semi-) definito positivo/negativo o altro.
¢) Determinare gli autovalori di T e i corrispondenti autospazi.

d) E possibile trovare una base di Hilbert di H costituita da autovettori di 77

SOLUZIONE. a) Dati u,v € D, vale che

(Tu;v}z/ u'vdx—/ uv dx

0 0

—/ m')dx—/ uvd:c:—/ W0 + uv dx (11)
0 0 0 0

(nel secondo passaggio ho integrato per parti il primo integrale, nel terzo ho usato che u,v € D
per dire che ’ U |g = 0). Osservo ora che l'ultimo integrale in (11) resta invariato se si scambia
u con v, quindi (Tw; v) = (Tv; u), e dunque T' & autoaggiunto.

:‘iw

b) Applicando la formula (11) con v = u ottengo che per ogni u € D vale
s
<Tu;u>=—/ W +u?dr <0, (12)
0
e questo significa che T & semidefinito negativo. Inoltre T & definito negativo perché se vale
l'uguaglianza in (12) allora « = 0 q.o.
c¢) Osservo che u soddisfa Tu = Au se risolve 'equazione differenziale
i—(1+XNu=0. (13)

Se A = —1 ogni soluzione di questa equazione ¢ della forma

u(x) =c1 +coxr con ¢y, o €R,

e se tale u appartiene a D allora 0 = u(0) = ¢; e 0 = 4(7) = ¢g, vale a dire u = 0; pertanto
A = —1 non & un autovalore di 7.
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Se A # —1, indico con +w le due radici quadrate (reali o immaginarie) di A + 1; allora le
soluzioni dell’equazione (13) sono della forma

wx

u(z) = c1e** 4 coe” con ¢, ¢ € C,

e se tale u appartiene a D allora 0 = u(0) = ¢; +¢2 € 0 = u(7) = cqwe™ — cowe™ ™, vale a dire

C2 = —C1,
{cl(e“’ +e ™) =0.
In particolare questo sistema ammette soluzioni diverse da ¢; = co = 0 se e solo se
e ™ =0 ™4+1=0 & ™ =" & w=i(}+k)conkeLZ
In tal caso A = —( + k)? — 1, e u ¢ della forma
u(z) = et GHRT _ 0 o= iGHRT = 940 gin (3 +Fk)x)
(notare che u & reale se ¢; € immaginario).
Riassumendo, gli autovalori di 7" sono
Ak = —(%+k)2—1 conk=0,1,2...,
e 1 corrispondenti autospazi hanno dimensione 1 e sono generati dalle funzioni
ug(x) := sin ((% + k)x) . (14)

d) La teoria dice che le funzioni uy in (14) formano un sistema ortogonale, ed ottengo un sistema
ortonormale dividendo ogni uy, per la sua norma L?, vale a dire

ﬁ:z{\/%uk:kzo,l,...}.

Dimostro che .# & una base di Hilbert di L?([0,n]) facendo vedere che ogni u € L?([0,n]) si
rappresenta come combinazione lineare infinita delle funzioni uz (con coefficienti in ¢£2).
Data dunque tale u, la estendo ad una funzione @ € L?([0, 27]) per simmetria rispetto ad z = 7,
cioe pongo
() = {u(a:) per 0 <z <,
u(2m —xz) perm <z <2m.

Uso quindi il fatto che @ pud essere rappresentata in serie di seni su [0, 27], vale a dire
+oo
u(x) = Z by sin(gnz) (15)
n=1

(il fattore 1 & dovuto al fatto che sto usando la serie in seni su [0, 27 invece che su [0, 7).

Osservo ora che per costruzione @ ¢ pari rispetto a x = m, cioe soddisfa @(x) = a(27 — ).
D’altra parte le funzioni v, (z) := sin(%nm) sono dispari rispetto a x = m quando n € pari, cioe
soddisfano v, (z) = -0, (27 — x).

Queste due affermazioni implicano che 4 e v, sono ortogonali su [0,27], ed in particolare i
coefficienti b, nella formula (15) devono essere nulli per ogni n pari. Dunque la (15) diventa

tu(x) = Z by sin (3nz) = Zbng sin ((3 + k)z)
k=0

n dispari

e questo conclude la dimostrazione.
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Calcolare i coefficienti di Fourier della funzione u(z) := el®! (ristretta all’intervallo [—, 7]).

SOLUZIONE. Si tratta di un calcolo diretto:

1 i .
en(u) == / el*le=ne gy

=5 »

— i " e(l—in)x dz + i /0 e(—l—in)fc dr

2m Jo 2r J_,
B 1 e(l—in)w ™ 1 e(—l—in)a: 0 B (_1)71677 —1
2r|1-in|, 27| -1—in|__  w(1+n?)

e72 sex >0,

2z

Calcolare la trasformata di Fourier della funzione u(z) := {
—e se z < 0.

SOLUZIONE. Si tratta di un calcolo diretto:

+Oo . +m . O .
u(y) :== / u(z) e W de = / e(72mwE gy / =W gy
0 -

—oo S
B 6(7277,'11)1 +oo 6(272’1})1: 0 _ 2y
| =2—iy |, 2—iy | y2+4’

Sia X il sottospazio di ¢? formato dagli elementi z = (x(0),z(1),...) tali che z(m) = 0 defini-
tivamente in m. Dimostrare che X ¢ denso in ¢2, e dedurne che X non & uno spazio di Hilbert.

SoLUZIONE. Dato x € 2, mi basta costruire una successione (z,,) in X che tende a z. In
particolare prendo x,, uguale a x troncato a 0 dopo I'n-esimo elemento, vale a dire

z(m) sem<n
Tn (m) = { ( ) _
0 se m > n.
Chiaramente x,, appartiene a X. Inoltre
—+o00

o= zaly = > (2(m))?,

m=n+1
e la serie a sinistra dell'uguale tende a 0 per n — +o0 in quanto coda di una serie convergente.
Per far vedere che X none uno spazio di Hilbert, basta prendere una successione (x,,) in X che
converge ad un elemento x di £2\ X (per esempio quello definito da x(m) := 1/2™). Allora (x,,)
¢ una successione di Cauchy in 2 e quindi anche in X, ma non converge ad alcun elemento di
X perche il limite 2 appartiene appunto a £\ X.

Sia E linsieme dei punti (z,y) € R? tali che y*(1 + 2%) < 1. Dire per quali p € [1,4+00) la
funzione f(z,y) := 1+ 22 appartiene a LP(E).

SoLUZIONE. Conviene scrivere E come
1
E= {(m,y): z€R, Jy| < (14 2% 4}.

Preso p € [1,+00) si ha quindi che
+oo

lillye = [+ dedy=2 [ (at) (a0 e

_:OOO 1 +oo 3
:4/ (1+x2)p (142%"1 d;vz/ z?P72 dx
0 1

dove nel secondo passaggio ho usato il teorema di Fubini, integrando prima nella variabile ,
mentre nel quarto ho usato il simbolo &~ per dire che gli integrali impropri a destra e sinistra
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[6]

hanno lo stesso comportamento.
Ne segue che la norma ||ul|»(p) ¢ finita se e solo se 2p — 3 < —1, cioe per nessun p > 1.

Sia I := [~1,1], sia a € L*°(I), e infine sia T : L?(I) — L?(I) l'operatore lineare dato da
[Tu](x) := a(z) u(—).
a) Dimostrare che T & continuo.

b) Caratterizzare le funzioni a tali che T' & autoaggiunto.

c) Esistono funzioni a tali che T' & autoaggiunto e definito positivo?

SOLUZIONE. a) Essendo T un’applicazione lineare, per un risultato visto a lezione la continuita
di T segue da una stima del tipo ||Tu|l2 < m|lu/l2 con m costante finita. In questo caso posso
far vedere che tale stima vale con m := ||a||oo:

1 1
| Tul3 = / (afa) u(—a))" do < ol / (u(—2))? da

1
2
= Jlal% / ()" de = el

(nel terzo passaggio ho usato il cambio di variabile t = —x).
b) Comincio con un osservazione preliminare: date u,v € L?(I) vale che
1

(u; Tv) = / u(t)a(t)v(—t)dt = / a(—z) u(—z)v(x) dx

-1 -1
(nel secondo passaggio ho usato il cambio di variabile = —t), e quindi

1

(Tu; v) — (u; Tv) = / (a(z) — a(—z)) u(—z) v(z) dz. (1)

—1

Dimostro ora che T' ¢é autoaggiunto se e solo se a ¢ pari (cioe a(x) = a(—x) per q.o. ).

In effetti, se a & pari, allora la formula (1) implica (Tw; v) — (u; Tw) = 0 per ogni u,v € L?(I),
ovvero che T' & autoaggiunto.

Viceversa, se T & autoaggiunto, allora, prendendo v(z) = a(z) — a(—z) e u(z) := 1, la

formula (1) da
1

0= (Tu;v)—{u; Tv) = / (a(z) — a(—z))de

-1
da cui segue che a(z) — a(—x) = 0 q.o., cio¢ a & pari (ricordo che una funzione positiva ha
integrale nullo se e solo la funzione integranda ¢ q.o. nulla).

¢) Supponendo che T sia autoaggiunto, allora la funzione a & pari, e quindi per ogni u € L*(I)
la funzione a(x) u(—xz) u(x) e pari e vale che

1 1
(Tu; uy = /71 a(z)u(—z)u(z) de = 2/0 a(z) u(—z) u(z) dz .

Prendendo ora

-1 per-1<z<0,

() = {a(m) per 0 <z <1,
2

ottengo

1
(Tu; uy = 7/0 (a(z))?dz <0,

e questo dimostra che T non & mai definito positivo.
Sia v una funzione continua su [—, 7] i cui coefficienti di Fourier ¢ soddisfano > |n]|[c?| < +o0.

Consideriamo quindi il problema (P) dato dall’equazione wu;; = g, — 2u sull’intervallo spaziale
[—m, 7], dalle solite condizioni di periodicita al bordo, e dalle condizioni iniziali u(0,) = 0 e
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ut(0,-) = v(-). Discutere I'intervallo temporale di esistenza e la regolarita della soluzione di (P)
(Punicitad puo essere data per scontata).

SOLUZIONE. Procedo come al solito, scrivendo l'incognita u in serie di Fourier (complessa)

rispetto alla variabile x:
—+oo

u(t,z) = Z cn(t) e

n=—oo
Ottengo quindi che i coefficienti ¢,, di un’eventuale soluzione u del problema (x) risolvono il
problema di Cauchy

j=-(n*+2)y
y(0) =0, §(0) = ¢,
e sono dunque dati dalla formula

0
cn(t) := En sin(w,t) con wy :=vn?+2.
n

Pertanto la soluzione di () dovrebbe essere data dalla formula
u(t,x) == Ji:.o i sin(w,t) e (2)
,x) = 2, n .
un,(t, )
Concludo lesercizio dimostrando il seguente enunciato: la funzione u nella formula (2)
(i) € ben definita e continua su R x R, 2w-periodica nella variabile x,
(ii) ¢ di classe C? nella variabile x e separatamente nella variabile t,
(iii) risolve il problema (x).
Per dimostrare (i) mi basta far vedere che la serie in (2) converge totalmente su R x R. A tale
scopo osservo che

leal  leal _ 0
1t llLo rxR) = ~ =o(|n||cy]) per n — Foo,
W, |n|

e dunque Y [|un| £ rxr) € finita per via dell'ipotesi sui coefficienti .

Per dimostrare (ii) mi basta far vedere che le serie delle derivate D"u,, e Dl'u, convergono

totalmente su R x R per h = 1,2. A tale scopo osservo che per ogni h =0,1,... vale
0 .
D', = ‘n sin(wpt) (in)h e,
wn
quindi
IC | -
HDhunHLw(RX]R) |n|h In|" 1| per n — +oo,

e dunque ) HDﬁunHLw(RxR) e ﬁmta se h = 1,2 per via l'ipotesi sui coefficienti ¢!.
Analogamente
Dhun = wh lgh(w t) inx
dove gp,(s) € uguale a +sin s oppure a +cos s a seconda di h7 e da questo segue che
h—1] 0
[

HDfunHLw(RxR) = || wh=t ~ |n) per n — +o00,

e di nuovo Y e finita se h = 1,2.

h
n HDt unHLOO(lelR)
La dimostrazione di (iii) & completamente standard e la ometto.

Per ogni n = 0,1,... sia X, il sottospazio di ¢? formato dagli + = (x(0),z(1),...) tali che
xz(m) = 0 per m > n, e sia X il sottospazio formato dagli « tali che z(m) =0 deﬁmtlvamente
in m. Sia infine eg un vettore unitario in 2\ X con eg(0) # 0.

a) Fare vedere che per ogni n = 1,2,... esistono e, € X,, tali che .7 := {e,: n=10,1,...} &
un sistema ortonormale in £2.

b) Dimostrare che .% & una base di Hilbert di ¢2.
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c¢) Dimostrare che .7* := {e,,: n = 1,2,...} & un sistema ortonormale massimale in X, il cui
span non ¢ denso in X.!

SoLUzZIONE. Comincio con alcune definizioni ed osservazioni preliminari. Per ognin =0,1,...,
indico con p,, la proiezione ortogonale di ¢? su X,,, vale a dire la mappa (lineare) data da
z(m) sem <n,

zl(m) =
[pr](m) 0 se m > n.

Se inoltre x(0) # 0, allora p,z # 0, e in tal caso indico con p,% il vettore unitario ottenuto

rinormalizzando p,z, vale a dire
— Pnx

D@ = :
[yed!
Valgono allora i seguenti fatti, di immediata dimostrazione:

(i) dati 2o € (2 e 21 € X,,, allora {xg; 11) = (PaT0; pnx1), in particolare xo L x1 se e solo
se pnxo L x1;

(ii) dati zg € £? e 1,...,Tm € Xp, allora {xq,...,Tm} ¢ un sistema ortogonale se e solo se
{pnxo, T1,..., Tm} & un sistema ortogonale;

(iii) dati infine zg € €2 con x(0) # 0 e x1,...,Tm € X,, allora {zg,..., T} ¢ un sistema
ortonormale se e solo se {m, X1,..., Ty} € un sistema ortonormale.

a) Costruisco per induzione su n una successione (e, ) tale che eg & dato come sopra, e per ogni
n=1,2,..., sl hache e, € X,, e {eg,...,e,} & un sistema ortonormale.

Siccome eg ¢ gia stato definito, devo solo descrivere il passo induttivo. Suppongo dunque di
aver gia costruito e, per ogni m < n. Allora, per I'ipotesi induttiva,

{eo,...,en—1} & un sistema ortonormale,
e quindi, per enunciato (iv) dato sopra,
{Pne€o, €1,...,€n_1} & un sistema ortonormale;

siccome questo sistema ha n elementi ed ¢ contenuto in X,,, che ha dimensione n + 1, posso
trovare e, € X, tale che

{pne€o, €1,...,en} & un sistema ortonormale,
e sempre grazie all’enunciato (iii) ottengo infine che
{eo,...,en} & un sistema ortonormale.

b) Devo far vedere che Span(.%) & denso in £2. Siccome X & denso in £? mi basta far vedere che
X ¢ contenuto nella chiusura di Span(%), ovvero che per ogni x € X, esiste una successione
(zn) in Span(.%#) che converge a x.

Dato z € X, esiste nn tale che x appartiene a Xz. Osservo quindi che, per ogni n,

ﬂ\n = {p/nzm €1,...,€n}

¢ un sistema ortonormale di n + 1 elementi contenuto in X,, (enunciato (iii)) e siccome X,, ha
dimensione n + 1, .%,, & una base ortonormale di X,,. In particolare, siccome x € X,, per ogni

n>n,
x:<x;P/n€0>p/n?o+Z<x;em>em. (3)
Definisco allora m:l
T 1= <$;P/na)>eo+z<x;em>em. (4)
m=1

Chiaramente x,, appartiene a Span(.%), e devo solo dimostrare che x,, — x per n — +o0.
Grazie a (3) e (4) ottengo che

Ty, —x = (T; pneo) (€0 — Pneo) ,

1 Questo esempio mostra che, in uno spazio X con prodotto scalare, non & vero che ogni sistema ortonormale
massimale & anche completo, contrariamente a quello che succede se X & uno spazio di Hilbert.
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quindi
[2n — || = [z ; Pneo)| leo — pnéoll,

e per concludere mi basta dimostrare che
p/nzo — €0 in ‘627 (5)

e usare la continuita della norma e del prodotto scalare.
Per dimostrare (5) noto che

|[Pr€o — eol| < ||Pn€o — preol| + ||pneo — €o|| < 1= lIpneol| + ||Pneo — €ol| »
e dimostro che l'ultimo termine di questa catena di disuguaglianze tende a 0 per via della
continuita della norma e del fatto che p,eq — €g, gia dimostrato nella soluzione dell’esercizio 3.

¢) Siccome .# & una base di Hilbert di ¢2, il complemento ortogonale di .#* in 2 &
(#*)*" = Span({eo}) ,
e siccome eg non appartiene a X,
(9*)lmX = {0}7

cosa che implica che .7 ™* ¢ massimale tra i sistemi ortonormali contenuti in X.

Dimostro ora che Span(.#*) non ¢ denso in X. Supponendo per assurdo che lo sia, allora ¢
denso anche in £2 (per via dell’esercizio 3), quindi & una base di Hilbert di ¢2, e di conseguenza

N

& un sistema ortonormale massimale in £2; siccome .Z * & strettamente contenuto in .%, ne segue
che # non puo essere un sistema ortonormale, contraddicendo quanto dimostrato al punto b).

Dato d = 2..., sia d’ I'esponente coniugato di d e sia f(x) := 1/|z| per ogni x € R?,  # 0.
a) Dato p > d', trovare g € LP(R?) tale che f * g(z) = +o0 per ogni z.
b) Trovare g € L (R%) tale che f * g(x) = +o0 per ogni .

¢) Sia A linsieme dei p € [1,400) tali che f * g(x) & ben definito e finito per q.o. x e per ogni
g € LP(R?). Dimostrare che I'insieme A non & vuoto, e se possibile determinarlo. [Suggerimento:
scomporre f come f = f; + fo dove fi é la restrizione di f alla palla B = B(0,1) e f2 & la
restrizione al complementare di B, e considerare separatamente f1 % g e fa % g.]

SOLUZIONE. Risolvo a) e b) insieme: posto infatti

1
o) = 4 PR Selelze
0 se |z| <e,

faccio vedere che: (i) f * g(z) = +oo per ogni = € RY; (ii) g € LP(R?) per ogni p > d'.
Per dimostrare (i) osservo che

1
f*gx=/fx—ygydy=/ dy
(0= [, [ o) E 1y —=[lyl*~" log ly|

dove E := {y € R?: |y| > e}, e che la funzione nel secondo integrale & continua e asintoticamente
equivalente a g(y) := m per |y| = +o0; quindi f * g(x) = 400 perché

/Eg(y)dy = +o0.

Quest’ultima affermazione segue da un calcolo diretto:

g(y)dy = Y =cq p=cq
B g |y|?log |yl e plogp

(nel secondo passaggio ho usato la nota formula per I'integrale di funzioni radiali—ricordo che
cq & il volume (d — 1)-dimensionale della sfera unitaria in R%).

“+oo

loglog p = +00

€
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Per dimostrare (ii) basta un semplice calcolo: dato p > d’ vale che

1900y = [ o < [
Lr (R e (=41 log|x\)p = Jg (2|47t log |z])¥

/+oo dp /+oo dt —y
= Cd — 7 =Cd 7 < too.
e p(logp)? e

(Nel secondo passaggio ho usato che y := |z|9~! log |x| > 1 per |z| > e (cioe¢ per z € E) e quindi
yP? > y? perché p > d’; nel terzo passaggio ho usato la formula per I'integrale di funzioni radiali
d

gia usata sopra e il fatto che d’ = 5%5; nel quarto ho usato il cambio di variabile ¢ = log p;

infine nel quinto ho usato che d’ > 1.)

¢) Dal punto b) segue che A & contenuto in [1,d’), e voglio ora far vedere che vale I'uguaglianza,
cioé che preso p < d’ e g € LP(RY) allora f * g(x) esiste ed & finito per q.o. x € R

Prendo fi ed fo come nel suggerimento e osservo per cominciare che ciascuna delle seguenti
affermazioni & implicata dalla successiva:

(i) f*g(x) esiste ed ¢ finito per q.o. x;
(ii) f1 *xg(x) e fa % g(x) esistono e sono finiti per q.o. z;
(iii) f1 *x g(x) e fa % g(x) esistono per q.o. z e inoltre f1 x g € LP e fo *x g € L*;
(iv) freL'e fo e L.
Per la precisione, l'implicazione (iii) < (iv) segue dalla disuguaglianza di Young e dal fatto che
|g| € LP, mentre tutte le altre implicazioni sono ovvie.

Per concludere mi basta quindi dimostrare Penunciato (iv), che perd segue da semplici calcoli;
in particolare si vede che fo € LP se p’ > d, cosa che & implicata dall’ipotesi p < d'.
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Dati ay, ..., aq numeri reali, consideriamo i covettori w € A'(R%) e w’ € AY~1(R?) definiti da

d d
W= E a;dz; , W = g a;w; dove w; = /\dxj.
i—1 i=1 i

Calcolare w A w’.

SOLUZIONE. Detto dx := dx1 A --- A dxg, vale che
dz; Aw; = (—1)""tdz per ogni i
(dz; A w; coincide con il prodotto dei fattori dzy,...,dr4 ma in un altro ordine; per riportarlo
all’ordine giusto servono ¢ — 1 scambi). Inoltre
dr; Awj; =0 per ogni j # i
(perché w; & un prodotto di 1-covettori tra cui dz;). Usando queste formule ottengo

wAW = Za? dx; Nw; = (Z(—l)i_la?) dx .

7
Calcolare i coefficienti di Fourier della funzione v(x) := €2 + e=2%,
SOLUZIONE. Si tratta di un calcolo diretto:

I : 1 [™ ,
cn(v) = % U(x) e~ g0 — %/ e(2—zn)r + e—(2+1n)m dx

1 6(272'71)1 67(2+in)r m
2| 2—in  2+4in |__
1 |:e27r(_1)n 6727r(_1)n 6727r(_1)n N e27r(_1)n

ot 2—in  2+in  2—in 2 +in

(71)71 ™ —2m 1 1
=gy (€T )<2—m+2+m)
2(_1)n(627r _6—277)
w(n? +4)

s

—T

Sia u : R — C una funzione continua tale che u(x) = O(|z|~*) per 2 — Foo. Cosa si puo dire
sulla regolarita di u?

SOLUZIONE. Dato k intero positivo si ha che 2*u(x) & una funzione continua su R che soddisfa
zhu(z) = O(|z|¥~*) per  — Foo. Pertanto x*u(x) appartiene a L'(R) per k = 0,1,2, e per

un risultato visto a lezione questo implica che @ & di classe C2.

Sia f : R? — R data da f(z) := |z|?, sia ¥ la superficie in R? x R data dal grafico di f, e sia
infine u : R? x R — R la funzione data da

u(xﬂy) = 1_"_y2 '

Dire per quali p la funzione u appartiene a LP(3).

SoLUZIONE. E noto che ¥ & una superficie senza bordo di classe C™ (anzi, analitica) e
dimensione d in R? x R, parametrizzata dalla mappa F : R? — R? x R definita da

F(z) = (z, f(2)) = (z,]z[?).
Inoltre ¢ noto che lo Jacobiano di F' ¢

JF(z) = /14 |Vf(x)]2 =+/1+4]z]2.
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[6]

Pertanto

P _ _ 1 p
sy = [ tePdou= [ (757) VI AP da

“+o0
| () Vivad e )

=cq — p?p"dp

0 1+ pt

(nell'ultimo passaggio ho usato la nota formula per I'integrale delle funzioni radiali su R?; in

particolare ¢4 & volume (d — 1)-dimensionale della sfera unitaria S9—1).

Per concludere osservo che l'integrale in (1) & improprio semplice in +o00, e in particolare si

comporta come l'integrale improprio standard

+oo
/ p? P dp,
1

che ¢ finito se e solo se d — 4p < —1, cioe p > %(d +1). Questi sono dunque tutti e soli i valori
di p per cui u € LP(X).

Sia X il sottospazio di L? = L?([—1,1]) formato dalle funzioni u : [~1,1] — R di classe C* tali
che u(1) = 0, e sia infine T : X — L? loperatore definito da [Tu](z) := u(—x).
Dire se T ¢ a) continuo; b) autoaggiunto.

SOLUZIONE. a) T non & continuo. Essendo T lineare, per far vedere che T non & continuo mi
basta mostrare che non esiste alcuna costante finita c¢ tale che ||Tulj2 < c||lul|2 per ogni u € X,
ovvero che esiste una successione di funzioni u,, € X tali che le norme ||u,||2 sono equilimitate,
mentre le norme ||Tuy,||2 tendono a 4+0o0. Per esempio, prendendo

Up () := sin(mnzx)
si vede con semplici calcoli che per ogni n vale
lunllz =1, NTunll2 = [[inl2 = mn.

b) T & autoaggiunto. Dati infatti u,v € X, un calcolo diretto da:
1

B + /11 u(—x) v(z) dx

-1

(Tu; v) = /1 u(—xz)v(z)de = ‘ —u(—z)v(x)

_ / w(t) d(—t) dt = (u; Tv).

—1

Nel secondo passaggio ho integrato per parti, usando il fatto che —u(—z) & una primitiva di
@(—x); il termine di bordo dell’integrazione per parti vale 0 perché u(—z)v(x) si annulla sia
in 1 che in —1 (ricordo che u(1) = v(1) = 0 perché u,v € X). Infine nel terzo passaggio ho
applicato il cambio di variabile t = —x nell’integrale.

Sia p € [1,+00), sia E insieme misurabile in R?, e sia u,, : £ — R una successione di funzioni
misurabili. Dimostrare che:

a) liminf ||u, ||, > |lullp se u, = u q.0;
b) liminf |ju, ||, > |Jull, se w, — win LI(E) con 1 < g < oo;

¢) non & sempre vero che lim |Ju, ||, = ||ul|, se w, — u q.o.

SOLUZIONE. a) Siccome t — t'/P & una funzione continua e crescente (per ¢ > 0), mi basta
dimostrare che
lim inf fJup [ 2 [lull7,

disuguaglianza che ottengo applicando il lemma di Fatou all’integrale che definisce Hun”g
liminf [lu, ||} = liminf/ | (2)|P dx
n—-+oo n—-+oo E

> / lim inf |u, (2)|? dz = / lu(z)|P dz = ||ull}.
E E

n—-+oo



40

Analisi Matematica 3, a.a. 2021-22
QUARTO APPELLO, 20 LUGLIO 2022

b) Passando ad un’opportuna sottosuccessione posso assumere che il liminf di |ju,||, sia in
realtd un limite (questo & una proprieta nota di liminf e limsup). Inoltre, per un risultato visto
a lezione, passando ad un’ulteriore sottosuccessione, che indico con u,,, posso supporre che
Un, converga a u puntualmente q.o., e posso quindi applicare quanto dimostrato al punto a):

e o -
tm it a2 = T fually = T 12 > ul.

¢) Sia E :=R e sia u, :=n*1(g,1,). Si vede facilmente che u, () converge puntualmente alla
funzione costante 0, mentre ||uy||, = n?~1/P — +o0.

OssSERVAZIONI. Riflettere su questo punto della risoluzione punto b): a che serve il primo
passaggio, cio¢ prendere una sottosuccessione per cui il liminf di ||uy,|/, ¢ un limite?

Sia v la funzione definita nell’esercizio 2. Consideriamo il problema (P) dato dall’equazione
alle derivate parziali u; = ug, + v sull’intervallo spaziale [—m, 7] con le condizioni di periodicita
al bordo u(-, —m) = u(-,7) € ugy(-, —m) = uz (-, 7), e la condizione iniziale u(0,-) = 0.
Dimostrare che (P) ammette una soluzione u definita per ¢t > 0, e discuterne la regolarita.

SOLUZIONE. Procedo come al solito, scrivendo la funzione incognita u in serie di Fourier rispetto
alla variabile x:
+oo

u(t,z) = Z cn(t) e

n=—oo

Scrivendo (formalmente) ug, uz, e v in serie di Fourier, ’equazione u; = s, + v si riduce al
fatto che, per ogni n € Z, ¢, soddisfa I'equazione differenziale ¢, = —n?c,, + 2 dove ¢ sono
i coefficienti di Fourier di v, mentre la condizione iniziale u(0,-) = 0 si riduce a ¢, (0) = 0. In

altre parole, ogni ¢,, deve risolvere il problema di Cauchy

y:7n2y+cgz,7
y(0) =0,

da cui si ottiene con qualche calcolo che co(t) = cQt e ¢, (t) = 5c%(1 — e‘”zt) per ogni n # 0.
Pertanto la soluzione u dovrebbe essere data da

0
ult,z) =i+ Y % (1— ety eine 2)
n#0

Un (t, )

Dimostro ora il seguente enunciato: la funzione u definita in (2)
(i) ¢ ben definita e continua su R :=[0,+00) X R e 2mw-periodica in x,
(ii) ¢ di classe C int e di classe C? in z,
(iii) risolve il problema (P).
Dimostrazione di (i). Nella risoluzione dell’esercizio 2 ho fatto vedere che ¢ = O(|n|~2) per
n — xoo. Usando questo fatto ottengo che

|| -
ltn | oo (rR) < R O(ln|™)

(per la disuguaglianza ho usato che 0 <1 — et <1 per t > 0 e che |e™*| = 1 per ogni ).
Quindi la serie di funzioni in (2) converge totalmente su R, da cui segue che la funzione u & ben
definita e continua su R. E inoltre ovvio dalla formula che u & 27-periodica nella variabile x.
Dimostrazione di (ii). Sia k =1,2,..., vale allora che

0

Dfu, = 2 (in)* (1 - ™) e,

da cui segue che
D3| oo (ry < len] In[*~2 = O(In[*"),
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e quindi la serie delle derivate D¥u,, converge totalmente su R per k = 1,2. Questo dimostra
che la funzione u & di classe C? nella variabile z.
Analogamente, per h = 1,2,..., vale che

Cn 2h _—n?t inz

Dfunz—ﬁn e e,

da cui segue che
IDfunllpe(ry < lenl [n]*"=2 = O(In[*"~1),
e quindi la serie delle derivate D}u,, converge totalmente su R per k = 1. Questo dimostra che
la funzione u & di classe C! nella variabile .
La dimostrazione di (iii) ¢ completamente standard e la ometto.

Si puo inoltre dimostrare che u ¢ di classe C* su (0,400) x R. Questa dimostrazione & pit
delicata perché non si riesce a ottenere una buona stima per la norma di DFu,,, neanche su
(6, +00) x R. Un modo per aggirare il problema & scrivere u in forma leggermente diversa, vale
a dire

0 0
u(t,z) ==t + Z % eine _ Z % o2t gine (3)
n#0 n n#0 "
—_———
w(z)

Procedendo come per la soluzione dell’equazione del calore si dimostra che la seconda serie
converge ad una funzione di classe C*° su (0, +00) X R. Per concludere mi basta quindi far
vedere che la prima serie definisce una funzione w di classe C* su [—m,7].

Si verifica facilmente che la serie converge totalmente su R e lo stesso vale per la serie delle
derivate prime e per la serie delle derivate seconde. Questo implica che w & una funzione su R
di classe C? (e 2m-periodica). Inoltre, derivando due volte w si ottiene

o 0 _inx _ 0
w=— E cpe™t =cyg—v
n#0
e siccome v ¢ di classe C° su [—, 7], lo stesso vale per ¢} — v, e quindi anche per w.

OSSERVAZIONI. La funzione w definita in (3) ¢ solo di classe C? su tutto R, e non di classe

C®°. La ragione & che I'equazione i = ¢ — v vale a patto di considerare come v la funzione

definita da v(x) = €2® + e72% su [—m, 7], ed estesa per periodicitd a tutto R. Tale funzione &
solo continua su R (nei punti della forma x = (1 4+ 2k)7 la derivata & discontinua), e quindi w
¢ solo di classe C?.

Dimostrare i seguenti enunciati, dove L? = LP(R; C) e Cy = Cp(R; C):

a)seu € L' e € L? allorau € L? [suggerimento: approssimare u con uxosp dove p € L'NL?%);
b) llall2 = V2 [|ul|2 per ogniu € L'; !

c) la Trasformata di Fourier & iniettiva su L' U L?;

d) & possibile definire la Trasformata di Fourier da L' + L? a Cy + L2, ed ¢ iniettiva.

SOLUZIONE. a) Prendo

1
— Ze~l=l
p(x) : ¢
in particolare p appartiene a LP per ogni p > 1 e ha integrale 1, inoltre
~ 1 _ 1
p(y) - 1 +y2 € 05p(y) - 1+52y2 .

Per ogni § > 0 pongo
Ug = U* T5P .

Siccome u € L' e p € L?, ho che us € L? e quindi

Ve [|usllz = [[us])2 - (4)

I Identita dimostrata a lezione solo per u € L' N L?
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Siccome u, p € L', usando la formula per la trasformata del prodotto di convoluzione di funzioni
in L' ottengo

_ - _ . 1
us(y) = u(y) - osply) = u(y) - 11 02y2
quindi |us(y)| < |u(y)|, da cui segue che
@52 < a2 - (5)

Mettendo insieme (4) e (5) ottengo
V2 [[uslle < a2 - (6)

Infine uso il fatto che us converge a u in L' (ricordo che p ha integrale 1) insieme I’enunciato
b) dell’esercizio 6 e alla disuguaglianza (6), e ottengo

u 1m inr ||u, u
2 > 500 62 > 5 2,
da cul segue Che ||UH2 é ﬁnita.

b) L’identitd in questione & stata dimostrata a lezione per u € L' N L?, e devo dimostrarla per
u € L'\ L?. In tal caso ||u||2 = +oc e quindi [|i]|2 = +oo per via del punto a).

Nel resto dell’esercizio indico per chiarezza con .%; la TdF su L' e con %, la TdF su L2. B
stato visto a lezione .#; = %, su L' N L2, che % & iniettiva su L', e che .%, & iniettiva su L.

c) Siccome so gia che .#; ed .Z, sono iniettive, mi basta dimostrare che date u; € L' e
uy € L? tali che #(u1) = Fa(ug) allora u; = ug. Per farlo osservo che .71 (u1) = Fa(usg)
appartiene a L? perché us appartiene a L2, quindi u; appartiene a L? per via del punto a) e
F1(u1) = Fo(ur) = Fa(uz), e quindi u; = uy per via dell’iniettivita di .7, su L2
d) Scrivo ogni u € L'+ L? come u = uy + ug con u; € L' e uy € L? e definisco la TdF di u
come

f(u) = 91(111) + yg(’dg) .
Per prima cosa devo far vedere che questa definizione € ben posta, cioe che data un’altra
rappresentazione u = v, + vg con v; € L' e vy € L? allora

F1(u1) + Fa(uz) = Fr(v1) + Fa(va) (7)

In effetti le uguaglianze u = u; 4+ us = v1 + v9 implicano che le funzioni u; — vy e v9 — ug sono
uguali e appartengono sia a L' che a L?. Pertanto .Zi(u; — v1) = Fa(va — uz), da cui segue
la (7) (per linearita).

Siccome L + L? & uno spazio vettoriale ed .7 ¢ lineare (cosa che non verifico), per dimostrare
che .7 ¢ iniettiva mi basta far vedere che % (u) = 0 implica u = 0. Scrivendo u = uj + us come
sopra, ho che

F)=0 = Fi(u) + Falus) =0 = Fi(uy) = Fo(—us),

e siccome la TdF ¢ iniettiva su L' U L? (punto c¢)) ne deduco che u; = —uz, ovvero u = 0.

OSSERVAZIONI. Per scrivere in maniera precisa gli enunciati dei punti ¢) e d) e le relative
dimostrazioni si dovrebbe prestare attenzione al fatto che la TdF di una funzione in L? & una
funzione in L2, e quindi & definita solo a meno di insiemi di misura nulla (mentre la TdF di una
funzione in L' & una funzione continua definita in ogni punto). Questo implica in particolare
che diverse identita di funzioni scritte sopra (per esempio la (7)) vanno intese come valide g.o.,
cosa che ho omesso volutamente di specificare.
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Calcolare la serie di Fourier complessa di f(x) := 16 cos?z sin’z.

SoLuzIONE. Esprimendo cosz e sinz in termini di e e e~ ottengo
et e e —eT
x) =16
- ()
= _((eiw + e‘”’)(e”’ . e—m))2 _ _(eQia: . e—Qix)2 — 9 _ hiz _ iz

Chiaramente 'ultimo termine coincide con la rappresentazione di f in serie di Fourier.
Dato a > 0, calcolare la Trasformata di Fourier della funzione indicatrice u := 1[_4 4]

SOLUZIONE. Si tratta di un calcolo diretto:
—izy |@ eiay _ e—z’ay 2

= , = —sin(ay) .
_a 1y Yy

(&

a .
u(y) ::/ e "Wdr =

—a

Al solito, siano by, (u) i coefficienti della serie in seni di una funzione w : [0, 7] — R.
a) Esprimere b, (i) in funzione di b, (u) ed a quando u ¢ di classe C? e u(0) = u(r) = a.

b) Calcolare b, (u) per u(z) := z(r — x).

SOLUZIONE. a) Parto dall’espressione di b, (i) come integrale e integro per parti due volte:

by (i) := 2 /Oﬂil(x) sin(nz) dz

™
T

4(x) sin(nx)

2 ™
— + —n/ i(x) cos(nz) dx
o TJo

2 2n?
il u(z) cos(nx) -
™ ™

/0 "u(a) sin(ng) dz

B —n2 by, (u) per n pari,
B —2an —n?b,(u) per n dispari.

+
0

b) In questo caso u(0) = u(w) = 0, e la formula ottenuta al punto a) diventa b, (i) = —n? by, (u);
usando che i = —2, ottengo quindi
1 . 4 T, 0 per n pari,
bn(u) = ——=by(ii) = —5 [ sin(nz)dr =
n(t) n? () ™2 J, (nz) {ﬂis per n dispari.

Sia u : R? — R? una mappa “conforme”, cioé una mappa di classe C'! tale che per ogni € R?

I'applicazione lineare d,u coincide a meno di una costante a(z) con un’isometria (da R? in R9).
. . - Ou ou .
a) Dimostrare che i vettori 57t (z) e 57- () sono ortogonali e hanno lunghezza [a(x)|.

b) Esprimere lo Jacobiano Ju(z) in termini di a(x).

SOLUZIONE. a) Ricordo che la derivata parziale i-esima ¢ data da

ou

5o () = dyue;

dove e; ¢ li-esime vettore della base canonica di R?. Scrivendo ora d,u = a(z) I(z) dove I(x)
& un’isometria (ovvero un’applicazione lineare che conserva il prodotto scalare) ottengo

(B (0)5 22 (0)) = (duess dyuey)
= (a(@)*(1(@) e35 (@) ) = (alw))fes €5) = (ale))* 6

Da questa formula deduco immediatamente la tesi.
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Dimostrare che la funzione f(x) :=

b) 1l gradiente di u & la matrice Vu = ((%,‘1; %‘2),1 dove le derivate parziali sono viste come

vettori colonna. Pertanto, tenendo conto di quanto dimostrato al punto a),

du \t Ou  du  du  Ou
VtuVu _ (Biwl) (aiu . ﬂ) _ Oox1 Oz Oz,  Oxa _ a? 0
(@)t Oy 7 dxz Ou , du  Ou  Ou 0 a?)’
O Oxo oxq Oxo Oxo

e quindi

Ju = \/det(ViuVu) = a*.

sin x
————— appartiene a LP?(R) se e solo se p > 1.
Tlog(e 1 [ PP (R) P
SoLuzIoNE. Comincio dimostrando che f € LP(R) per p > 1.

Osservo innanzitutto che la funzione f(x) puo essere estesa ad una funzione continua su tutto

R ponendo f(0) := 1. Quindi
—+oo —+oo —+oo 1
1l =2 [ f@P e~ [ lf@pdss [ de.
0 1 .y

(Tl primo passaggio segue dal fatto che f & pari, nel secondo ho usato che Pintegrale & improprio
solo a 400, nel terzo che | f(x)| < 1/aP, cosa che segue dalle stime |sinz| < 1 e log(e+|z|) > 1.)
Per concludere mi basta osservare che I'ultimo integrale e finito per p > 1.

Dimostro ora che f non appartiene a L'(R). Per ogni n = 1,2, ... considero I'intervallo
I, = [nﬂ'— %’T, nmw — %]

ed osservo che

+o0 iy 1
TS oy NUETEEES oy Je et

>§§ 1 X1 N/*“ dv
Bt 6nlog(e + mn) Nn:2nlogn ~ )y xlogz

(Nel primo passaggio ho usato che gli intervalli I,, sono disgiunti; nel secondo ho usato che
|sinz| > % su ogni I,; nel terzo ho usato che l'intervallo I,, ha lunghezza % e per ogni z € I,
vale z < nm e quindi zlog(e + z) < nwlog(e + nn); il quarto passaggio segue dal criterio del
confronto asintotico per le serie a termini positivi, e il quinto dal criterio del confronto di serie
e integrali).

@ Consideriamo il problema (P) dato dall’equazione u; = g, + (7 — ) sull’intervallo spaziale

[0, ], dalle condizioni al bordo u(-,0) = u(-,7) = 0, e dalla condizione iniziale u(0,-) = 0.
Discutere 'esistenza e la regolarita della soluzione.

SOLUZIONE. Scrivo 'incognita w in serie di seni rispetto alla variabile x:

+oo
u(t,z) = Z by (t) sin(nzx).

Usando le conduzioni al bordo di (P), la formula b, (3) = —n? b, (v), e i coefficienti della serie
in seni della funzione x(m — x) calcolati nell’esercizio 3, ottengo che se u risolve (P) allora b,
risolve il problema di Cauchy

y=-ny

y(0) =0

Da questo segue che

LR 2 8
{y——”y+mﬁ

by (t)

per n pari.

per n dispari;
{M@O

8
nb

(1— e‘"zt) per n dispari,

Sy

per n pari.

I Per semplificare la notazione ometto di esplicitare la dipendenza da .
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Da questa formula segue immediatamente che la soluzione u non & definita per alcun t < 0.
Infatti per ¢ < 01 coefficienti by, (t) di u(¢, ) non tendono a 0 per n — 400, come invece succede
per ogni funzione in L?(0, ), e a maggior ragione per ogni funzione di classe C? su [0, 7).

Dalla (1) segue che la soluzione di (P) ¢ data da
8 1 2
u(t,z) = — Z — (1 —e ™" sin(nx) . (2)
Un (t, )

Per la precisione dimostro ora il seguente enunciato: La funzione u in (2) é ben definita su
R :=[0,+00) x R, continua, di classe C* nella variabile t e di classe C* in x, e risolve (P).

Usando la stima )
[unllLo(r) < 5
ottengo che la serie in (2) converge totalmente su R, e quindi u & ben definita e continua su R.

Dato h =1,2,... vale che

Dlu,, = sin(nx) ;

pertanto ho la stima

1
||D?un||L°°(R) S 77,572}1 ’

da questa segue che la serie delle derivate DP'u, converge totalmente su R per h = 1, e di
conseguenza u & di classe C'! in ¢.

Dato k =1,2,... vale che
1 .2
Dlxcun = W(l —e " t)gn(nx)
dove g, (t) = £sint oppure + cost, e pertanto ho la stima

1
h .
| D un Lo (ry < —— 3
n
da questa segue che la serie delle derivate DFu, converge totalmente su R per k < 3, e di
conseguenza u ¢ di classe C? in x.

La dimostrazione del fatto che u risolve (P) & completamente standard e la ometto.

Dimostro infine che la soluzione u & di classe C*° per t > 0.

Questa affermazione non la posso dimostrare procedendo come sopra, perché per k > 3 la serie
delle derivate D¥u,, non converge totalmente su alcun sottoinsieme di R (con parte interna non
vuota).

Riscrivendo pero la formula (2) come

8 8 1 2
u(t,x) = Z — sin(nx) —= —(1—e™™") sin(nx), (3)
n=135,.."" T =135, "
v(z) w(t, )

posso dimostrare che:

e v(z) = 4 (2* — 2m2® + 73z) e in particolare v & una funzione di classe C*° su [0, ];

e w & una funzione di classe C* su (0, +0c0) x R.

Per quanto riguarda il primo punto, osservo che i coefficienti di v soddisfano la relazione
n?b,(v) = by(z(m — 7)), e quindi v & l'unica funzione che soddisfa i(z) = —z(r — x) e
v(0) = v(m) = 0, vale a dire v(z) = 15(z* — 2723 + 732).

Per quanto riguarda il secondo punto, si procede come visto a lezione: si dimostra che la serie
che definisce w converge totalmente su Rs := (0, +00] x R per ogni § > 0, e che lo stesso vale
per la serie delle derivate di qualunque ordine. Quindi w & una funzione di classe C*° su R, e
di conseguenza anche sull’unione di tutti gli Ry, vale a dire (0,4o00) x R.

OSsSERVAZIONI. Un modo piu veloce ed elegante di risolvere 1’esercizio
(3)) e il seguente: si scrive 'incognita u come u = v+ w dove v(z) =

ggerlto dalla formula

(su
L@t —2m2d + mz) e w
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e la nuova incognita.

Facendo i calcoli si vede che w risolve il problema (P’) dato dall’equazione del calore wy = wy,
con le condizioni al bordo w(+,0) = w(-,7) = 0 e la condizione iniziale w(0, -) = —v(z). A questo
¢ chiaro che la regolarita della soluzione e quella della soluzione dell’equazione del calore. . .

Sia p : R — (0, +00) una funzione continua, e per ogni u € L' := L}(R;C) sia

D(u) := (/R la)|*p(y) dy)l/z;

sia inoltre X := {u € L': ®(u) < +oo}.
a) Dimostrare che ® ¢ una norma su X indotta da un prodotto scalare complesso.
b) Dimostrare che ®(u * v) < ®(u) - ||v||; per ogni u € X, v € L'.

c) Sia k = 0,1,...; trovare delle condizioni sul comportamento asintotico di p a oo che
implicano che X contiene tutte le funzioni di classe C* con supporto compatto.

d) Cosa si puo dire sulla completezza di ®?

SOLUZIONE. a) Dico che la norma ® ¢ derivata dal prodotto scalare

Muriua) i= [ @ pdy = (V5T VBT
R

dove (-; -) & il prodotto hermitiano standard in L?(R;C).
Per dimostrare questo enunciato devo verificare quanto segue:
(i) A(uq;uz) @ be definito per ogni uy, us in X;
(ii) A(u1;ug) @ lineare in uy e A(ug;uy) = Aluy; up);
(iii) A & definita positiva.
Per quanto riguarda (i), osservo che dato u € X allora u € L e in particolare % ¢ una funzione
continua ben definita; inoltre la norma

P(u) = [lVpull2 (4)

¢ finita, e quindi \/pu € L?. Da questa osservazione segue che, dati u,,us € X, allora Vpur e
/P Uz sono funzioni ben definite e in L2, e quindi il loro prodotto scalare & ben definito.

Per dimostrare (ii) mi basta osservare che applicazione da X in L? data da u — /pu ¢ lineare
(in senso complesso), cosa che segue dalla linearita della trasformata di Fourier e dalla linearita
del prodotto per una funzione assegnata p.

Per quanto riguarda (iii), il fatto che A(u,u) > 0 segue dall’analoga proprieta di (- ; -); inoltre se
A(u,u) = 0 allora (\/pu; \/pu) = 0, da cui segue che \/p% = 0 q.0., e quindi anche u = 0 q.o.
(ricordo che p > 0 ovunque per ipotesi), e allora u = 0 q.o. per I'iniettivita della TdF su L.

b) Si tratta di un semplice calcolo:
2 —~ ~ —~ ~ 2
(B(ux))* = / 912 @ dy < 1012 / A pdy < [[o]]2 (B(u))?.

(Nel primo passaggio ho usato che la nota formula w*©v = @v, nel secondo ho usato la
disuguaglianza di Holder, nel terzo la disuguaglianza ||0]|oc < ||v||1.)

¢) Dico che se p(y) = O(|y|?*) per y — oo allora X contiene ogni funzione u : R — C di classe
C* e con supporto compatto.

L’osservazione chiave & questa: per quanto visto a lezione, D*u € L' e D*u = (iy)*¥ 4. Inoltre

vale anche D*u € L2, e quindi, per I'identita di Plancherel, D*u = (iy)*u € L?, ovvero

/R )2l P* dy < +oo.

Per il teorema del confronto asintotico per integrali impropri ottengo quindi

B(u) = / [@w)I? ply) dy < +oo.
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d) La norma & non ¢ mai completa. Prendo per esempio la funzione v = 1;_; ;) ed una
successione di funzioni pari v, di classe C! con supporto in [~2,2] convergono a v in L2, e

pongo
1 __
Up = %’UTL .

Voglio dimostrare che le funzioni u,, appartengono a X e formano una successione di Cauchy
rispetto alla norma ®, che perd non converge ad alcuna u € X.

Osservo innanzitutto che le funzioni v, sono di classe C' e a supporto compatto, e per quanto
visto a lezione le trasformate (e quindi anche le funzioni u,,) appartengono a L!. Allora vale
il teorema di inversione, e ricordando che per le funzioni pari trasformata e anti-trasformata
coincidono, ottengo che

ﬂ; = Un
ed in particolare le funzioni #,, convergono a v in L?2.
Trattandosi inoltre di funzioni con supporto in [—2,2] e che su questo intervallo p ¢ limitata
(in quanto continua), ottengo che le funzioni \/pu, convergono a \/pv in L2. In particolare le
funzioni \/pu,, formano una successione di Cauchy rispetto alla norma L?, e di conseguenza,
ricordando la formula (4), le funzioni w,, formano una successione di Cauchy rispetto alla nor-
ma P.
Infine, se u, convergesse ad una qualche v € X rispetto alla norma @, allora ,/p, converge-
rebbe a \/p@ in L?, e dunque \/pu = \/pv q.0., ovvero & = v q.0., ma questo & assurdo perché
U ¢ continua, mentre v = 1/_1,1) non coincide q.o. con alcuna funzione continua.

Sia LP := LP(R;C) e Cp := Co(R;C). Dimostrare che la Trasformata di Fourier .# : L' — Cp
non e surgettiva completando la seguente traccia di dimostrazione: supponendo per assurdo
che lo sia, allora esiste ¢ € L! tale che

log(e + [yl) ’
posto u := 1_y y], dimostrare che p*u € L?\ L', e poi che o xu € Cy \ F (L').
[Se serve si puo dare per acquisito che la TdF & iniettiva su L' U L?]

~

?(y)

SOLUZIONE. Siccome ¢ e u appartengono a L', ho che

5T = Ga 2siny

TR Ylog(lel+ )
e quindi @ * u appartiene a L? \ L' per quanto dimostrato nell’esercizio 5.
Ma allora, per I’ unicita della TdF su L? U L}, la trasformata @ * u appartiene a L2\ .Z (L), e
siccome questa trasformata coincide con ¢ *u a meno di un fattore 27 e di un cambio di segno
nella variabile, anche ¢ * u appartiene a L? \ % (L!).
Resta da dimostrare che ¢ * u appartiene a Cy. Siccome v € L' e ¢ € L™, per il teorema di
Young sulla convoluzione so che ¢ * u € continua e limitata. Inoltre

lim ¢*xu(z)= lim u(y) ez —y)dy =0
R

r—+oo z—+o0

per il teorema di convergenza dominata (ometto i dettagli).



