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Avvertenze. Gli scritti d’esame per il corso di Analisi 3 consistono di otto domande a cui dare
una risposta articolata. Di queste, le prime quattro sono solitamente piti semplici, nel senso che a
possono essere facilmente ricondotte a fatti e/o calcoli noti. Il tempo a disposizione ¢ di tre ore.

La prima sezione di questa raccolta contiene i testi di tutti gli scritti, incluse le prove in itinere,
mentre la seconda parte contiene una traccia delle soluzioni.

Programma del corso [versione: 23 dicembre 2018]. Sono riportati in corsivo gli argomenti
non fondamentali.

1. TEORIA DELLINTEGRAZIONE

1.1. Misure o-additive su o-algebre. Esempio fundamentale: la misura di Lebesgue e la o-algebra
degli insiemi misurabili secondo Lebesgue su R%. Altro esempio: la misura che conta i punti.

1.2. Funzioni misurabili (rispetto ad una data o-algebra). Proprieta delle funzioni misurabili.
Costruzione dell’integrale delle funzioni misurabile positive partendo delle funzioni semplici.
Integrale delle funzioni misurabili a segno variabile.

1.3. Teorema di convergenza monotona (o di Beppo Levi), lemma di Fatou, teorema di
convergenza dominata (o di Lebesgue). Teorema di Fubini- Tonelli.

2. SPAZI LP E CONVOLUZIONE
2.1. Disuguaglianze di Jensen, Holder e Minkowski.
2.2. Spazi LP. Completezza degli spazi LP.
2.3. Prodotto di convoluzione di funzioni su R? e disuguaglianze collegate alle norme LP. Rego-
larita del prodotto di convoluzione in funzione della regolarita dei fattori. Approssimazione
e regolarizzazione per convoluzione delle funzioni in LP(R?).

3. SpAz1 DI HILBERT

3.1. Spazi di Hilbert reali; basi di Hilbert (sistemi ortonormali massimali). Rappresentazione di
un elemento dello spazio in termini di una base.

3.2. Proiezione di un vettore su un sottospazio chiuso, e caratterizzazione in termini di distanza.
Rappresentazione di un funzionale lineare e continuo tramite prodotto scalare (Teorema di
Riesz).

3.3. Spazi di Hilbert sul campo complesso.

4. SERIE DI FOURIER ED APPLICAZIONI

4.1. Le funzioni esponenziali ¢™* (opportunamente rinormalizzate) formano una base di Hilbert
di L?(—n, 7). Serie di Fourier per le funzioni complesse in L?(—m, 7). Convergenza della
serie di Fourier in L?. Convergenza uniforme per le funzioni 27-periodiche di classe C*.
Regolarita delle funzione e comportamento asintotico dei coefficienti. Rappresentazione delle
somme parziali della serie di Fourier come convoluzione e ulteriori risultati sulla convergenza
puntuale della serie di Fourier.

4.2. Derivazione dell’equazione del calore e delle onde in una dimensione spaziale. Soluzione
dell’equazione del calore e delle onde con condizioni di periodicita agli estremi tramite la
serie di Fourier. Disuguaglianza isoperimetrica nel piano.

4.3. Varianti della serie di Fourier: rappresentazione in serie di seni e coseni per le funzioni reali
in L?(—m, ) (serie di Fourier reale); rappresentazione in serie di seni per le funzioni reali in
L?(0,7); rappresentazione in serie di esponanziali di due variabili per le funzioni complesse
in L?([—m,7]?) (serie di Fourier in d variabili).

4.4. Basi ortonormali e autovettori di operatori autoaggiunti.

5. TRASFORMATA DI FOURIER E APPLICAZIONI
5.1. Derivazione euristica della trasformata di Fourier a partire dalla serie di Fourier. Trasfor-
mata di Fourier delle funzioni (complesse) in L*(R). Proprieta elementari della trasformata
di Fourier.
5.2. Dimostrazione della formula di inversione. La trasformata di Fourier preserva il prodotto
scalare e la norma L?. Trasformata di Fourier delle funzioni in L?(R).



5.3.

Risoluzione dell’equazione del calore tramite trasformata di Fourier e rappresentazione della
soluzione tramite il nucleo del calore.

6. FUNZIONI ARMONICHE

6.1.

6.2.

Le funzioni armoniche come soluzioni dell’equazione di Laplace. Caratterizzazione in termini
di proprieta della media. Principio del massimo e unicita della soluzione dell’equazione di
Laplace con dato al bordo assegnato.

Funzioni armoniche e funzioni olomorfe. Risoluzione dell’equazione di Laplace nel disco
unitario tramite la serie di Fourier, rappresentazione della soluzione tramite nucleo di
Poisson.
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. Sia g : R — R una funzione limitata e a-Holderiana per un certo a € (0,1]. Dimostrare che
f * g & una funzione a-Hélderiana per ogni f € L'(R?).

. Dire per quali p > 1 la funzione f(x1,22) := (27 + 23)~1/10 appartiene a LP(Q) dove Q & il
quadrato [0, 1]? in R2.

. In L?(—1,1) consideriamo il sottospazio X generato dalle funzioni z, 2%, 23. Determinare le

proiezioni della funzione 1 su X e su X .

. a) Sia f : R — C una funzione 2m-periodica appartenente a L*(—m, ). Dato h € R, calcolare i
coefficienti di Fourier della traslazione f(x — h) in termini dei coefficienti ¢, di f.

b) Dato un intero N > 2, dimostrare che f 27/N-periodica se e solo se ¢, = 0 per ogni n che
non ¢ multiplo di N.!

. a) Dimostrare la seguente generalizzazione della disuguaglianza di Holder: date f1, fo funzioni
misurabili su £ insieme misurabile in R? e dati p, p1, p2 in [1,+0oc] tali che 1/p = 1/p; + 1/pa,
allora || f1f2llp < | f1llps I f2llps- [Suggerimento: ricondursi alla disuguaglianza di Holder.|

b) Sia la mappa T che ad ogni coppia di funzioni f1, fo su E associa la funzione prodotto fi fo.
Far vedere che T porta LP* x LP2 in LP.

c) Dire se la mappa T & iniettiva / surgettiva / continua.

. Consideriamo il problema (P) dato dall’equazione u; = cost - uy, con u = u(t,z) definita su
[0,T) x [—m, 7], le condizioni al bordo u(-, —7) = u(-,7) e uy(-,—7) = u,(-,7), e la condizione
iniziale u(0, -) = ug(+), dove ug & una funzione con coefficienti di Fourier 2.

Dimostrare che:

a) per ogni T > 0 esiste al pilt una soluzione;’
b) se >, |¢| < +o0 allora esiste una soluzione per T' = m;
¢) la soluzione al punto b) & di classe C* per ¢t > 0;

d) in generale se T' > 7 non esistono soluzioni, neanche assumendo che ug sia C'*.

. Dato p € [1,400), sia X Dinsieme delle successioni (z1,2,...) € P tali che |x,| < 1/n per
ogni n. Dimostrare che:

a) X & chiuso (in #P) per ogni p.
b) X & compatto per p > 1.

¢) X non ¢ compatto per p = 1.

. Sia f : R? — (0, +00) una funzione di classe C'! tale che il rapporto |V f|/f & limitato.
a) Far vedere che per ogni 0 > 0 esiste m tale che |y —z| <46 = f(y)/f(z) <m.

b) Dimostrare che Z f(n) < 400 se e solo se f(z)dx < 4o0.
nezd 1 Re
¢) Dire per quali a > 1 la serie Z ——— ¢ finita.

a
n€ezd 1+ |n|

L In questo contesto si dice che f & h-periodica se f(z) = f(z — h) per quasi ogni = € R.
2 Al solito si richiede che u sia continua, C? in x per t > 0, C! in ¢ per ¢t > 0.
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. Sia M una matrice d x d invertibile e sia u una funzione in L'(R?), e sia v la funzione su R?
definita da v(z) := u(Mx).
a) Dimostrare che v € L*(R?) ed scrivere ||v||; in termini di ||ul|;.

b) Scrivere la trasformata di Fourier ¢ in termini di .

1

. Calcolare la trasformata di Fourier della funzione u(z) := ————.
z2+2x+5

. Sia ugp(x) := 162323 per ogni x = (z1,72) € R% Risolvere 'equazione Au = 0 sul disco D di
centro 0 e raggio 1 con la condizione al bordo u = ug su 0D.

. Sia © un aperto limitato in R% con bordo regolare e sia X il sottospazio di L?(£2) composto
dalle funzioni u : © — R di classe C? con supporto compatto.

a) Dimostrare che 'operatore T : X — L?(Q) definito da T : u — Au & autoaggiunto.
b) Cosa si pud dire sulla segnatura di 77

c¢) Cosa succede se invece X & il sottospazio delle funzioni che sono restrizioni di funzioni di
classe C? definite su tutto R%?

. a) Data m : R — C funzione misurabile limitata, dimostrare che esiste uno (ed un solo)
operatore lineare T’ da L2 (R) in sé tale che Tu = m @ per ogni u € LZ(R).

b) Dire per quali m l'operatore T' & autoaggiunto, e per quali ¢ anche definito positivo.

. Sia u : R — C una funzione di classe C" tale che u € Lé eueE L<2c-
a) Dimostrare che @ = iy i.
b) Dimostrare che @ € L.

. Consideriamo il problema (P) dato dall’equazione u; = w4, sull’intervallo spaziale [0, 7] con le
condizioni al bordo u(-,0) = u(-,7) = 0 e la condizione iniziale u(0, ) = 8 cos’z sinx.

a) Trovare una soluzione di (P).

b) Dimostrare che la soluzione di (P) ¢ unica.

¢) Dimostrare che 'unicita viene meno se si rimuove la condizione al bordo u(-,7) = 0.

. a) Sia Q un aperto in R? con 952 # @, e per ogni = € Q sia d(x) la distanza di z da 0.

a) Dimostrare che esiste una costante C che dipende solo da d tale che per ogni u funzione
armonica su {2 vale o

|Vu(z)| < @Huﬂm per ogni x € Q;

b) Dimostrare che ogni funzione armonica u su R? tale che u(x) = o(|z|) per |x| — oo & costante.

c) Trovare una stima per |V*u(z)| analoga a quella nel punto a).

d) Dimostrare che ogni funzione armonica u su R? tale che u(x) = o(|z|¥) per |z| — co & un
polinomio con grado minore di k.
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. Sia X il sottospazio delle funzioni u in L%([0, 2]) tali che u(z) = 0 per q.o. z € [0, 1]. Determinare
X1 e le proiezioni ortogonali di una generica u € L2([0,2]) su X e su X+.

. Calcolare la trasformata di Fourier della funzione u(x) := ze~ 7.

. Detto X lo spazio delle funzioni f : [0,1] — R limitate e misurabili, dotato della norma L',
consideriamo 'applicazione T : X x X — R data da T(f1, f2) = fol fifodx.
a) Dimostrare che T ¢ ben definita e separatamente continua in ciascuna variabile.

b) Dimostrare che T non & continua.

. a) Trovare una funzione v su R? tale che Av(z) = 4.

b) Risolvere I'equazione Au(x) = 4 sul disco D di centro 0 e raggio 1 in R2, con la condizione
al bordo u(e) = |t| per —w <t < 7.

. a) Scrivere la funzione ug(z) := 2 — 16 cos?z sin’z in serie di Fourier.

b) Risolvere il problema (P) dato dall’equazione alle derivate parziali uy + 4u; = g, sull’inter-
vallo spaziale [—m, 7] con le condizioni di periodicita u(t, —7) = u(t, 7) e uy(t, —7) = uy (¢, ),
e le condizioni iniziali u(0,-) = ug € u(0,-) = 0.

¢) Dire per quali dati iniziali ug la soluzione di (P) esiste per ogni ¢ > 0, e per quali tende
uniformemente a 0 per ¢t — +oc.

. Fissato a > 0 consideriamo la funzione f, : R — R definita da f,(z) :=1/|z|* se —-1 <z <1le
x #0, e fo(x) := 0 altrimenti.

a) Dire per quali p € [1,00) si ha che f, € LP(R).

b) Dire per quali a la funzione f, * f, € continua e limitata. (Notare che siccome f, € positiva,
fa * fa & ben definita per ogni x € R, e ha valori in [0, +00].)

. Dato E insieme misurabile in R™ e 1 < p; < pa < +o00, per ogni funzione misurabile v su F
poniamo

ullx = inf {[Jurllp, + luallp,: u=u1 +uz},
ed indichiamo con X = X (F,p1,p2) lo spazio delle u tali che ||u|lx < +o0. Nel caso ps < 400
consideriamo inoltre la funzione ¢ : R — R data da g(t) := [¢|"* A |¢[P2 dove a A b := min{a, b}.
Dimostrare quanto segue (supponendo ps < +0o tranne che per a)):

a) || - ||x € una norma su X (avendo identificato le funzioni che coincidono q.0.);
b) esiste una costante C' tale che g(t; + t2) < C(|t1]P* + |t2|P2) per ogni t1,t2 € R;
¢) u € X seesolose [,g(u(x))de < +oo;

d) se |E| < oo allora X = L' e la una norma || - || x equivale alla norma || - ||,,;

e) lo spazio X con la norma | - || x & completo.

. a) Far vedere che ¢ possibile definire la Trasformata di Fourier come applicazione lineare e
continua da X := X (R, 1,2) in X’ := X (R, 2,00) che coincide con le definizioni gia viste su L*
esu L2,

b) Dire per quali a > 0 si ha che u(z) := |z|7* € X(R, 1,2).

c) Per gli a come sopra, dimostrare che 4(y) = b|ly|~¢ per opportuni b, c.
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. Dire per quali p > 1 e a > 0 la funzione f(x1,x2) := % appartiene a LP(Q) dove @ ¢ il
quadrato @ := (0,1)2. T+ T

1

. Calcolare la serie di Fourier di f(x) := 5 i
—e

. Sia u : RY — C? una funzione di classe C! tale che u e Vu appartengono a L'(R?). Esprimere
le trasformate di Fourier di Vu e divu in funzione della trasformata di u.!

. Sia X linsieme delle funzioni u in C$°(R) con integrale 0.
a) Dimostrare che la chiusura di X in L'(R) ¢ il sottospazio Y delle funzioni con integrale 0.
b) Qual ¢ la chiusura di X in L?(R)?

. Consideriamo il problema (P) dato dall’equazione u; = uy, sull’'intervallo spaziale [0, 7] con le
condizioni al bordo u(t,0) = 0 e u(t,7) = 7t* e la condizione iniziale u(0,z) = 0.

a) Discutere l'unicita della soluzione.

b) Discutere esistenza della soluzione.

. Consideriamo lo spazio di Hilbert complesso L? = LZ([0, n]), il sottospazio X delle funzioni
u: [0,7] — C di classe C* tali che u(0) = u(n), e I'operatore T : X — L? dato da T : u +> it.

a) Dimostrare che T ¢ autoaggiunto.
b) Discutere la segnatura di 7T'.

¢) Trovare una base di Hilbert di L? composta di autovettori di 7.

. Fissata una funzione pari g € L'(R) considero la forma quadratica F su L?(R) data da

F(u):= /]R2 g(h)u(z — h)u(z) dx dh.

a) Dimostrare che F(u) & ben definita per ogni v € L?(R);
b) Scrivere F(u) in funzione della trasformata di Fourier di u;

c¢) Trovare ipotesi su g che garantiscono che F' & definita positiva.

. In R? sia D la corona circolare (chiusa) con centro I'origine, raggio interno 1 e raggio esterno 2,
e siano S7 ed Ss le circonferenze con centro 'origine e raggi 1 e 2 rispettivamente, vale a dire
le due componenti connesse di 9D. Date u; e ug funzioni di classe C' definite su S; e S
rispettivamente, trovare la funzione continua u : D — R tale che u = u; su S1, u = ug su Ss, e
u € armonica all’interno di D.

L Per le funzioni a valori vettori o matrici la trasformata di Fourier viene calcolata componente per componente.
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in(2
1. Calcolare la trasformata di Fourier di u(z) := Sirii?
x

2. Tra tutti i polinomi p di grado minore o uguale a due trovare quello che minimizza la distanza
dalla funzione sinz in L?(—m, 7).

2

3. Sia Q linsieme del punti (z,y) tali che z > 0 e 0 < y < z*. Dire per quali p € [1,+00) la

funzione f(z,y) := 1/4/x2 + y? appartiene a LP(92).
4. Dire per quali a # 0 la funzione f : R?\ {0} — R definita da f(z) := |z|* & armonica.

5. Sia u : R — C una funzione tale che z*u € L' per ogni k = 0,1,2,... Dimostrare che la TdF
@ ¢ una funzione di classe C* e calcolarne la serie di Taylor (formale) in 0.

6. Consideriamo il problema (P) dato dall’equazione u; = 4t3u,,, dalle condizioni al bordo
u(+,0) = u(-,7) = 0 e dalla la condizione iniziale u(0,-) = uo.
a) Dimostrare che (P) ammette al pitt una soluzione su [0,T) x [0, 7] per ogni T' > 0.
b) Dire sotto quali ipotesi (su ug) (P) ammette una soluzione, e discuterne le regolarita.

c¢) Cosa si puo dire sulla risolubilita nel passato di (P)?

7. Dimostrare la seguente variante del teorema di convergenza dominata: sia E un insieme misu-
rabile in R? e siano u,, : E — R e v, : E — [0, +00) due successioni di funzioni misurabili tali
che u,, converge q.0. a u, v, converge a v in L*(E), e |u,| < v, q.0. per ogni n; allora

lim und:v:/udw.

8. Sia I :=[0,1], sia f : R — R una funzione continua, e sia T' 'operatore che ad ogni funzione
misurabile u : I — R associa la funzione composta f o u. Dimostrare quanto segue:

a) Se f(t) = O(|t|) per t — +oo allora T porta LP(I) in sé per ogni p € [1,+00).
b) Se f & Lipschitziana allora T porta LP(I) in sé ed ¢ Lipschitziana.
¢) Se non vale l'ipotesi al punto a) allora T' non porta L?(I) in sé per alcun p € [1,+00).

d) Se vale l'ipotesi al punto a) allora T': LP(I) — LP(I) & continua.

1Al solito, per soluzione intendo una funzione u continua che sia anche di classe C1 int e C2 in  per t > 0, e
che risolve I’equazione per ¢ > 0.
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. Data f : [-m, 7] — C di classe C!, scrivere i coefficienti di Fourier (complessi) di f’ in funzione

di quelli di f e del numero m(f) := f(w) — f(—mn).

72

Calcolare la Trasformata di Fourier della funzione u(x) := R
x

. Detto D il disco chiuso (in C) con raggio 1 e centro nell’origine, trovare la funzione v : D — R

continua e armonica all’interno di D che soddisfa la condizione al bordo u(e’) = t2.

. Sia I :=[0,1] e sia X il sottospazio di L*(I) dato dalle funzioni u : I — R di classe C? tali che

u(1) = 0. Data a : I — R funzione di classe C!, consideriamo I'operatore T': X — L?(I) dato
da Tu := (au)’.

a) Dire per quali funzioni a l'operatore T' ¢ autoaggiunto.

b) Tra le funzioni a del punto a), dire per quali T & semi-definito positivo.

¢) Tra le funzioni a del punto a), dire per quali T' & definito positivo.

Sia f : R? — R una funzione misurabile, siano Ei, Es, ... una successione di insiemi misurabili
contenuti in R? e a due a due disgiunti, e sia E 'unione di questi insiemi. Dimostrare che

I'uguaglianza
Z(/ fdx)—/fdx
E, E

n=1

vale nei seguenti casi: a) f > 0; b) f € L'(E); ¢) f ¢ integrabile su E.

Data una funzione ug : R — C di classe C® e 2m-periodica, consideriamo il problema

Ut = Ugy + 3u
u(" _W) = u('aﬂ—) ) uw('v _7T) = uz('aﬂ—) (*)
uw(0,-) = uo(-), ut(0,-) =0

a) Risolvere il problema (%) per ug(z) := cos(x).

b) Dire per quali ug la soluzione del problema () & definita su tutto R x [—m, 7] ed & limitata.

a) Usando la trasformata di Fourier, trovare una funzione u € L!(R) che risolve I'equazione
1

REpt

b) Quante soluzioni u in L'(R) ammette di quest’equazione?

¢) E quante in L?(R)?

Uu*xu

Sia f : R?® — R la funzione data f(z) := 1/|z| per z # 0 (e f(0) := 0), sia u una funzione in
L'(R3) e sia A un aperto in R3 tale che u = 0 q.o. su 4; sia infine B := B(0,1) la palla chiusa
con centro l'origine e raggio 1.

a) Dire per quali p la funzione f appartiene agli spazi LP(R?), LP(B), L?(R?\ B).

b) Dimostrare che il prodotto di convoluzione u * f(x) & ben definito per quasi ogni x € R3.
¢) Dimostrare che u * f(x) & ben definito e finito per ogni « € A, e che u * f & continua su A.

d) Dimostrare che u % f & armonica su A.
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. a) Dato u € L*(R), sia v(z) := u(—x); esprimere ¥ in termini di .

b) Caratterizzare le funzioni u € L*(R) tali che @ ¢ una funzione dispari a valori reali.

. a) Scrivere la serie di Fourier della funzione ug(z) := 4sin®z.

b) Scrivere ug come combinazione lineare delle funzioni sin(nz) con n =1,2,....

. Sia u una funzione misurabile su R che ¢ limitata sugli insiemi limitati (ma non necessariamente
limitata su tutto R) e sia v una funzione in L!(R) con supporto compatto. Dimostrare che:

a) u* v(z) & ben definito per ogni x € R;
b) la funzione u * v & continua,

c) se u(z) = O(|z|*) per x — 400 per qualche a € R allora u x v(z) = O(|z|*) per x — +oo.

. Sia E l'insieme dei punti (x,y) € R? tali che y%(1 + 28) < 2. Dire per qualia >0ep>1la
funzione f(z) := (1 + 2% + y?)® appartiene a LP(E).

. Trovare una soluzione u = u(t, x) definita su [0, +00) x [0, 7] del problema (P) dato dall’equa-
zione differenziale u; = gy, + 3t%u, le condizioni al bordo u(-,0) = u(-,7) = 0 e la condizione
iniziale u(0,-) = uo(+), dove ug ¢ la funzione definita nell’esercizio 2.

. a) Data una funzione armonica u su R? ed un aperto limitato A in R¢ con frontiera di classe
C', dimostrare che il flusso di Vu uscente da 9A & zero.

b) Far vedere con un esempio che quanto affermato al punto a) non vale se si suppone che u
sia una funzione armonica su R? \ {z¢} con zy € A.

c¢) Nel contesto del punto b), far vedere che il flusso di Vu uscente da A non dipende da A.

. Sia u una funzione radiale di classe C? su R?\ {0} con d > 2, vale a dire una funzione della
forma u(z) := v(|x|) con v funzione di classe C? su (0, +00).

a) Scrivere Vu e Au in funzione di v.

b) Trovare tutte le funzioni armoniche radiali su R? \ {0}.

. Consideriamo una successione di funzioni f,, in L'(R9) tali che f,, converge a 0 in L*(B) per
ogni palla B centrata nell’origine.

a) Far vedere che f, converge a 0 in L!(E) per ogni insieme E in R? misurabile e limitato.
b) Dare un esempio di f,, tale che f,, non converge a 0 in L!(R?).

c) Caratterizzare gli insiemi misurabili E per cui vale sempre che f,, converge a 0 in L!(E).



SOLUZIONI
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1. Osservo innanzitutto che il prodotto di convoluzione f * g & una funzione limitata ben definita
perché f appartiene a L' mentre g & limitata. Dati z, 2’ € R?, usando la definizione del prodotto
di convoluzione ottengo

frglx)— frg(a') = /Rd(g(x —y)—g(z" =) f(y)dy.

Detta quindi L la costante di a-Holderianita di g ottengo

| % g(z) — [ * g(")| s/ 9z — ) — 9@’ — 9)] 1F @) dy
Rd
S/RdLl(x*y)*(x’*y)l‘“If(y)ldy:le*z’\“llflll,

da cui segue che f x g & a-Holderiana di costante L' := L|| f||1.

2. Per capire per quali p la norma | f||,, ¢ finita la devo stimare sia dall’alto che dal basso (visto che
non la posso calcolare esattamente). Per fare entrambe le stime spezzo il dominio di integrazione
Q in due sottoinsiemi QT e Q~ definiti come segue:

1/2,
1 bl

e ()~ ¢ linsieme degli x tali che x € Q e x% < x%, ovvero 0 <z <lel0<zy <z
e QT & l'insieme degli z tali che x € Q e :c‘zl > x%, ovvero 0 <zo <lel0< 1z < x%
L’idea di questa suddivisione & che in @~ la quantitd x? + x5 puod essere stimata dall’alto e dal
basso con z7, mentre in Q* puo essere stimata dall’alto e dal basso con 3.

Per la precisione vale che

1 1
= - p I
2/10 275 <|f@)f < 5
1
— o 75 < |f
2110, 205

r€Q = 22 <a?+4ai<2?

reQt = a5 <zl ;<2 = ()P <

2p/5 "
Lo

Quindi stimo l'integrale fQ* |f]P dall’alto e dal basso con

1 z/? 1
/ dx / / 1 dxe e / dxrq
— — 1 p— — 5
Q- xf/5 0 0 mf/“:’ 0 xf/571/2

e quest’ultimo integrale & finito se e solo se p/5 — 1/2 < 1, vale a dire p < 15/2.
Analogamente stimo I'integrale [ o+ | fIP dall’alto e dal basso con

/ d /1 /$ dry \ /1 das
Y 75 | dr2= |
o+ xgp/S 0 0 xgp/s 0 Igp/572
e quest’ultimo integrale & finito se e solo se 2p/5 — 2 < 1, vale a dire p < 15/2.

Sulla base di quanto fatto deduco che la norma || f||,, ¢ finita se e solo se p < 15/2.

3. Siccome X & un sottospazio chiuso di L?(—1,1), so che esiste la proiezione di 1 su X, ed & una
funzione della forma

f(z) = a12 + asx® + aza®,

inoltre la proiezione di 1 su X+ & 1 — f. Il fatto 1 — f & ortogonale a X si traduce nel seguente
sistema di equazioni lineari nei coefficienti a;:
1
_ LN 2 3 4. 2 2
0f<1ff,x>f/la:fa1x —agr” —azx"dr = —3a1 — Za3
1
O=<1—f; x2>:/ x2—a1x3—a2x4—a3x5dz=%—%ag
-1

1
0= <1 - f; x3> = / 22 — ayzt — asx® — azabdx = —%al - %ag
-1

da cui si ricava facilmente che a; = a3 = 0 e ag = 5/3. Quindi la proiezionedi 1su X & f = %:L‘
e la proiezione su X+ ¢ 1 — f =1— 222,
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4. a) Detta 7, f(z) := f(x — h) la traslata di f, per ogni n € Z vale che

en(mnf) = % _ﬂ f(x —h)e ™dx

1 7—h .
= f(t) et gy
2 —nm—h
. 1 7r . )
_ e—lnh% f(t) e—zntdt _ e—znhcn )
-7

(Nel secondo passaggio ho usato il cambio di variabile z = ¢ + h, nel terzo ho usato il fatto che
l'integrale di una funzione 27-periodica su ogni intervallo di lunghezza 27 & lo stesso.)
b) Posto h := 2w /N, i seguenti fatti sono equivalenti:
(i) f & 27 /N-periodica;

(ii) f(z) =7 f(x) =0 per q.0. z;

(iii) (1 —e~"")c, = 0 per ogni n € Z;

(iv) ¢n = 0 per ogni n € Z tale che N non divide n.
(L’equivalenza (i) < (ii) ¢ ovvia, (ii) « (iii) segue dal punto a), e infine (iii) < (iv) segue dal
fatto che 1 — e~ #£ 0 se e solo se N non divide n.)

5. a) La condizione 1/p = 1/p; + 1/p3 equivale a
1=+ 2, (1.1)
P11 P2
il che significa che p; /p e pa/p sono esponenti coniugati. Posso allora applicare la disuguaglianza
di Holder come segue:

Hfdﬂﬁ=:A;Uﬂ”dexS|HﬁWH 1211, = A1, 172115,

p1/p p2/p

(Tl caso p = p1 = p2 = +00 va considerato a parte, ma & immediato.)
b) Basta applicare a).

¢) T non ¢é iniettiva. Infatti posso scrivere la funzione 0 (che appartiene a LP per ogni p) sia
come prodotto di 0 per 0 che come prodotto di g per 0, dove g € una qualunque funzione in
LP1 che non sia quasi ovunque nulla.

T ¢ surgettiva. Ricordando la (1.1) posso infatti scrivere ogni funzione f € LP come

f=sgu(f)|f[P/P.|fp=/?
N —— N —

bil f2
dove ho posto
+1 set>0,
sgn(t) := 0 set=0,
-1 set<O.

Si verifica facilmente che f; appartiene a LP' ed f, appartiene a LP2.

T ¢ Lipschitziana su ogni sottoinsieme limitato di LP' X LP? ed in particolare € continua.
Osservo infatti che date due coppie (f1, f2) e (f1, f4) in LP* x LP? si ha che

[f1fs = fifell, = | £1(f2 = fo) + (fr = F) fol,
<Mt -, + - D1l
< 1illy, 172 = f2ll,,, + 1 2ll,, 2 = A,

6. a) Data u soluzione del problema (P) definita su [0,T) x [—m, x|, per ogni ¢t € [0,T) e n € Z
indico con ¢, (t) i coefficienti di Fourier di u(t,-). Allora

e ¢, & una funzione continua su [0,7") perché u & continua su [0,T) x [—7, 7];
e ¢, & una funzione derivabile per ogni t € (0, T) perché u & di classe C1 in t su (0, T) x [—7, 7],
e ¢, (t) sono i coefficienti di Fourier di wu (¢, -);
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e —n2c,(t) sono i coefficienti di Fourier di wu,,(t,-) per ogni t € (0,T) perché u(t,-) & di
classe C? e soddisfa le condizioni al bordo u(-, —7) = u(-, 7) € uy (-, —m) = uy (-, 7);
e perognit € (0,T) vale 'identita us(t, ) = cost-uy,(t, ) da cui segue 'identita dei rispettivi

coefficienti di Fourier, vale a dire ¢,(t) = —n?cost - ¢, (t);

e ¢,(0) = perché u(u,-) = ugp(-);

e la funzione ¢, risolve dunque I’equazione differenziale lineare omogenea 3 = —n? cost-y con
la condizione iniziale y(0) = 2, e pertanto & univocamente determinata; per la precisione
vale che

Cn(t) = 0 e sint (1.2)

Siccome i coefficienti di Fourier di u(t, ) sono univocamente determinati per ogni ¢ € [0,7), ho
che anche la funzione w(t,-) & univocamente determinata.
b) e ¢) La formula (1.2) suggerisce di considerare la soluzione u data da
u(t,z) = Z & e sint ginz (1.3)
neZT
Faccio vedere quanto segue:

e La serie delle funzioni u, in (1.3) converge totalmente su [0, 7] x R, da cui segue che u &
ben definita e continua su [0, 7] x R, e 2m-periodica nella variabile z. Infatti, tenuto conto
che —n?sint < 0 per t € [0, 7], ho che

0
||un||L°°([O,rr]><]R) < |Cn|’
e sappiamo che Y |c%] < +oo per ipotesi.

e La serie delle derivate parziali di ogni ordine delle funzioni u, converge totalmente su
[0,m — 0] x R per ogni § > 0, da cui segue che u ¢ di classe C* su (0,7) x R. Si
puo infatti dimostrare per induzione che per ogni intero h = 0,1... esiste un polinomio
Py, = Py(y1,y2) di grado h tale

D! (67"2 sint) = ¢ Pn(n®sint, n® cost) e sint ,
e quindi per ogni intero kK =0,1,... vale che
D¥DMu,, = 2 Py, (n?sint, n? cost) e sint (in)keme .
Usando questa formula, per ogni A = 0,1,... possiamo trovare una costante M}, tale che
123 D < My [ [nf?" e s

)

||L°°([577r—6]><]R)

e dunque la serie delle derivate parziali D¥ Dlu,, converge totalmente perché la successione
N a2 N . .

|c2] & limitata, e "9 tende a 0 pill che esponenzialmente in n, mentre |n|?*** tende a

infinito polinomialmente.

e Siccome ciascuna funzione wu, risolve I'equazione in (P), che ¢ lineare, grazie ai punti
precedenti ottengo che anche wu risolve tale equazione. Inoltre u & 2m-periodica in = e
quindi soddisfa la condizione al bordo in (P). Infine le funzioni u(0,-) e ug(-) coincidono
perché hanno gli stessi coefficienti di Fourier.

d) Considero la funzione ug con coefficienti 2 := e~I"l.  Siccome 2 tende a 0 pilt che
polinomialmente per n — +o0o ho che

Z|Cg||n|k<+oo per k=0,1,...,
n

e quindi ug € una funzione 27-periodica su R di classe C°>°. Supponiamo per assurdo che esista
una soluzione u di (P) definita su [0,7") x [—m, 7. Preso allora ¢t con 7 < t < min{T, 27}, si
ha che sint < 0 e quindi la formula (1.2) implica che i coefficienti ¢, (¢) tendono a oo per
n — Zo0o. Ma questo contraddice il fatto che questi coefficienti sono in ¢2, e quindi devono
tendere a 0.

. a) Sia z®) una successione di elementi di X che converge a z in £ per k — 4o00. Devo mostrare
che x appartiene a X. Osservo che per ogni n =1,2... si ha che

[ = @] < [[o® — 2],
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e quindi 2 converge a z, per k — +oo. Inoltre |xn )| < 1/n (perché z(¥) appartiene a X) e

quindi anche z,, soddisfa |z,| < 1/n, e dunque = appartiene a X.

b) Data una successione z(*) di elementi di X, vogho trovare una sotto-successione che converge
ad un qualche elemento di X. Fissato n, ho che |xn | < 1/n per ogni k e quindi posso estrarre
da k una sotto-successione kj, tale che :c%k n) converge ad un certo x,, che a sua volta soddisfa

|z < 1/n. (1.4)
Usando un procedimento diagonale posso inoltre fare in modo che la successione kj, sia la stessa
per ogni n.
Pongo allora x := (21, x3,...), e osservo che x appartiene a X per via della (1.4). Mi resta da
dimostrare che z(*#) converge a x in 7. Osservo che per ogni n vale

o) = | <[]+ o] <
n

e dunque, fissato un qualunque intero N, vale che

N—1 +o0
o) —allf, < 3 Jaldn) w420 Y L (1.5)
n=1 n=N

Siccome la serie di 1/nP converge, per ogni € > 0 posso trovare N tale che la seconda somma
in (1.5) vale meno di ; siccome la prima somma in (1.5) tende a 0 per h — +00 ho che

lim sup ||x(kh — ;z:||p < 2Pg,

h—+00
e dall’arbitrarieta di € segue che

R Ly

a) Osservo che
VI
V(log f) = 7
Dunque l'ipotesi fatta su f implica che la funzione log f ha gradiente limitato, ed in particolare
& una funzione Lipschitziana su R%. In altre parole esiste una costante L tale che per ogni

z,y € R? vale
f(y)>
os (75

Lly — 2| > |log(f(y)) — log(f(x))| =

e dunque
fy)
exp(—Llz —y|) < === < exp(L|lxr —y|).
(—=Llz —yl) (o) (Llz —yl)
In particolare presa 6 > 0 e posto m := exp(Ld) si ha che
1
w-yl<s > ~<IW oy (1.6)
m ~ f(z)

b) Per ogni vettore n € Z? indico con Q(n) il cubo di centro n e lato 1 con lati paralleli agli
assi. Osservo che i cubi Q(n) ricoprono R? e I'intersezione di due di questi cubi ha misura nulla.
Pertanto

Rdf(x) dr= > | fla)dz. (1.7)

nezd Q(n)
D’altra parte il diametro di ciascun Q(n) & V/d, e posto quindi m := exp (Lv/d) la (1.6) implica

1
Ef(n) < f(z) <m f(n) perogniz € Q(n),
e dunque, ricordando che ogni Q(n) ha volume 1,
1
— f(n) < f@)de <m f(n). (1.8)
m Q(n)
Mettendo insieme (1.7) e (1.8) ottengo che

1
EZf /f ydz <m Y f(n)

nezd nezd
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da cui segue la tesi.
c) Voglio vedere se posso applicare quanto fatto al punto b). Pongo dunque
1

- 1.
F@) = T (19)
ed osservo che )
az|x|*~
Vi) = ot
@)= T a2

e quindi
VS(@)] _ alel*!
fl@) Tzl
e questa funzione ¢ limitata perché & continua e tende a 0 per |z| — +oo.
Pertanto grazie a quanto fatto al punto b) ho che

1 1 +oo td_l +oo dt
SIS S L e b
1 + |n|‘l R4 1 —+ |.’L‘|a 0 1 —+ te 1 ta‘_d+1

nezd

(L’espressione “a = b” sta per “a si comporta come b”, cio¢ “a ¢ finito se e solo se b ¢ finito”.)
Siccome 1'ultimo integrale e finito se e solo se a —d + 1 > 1, cioe a > d, lo stesso vale per la
serie.

COMMENTI

e Esercizio 1. Un passaggio preliminare che molti dei presenti hanno omesso & verificare che il
prodotto di convoluzione f * g sia effettivamente ben definito, cosa che peraltro segue da un
risultato visto a lezione. Alcuni, nel tentativo di farlo vedere, hanno scritto che f % g & ben
definito perché

[/ g(z)| < /Ig(ﬂs =Wl dy < llgllooll fll11l-

Ma questa disuguaglianza non ha molto senso, visto che presuppone esistenza di f * g(z), che
& proprio quella che si vorrebbe dimostrare.

e Esercizio 2. Mi scuso perché il suggerimento dato durante lo scritto non era ottimale. Seguendo
quel suggerimento, infatti, & facile arrivare alla conclusione che f € LP per p < 5 e f ¢ LP for
p > 10, ma non e facile arrivare al risultato completo.

e Esercizio 2. Un approccio alternativo (seguito da veri dei presenti) & il seguente: si calcola
lintegrale di |f(z)|? su @ usando il cambio di variabili

x1 =pcosl, xo=+/psinf.
Si noti infatti che
o fla) =1/p"/%
o il determinante Jacobiano del cambio di variabili & 14/p/sin6;
o @ contiene l'insieme B dei punti x taliche 0 < p<1e0 <6< 7/2;

o lintegrale di |f(x)|P su @ si comporta come quello su B perché f ¢ limitata su Q \ B e
quindi l'integrale di |f(x)|P su @ \ B ¢ finito per ogni p.
Ne consegue che

[is@r e [ 1sepa
Q B
B 1 /2 1 \/ﬁ
_/0 /0 Wz\/mdadp

B 1 dp 71'/2 de ~ 1 dp
- 0 pp/5—1/2 0 2 /sin 0 ~ 0 pp/5—1/2’

e dunque f appartiene a LP(Q) se e solo se p/5 —1/2 < 1, cioe p < 15/2.
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Esercizio 3. Noto che le funzioni dispari e quelle pari sono mutuamente ortogonali in L?(—1,1).
Usando questa osservazione ed un po’ di algebra lineare si dimostra che allora la proiezione
della funzione pari 1 su X & uguale alla proiezione di 1 sulla retta generata da z2, che & data
dalla formula

(1; 2?) s 2/3 5 5,
73 T2 T3
Esercizio 5c¢): continuita della mappa T'. Diversi gli errori e le dimostrazioni incomplete, cioe
basate su enunciati non sono stati dimostrati né a lezione, né dallo studente che li ha usati.
Per cominciare, alcuni dei presenti hanno scritto che la mappa T : LP* x LP2 — LP ¢ lineare,
mentre invece & bilineare (come ogni prodotto che si rispetti).
Altri invece hanno scritto che T' ¢ continua perché ¢ separatamente continua nelle due variabili.
Il problema e che questa affermazione in generale ¢ falsa, persino nel caso in cui T ¢ una
funzione bilineare sul prodotto di due spazi normati (anche a valori in R). Tuttavia & vera se
T & una mappa bilineare tra spazi di Banach (come in questo esercizio); perd questo enunciato
¢ tutt’altro che ovvio, e non puo essere dato per buono.
Qualcuno ha scritto che T' ¢ continua perche ¢ continua in (0,0): questa affermazione & corretta
ma non immediata, e non puo essere data per buona. Stesso discorso vale ’asserzione che la
stima || T(f1, f2)llp < [ f1llp. || f2]lp. implica la continuita di 7.

Esercizio 5c¢): surgettivitd della mappa T. Alcuni dei presenti hanno dimostrato che T ha
immagine densa in L?, e ne hanno dedotto che allora I'immagine e tutto LP. Non vedo alcuna
ragione per cui debba essere cosl, e certamente non basta la continuita di T'. (Per esempio, dato
un insieme E di misura nulla, I'immersione di L?(E) in L'(E) & una mappa lineare continua
con immagine densa, ma non surgettiva.)

Esercizio 6. Questo esercizio ¢ stato particolarmente difficile da correggere, perché molti hanno
dato risposte lunghe e allo stesso tempo vaghe e imprecise, in particolare per quanto riguarda i
punti b) e ¢), dando spesso I'impressione di non essere in grado di scriverne di precise. Tuttavia
alcuni (ma solo alcuni) hanno anche dato tutte le idee e le formule necessarie, cosa che ¢ stata
valutata positivamente.

Diverse persone hanno dedicato tempo a raccontare la procedura “formale” usata per trovare
la soluzione del problema. In un esame scritto questo passo puo essere ridotto al minimo o
anche omesso, e sopratutto deve essere chiaro che non sostituisce le dimostrazioni rigorose.
Infine molti dei presenti hanno ridimostrato formule viste e riviste a lezione, come quelle che
legano i coefficienti di Fourier di una funzione w(t,-) con quelli di us(¢,-) e di uzy(t, ). Questo
non era ovviamente necessario.

Esercizio 6b). Diversi dei presenti hanno mostrato che la serie delle funzioni u,, in (1.3) converge
totalmente, e da questo hanno dedotto che la funzione u definita da questa serie € una soluzione
del problema (P). In realta la convergenza totale della serie mostra solo che u & una funzione
ben definita e continua su [0, 7] x R, mentre per dimostrare che & una soluzione dell’equazione
in (P) bisogna far vedere perlomeno che le serie delle derivate parziali Diuy,, Dy, € Dyptin
convergono totalmente sui sottoinsiemi compatti di (0,7) x R.

Esercizio 6b) e c¢). Molti dei presenti hanno scritto che le derivate parziali delle funzioni u,
di un certo ordine convergono totalmente su (0,7) x [—m, 7], ma questo & falso: convergono
totalmente solo in (6,7 — &) x [—m, 7| per ogni 6 > 0. (L’errore & in parte dovuto al tipo di
stime scritte, vedere il commento successivo.)

Esercizio 6b). Per dimostrare la convergenza totale della serie > u, che definisce u, o della
serie delle derivate parziali di u,, di un certo ordine, molti dei presenti hanno scritto delle stime
dipendenti da t, del tipo

S [ Dstnlloe < D02 e 5 < oo,
n n

dove quindi || D4ty ||oo non puo che essere la norma del sup della funzione Dyuy,(t,-) a t fissato.
1l problema ¢ che questa stima mostra la convergenza totale della serie delle funzioni Dyu,, (¢, )
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per ogni ¢, che pero non implica la convergenza totale delle funzioni D;u,, in t e . In particolare
questa convergenza implica che v := 3 Dyu,, ¢ una funzione continua nella variabile z per ogni
t, ma non che v e continua nelle variabili ¢, z. Inoltre non implica che v coincida con la derivata
parziale D;u, né che questa esista.

Ovviamente dalla stima data sopra ¢ possibile ricavare una stima della norma del sup delle
funzioni D,u,, nelle due variabili, ma questa stima andava scritta esplicitamente.

Esercizio 6d). Alcuni dei presenti hanno fatto vedere che la serie delle funzioni u,, non converge
totalmente e ne hanno dedotto che quindi la soluzione u non esiste.

Scritta cosi questa inferenza non ¢ corretta. Ma puo essere resa corretta osservando che per
ogni t la soluzione u(t,-) & per ipotesi una funzione di classe C? (nella variabile z) e quindi &
anche di classe C1, cosa che implica la convergenza totale della serie di Fourier 3" ¢, (t) e™® (a
t fissato).

Esercizio 7. Gli enunciati a) e b) valgono anche per p = 400, ma questo caso & stato escluso
per semplificare lo svolgimento dell’esercizio.

Esercizio 7a). Diversi dei presenti hanno dato la seguente dimostrazione: sia p, : ¢# — R la
mappa lineare che ad ogni successione x associa il termine n-esimo z,,. Si dimostra facilmente
che questa mappa e continua e che

X =()pa'(=1/n,1/n]),

e dunque X ¢ chiuso in quanto intersezione di chiusi. Attenzione: la continuita della mappa p,,
non puo essere data per scontata, come invece hanno fatto alcuni.

Esercizio 7b). Molti dei presenti hanno scritto che la compattezza di X segue dal fatto che
X & chiuso e limitato, ma questa affermazione & sbagliata. In effetti gli insiemi compatti in
uno spazio metrico completo sono caratterizzati dall’essere chiusi e totalmente limitati, ma negli
spazi normati di dimensione infinita, come ad esempio £, i limitati non sono sempre totalmente
limitati. Un esempio di insieme limitato ma non totalmente limitato ¢ proprio la palla chiusa
in P (con centro lorigine e raggio r) che infatti non & compatta.

Alcuni dei presenti hanno scritto che sotto opportune ipotesi di numerabilita sulla topologia
dello spazio, la compattezza equivale a chiusura e limitatezza (confondendosi, credo, con le
ipotesi per I'equivalenza di compattezza e compattezza sequenziale).

Infine alcuni dei presenti hanno usato la corretta caratterizzazione dei compatti, ma poi hanno
usato definizioni non corrette della totale limitatezza.

Esercizio 7b). Per quanto detto sopra si pud dimostrare che X & compatto facendo vedere che
¢ totalmente limitato. La dimostrazione di questo fatto si basa su due osservazioni: la prima e
che per ogni € > 0 esiste N tale che

e pertanto, detta p : X — X la mappa che ad ogni successione z associa la successione
“troncata” p(z) definita da
z, sen <N,
p()n =

0 sen>N,

allora
1/p 1 1/p
o= pllo = (S lal) < (X 5) <o
n>N n>N
e dunque
dist(z,p(X)) ;= inf |x—yller <e perognizxe X. (1.10)
y€ep(X)

La seconda osservazione & che p(X) & un insieme chiuso e limitato in p(¢?), che & uno spazio
normato di dimensione finita, quindi p(X) & compatto ed in particolare ¢ totalmente limitato.
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Pertanto per ogni € > 0 posso trovare un insieme finito F' C p(X) tale che

dist(x, F) < e per ogni z € p(X). (1.11)
Mettendo insieme le stime (1.10) e (1.11) ottengo che

dist(z, F') < 2¢  per ogni z € X.

e siccome € ¢ arbitrario ho dimostrato che X ¢ totalmente limitato.

Esercizio 7b). La dimostrazione data sopra segue questo schema: data una successione di
elementi z(®) di X si estrae una sottosuccessione z(*») che converge puntualmente ad un qualche
x € X (nel senso che o) x,, per ogni n) e quindi si dimostra poi che z(*#) converge a z in
£P. Alcuni dei presenti hanno proposto una diversa dimostrazione di quest’ultimo fatto: detta
1 la misura che conta i punti su N* := {1,2,...}, hanno osservato che

)
o ol = 3 Jole) — anf? = [ Jal) — anl? o),
n=1 N

e questo integrale tende a 0 per il teorema di convergenza dominata. Per la precisione hanno
usato la seguente dominazione:
2
(kn) _ P2
|'1:mh 1‘m| S np
(la successione 2/nP sta in ¢ = L*(N*, ) perché p > 1).

Esercizio 8a). Diversi dei presenti hanno dimostrato che una funzione di classe C* su R¢ con
gradiente limitato & Lipschitziana. Questo fatto poteva essere dato per buono (come anche
detto durante lo scritto).

Esercizio 8. La versione originale del punto c¢) chiedeva di considerare a > 0. Il risultato
non cambia, ma la dimostrazione & pitt complicata perche la funzione f definita in (1.9) non
¢ di classe C! su tutto R? per a < 1 (non & differenziabile nell’origine). Per includere il caso
0 < a < 1 basta osservare separatamente che la serie in oggetto vale +co perché e sempre
maggiore della somma di 1/(1 + n®) con n intero positivo, che vale +oo.

In alternativa si puo notare che il criterio di convergenza enunciato al punto b) vale in realta
per tutte le funzioni continue f : R? — (0, 4+00) che sono di classe C'! nel complementare A di
una qualche palla chiusa, e tali che il rapporto |V f|/f & limitato su A.

Esercizio 8a). In diversi hanno dato dimostrazioni sbagliate di questo punto, e spesso ’errore
& consistito nel dire che il rapporto |V f|/f & limitato anche se V f e f non sono calcolate nello
stesso punto.
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a) Usando il cambio di variabile z = Mz (e quindi z = M1z, dv = | det M|~1dz) ottengo

dz [[ullx
= M dx = = ’
o[ /R u(Mz)| dx /R ) T qee 3T = Taeear] < T

b) Usando lo stesso cambio di variabile ottengo anche

o(y) = / u(Mzx) e U Y) gy
]Rd

_ —i<Z\/I’11;y> dz
/Rd uz)e [det M|

_ —i<w;(M71)Ty)> dz — 1 ~ M—l T
/Rd“(z)e [ det M| |detM\u(( )'y).-

. Calcolo la trasformata di u riconducendomi a quella di della funzione w(z) := 1—5-%’ gia calcolata
a lezione. Osservo infatti che posso scrivere in « in termini di v usando I'operatore di traslazione
7, dato da 7,v(z) := v(z — h) e loperatore di riscalamento o5 dato da osv(z) := tv(z/d), e
per la precisione

@) = — ! e = 5 (o) (@),
u = = — — . _ -
Pertanto, ricordando che

o Tu(y) = e Mo(y),

* 50(y) = 0(0y),

o W(y) = e,
ottengo

i(y) = 37 1(20)(p) = 3¢ ) = 56 (2y) = Teve A = Tl
2 2 2 2 2

. Come visto a lezione, conviene identificare il piano R? con il piano complesso C. Osservo ora
che per ogni punto x = ¢* del bordo di D vale che

eit 4 e—it 2 eit _ o—it 2
up(x) = 16 cos?t sin’t = 16
o(a) ( 2 2
_ _(eit + e—it)2(eit . e—it)2
_ _(62it o 672it)2 —9_ (eit)4 o (eﬂ't)4
e quindi ’estensione armonica di ug all’interno di D &

(@) =2 -2 = 7 = 2(1 - Re(a*)) = 2(1 + 62303 — 2f — 2.

a) Devo far vedere che per ogni u,v € X vale (Tu; v) = (u; Tv). Estendo u e v a tutto R?
ponendole uguali a 0 fuori da 2. Usando I'identita

div(v Vu) = v div(Vu) + Vv - Vu = v Au+ Vo - Vu
ottengo
(Tu; v) = / vAudr = / div(v Vu) — / Vv - Vudz,
Q Q Q
ed applicando il teorema della divergenza ottengo

<TU;U>:/OQ(UVU) ndo(x /Vv Vudr = — /Vv Vudzx, (2.1)

dove 7 ¢ la normale esterna a 052, e I'integrale su 952 vale zero perché v = 0 su 92. Applicando
la formula (2.1) sia a (T'u; v) che a (T'v; u) ottengo infine

(Tu; vy / Vu-Vudr = (Tv; u) = (u; Tv).
b) Usando di nuovo la formula (2.1) ottengo che per ogni v € X vale

(Tu; u) / |Vu|?dz,
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e questo dimostra che T ¢ semidefinito negativo. Inoltre se (Tu; u) = 0 allora Vu = 0 quasi
ovunque, e quindi ovunque (perché |Vu| ¢ una funzione continua). Quindi la funzione u &
costante su ogni componente connessa di {2, ma siccome & anche nulla in un intorno del bordo
di ogni componente connessa, deve essere identicamente nulla. Ho quindi dimostrato che T' ¢
definito negativo.

¢) In questo caso la dimostrazione fatta al punto a) non funziona perché 'integrale su 92 nella
formula (2.1) in generale non vale zero, e dunque mi aspetto T non sia autoaggiunto. Per
dimostrarlo prendo per esempio u(z) := 2% e v(x) := 1 e verifico che

(Tu; v) — (u; Tv):/

vAu—uAvda:z/(Zl—x%-0)da:=2|Q|7é0.
Q

Q

Si vede anche che T non & né semidefinito positivo né semidefinito negativo. Il punto a) basta

ad escludere la prima possibilita, per escludere la seconda basta osservare che per u(x) := 2

si ha

<Tu;u>:/uAudx:/2z%dz>0.
Q Q

a) B facile verificare per ogni v € LZ(R) il prodotto mv & una funzione in LZ(R), e dunque la
mappa U : v — muv & un operatore lineare da L?C(R) in sé. Inoltre U e continuo perché

1Tv]l2 < fImlloo[o]]2-

Detta .7 la trasformata di Fourier, intesa come operatore da LZ(R) in sé, ho che T := .F ~'U.Z

& un operatore continuo da LZ(R) in sé che soddisfa Tw = m @ per ogni u. (L’unicita di Tu
segue dal fatto che la trasformata di Fourier di ¢ invertibile su L?.)

b) Per quali m Uoperatore T ¢ autoaggiunto? Grazie all’identita di Plancherel ho che per ogni
u,v € L? vale

(Tu; vy — (u; Tv) = %[(Tu, o) — (a; Tv)]
1 - ; - (2.2)
=5 R(mfm)uvdy:;/R(Imm)uvdy

Questa identita mostra chiaramente che T' & autoaggiunto se m ha valori reali q.o.
Faccio ora vedere che vale anche il viceversa, cioe che se T ¢ autoaggiunto allora m ha valori
reali q.o. Partendo dalla (2.2) ottengo che per ogni u,v € L? vale

0= /R(Imm)ﬂgdyz (Imm)a; v) ,

e siccome la trasformata di Fourier & surgettiva su L?, questo significa che (Im ) =

per ogni u € L?, ed in particolare per una u tale che @ # 0 q.o. (per esempio u(z) = e~ ) da
cui segue che Imm = 0 q.o.

Per quali m 'operatore T ¢ definito positivo? Suppongo adesso che T sia autoaggiunto, cioe
che m abbia valori reali q.o. Sempre usando l’identita di Plancherel ottengo

1~ 1
(Tu; uy = o —(Tu; 4 :%/Rmhﬂzdy, (2.3)

da cui segue che T & definito positivo se m > 0 q.o.

Faccio ora vedere che vale anche il viceversa, cioe che se T' & definito positivo allora I'insieme
FE dei punti dove m < 0 ha misura nulla. Supponendo per assurdo che cosi non sia trovo un
sottoinsieme F' C E con 0 < |F| < oo, e siccome l'indicatrice 1 appartiene a L?, trovo anche
u € L? tale che @ = 1p. Quindi la formula (2.3) da

1
0= Tu;u)= /mlF :—/Immdyg()
2T F
e questo contraddice il fatto che T sia definito positivo.

a) So gia che la formula 0= iy @ vale se invece di 1 € L? avessi @ € L'. Suppongo dunque di
avere una successione di funzioni u, in C*(R) tali che

(a) u, € L' e 1,, € L?> N L per ogni n;
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(b) up — win L e @, — u in L2
Allora

(c) Uy = iy @, per ogni n per via di (a);

(d) @, — @ uniformemente per via di (b);

(e) Uy — @ in L2 per via di (b), e quindi esiste una sottosuccessione tale che 17;; — 1 q.0.
Passando al limite nella (c¢) e usando (d) ed (e) ottengo che @ = iy @ q.o. (non posso dire di
piu, visto che so solo che 0 sta in L?).

Per completare la dimostrazione devo trovare una successione di funzioni u, che soddisfa-
no (a) e (b). Si verifica facilmente che presa una funzione o : R — [0,1] di classe C* tale che
o(x) =1per z <0eo(x)=0per x > 1 allora le funzioni u,(z) := u(x) - o(x — n) soddisfano
(a) e (b).

b) Siccome @ & una funzione continua e limitata, mi basta dimostrare che 4 appartiene a L'(E)
con E =R\ [-1,1]. In effetti

il s = /E i) dy = /E il 11/y]dy < vl g 1L/l o) < +o0.

Nel terzo passaggio ho usato la disuguaglianza di Holder, nel quarto ho usato che yu appartiene
a L?(R) (per via del punto (a)) e che 1/y appartiene a L?(E), cosa che si verifica con un semplice
calcolo.

. Date le condizioni al bordo, conviene risolvere il problema (P) scrivendo la soluzione u come
combinazione lineare delle funzioni sin(na) con coefficienti che dipendono da ¢, vale a dire

o0 2 T
u(t,x) = Z by (t) sin(nz) con by(t) := 7/ u(t, z) sin(nx) dz . (2.4)
n=1 T Jo
Derivando in ¢ e in x ottengo, almeno a livello formale,
ur(t,x) = bu(t) sin(na) ,  tpa(t, ) =D —n’b(t) sin(n), (2.5)
n=1 n=1

e dunque 'equazione u; = g, si riscrive come uguaglianza dei coefficienti delle due derivate
parziali, ovvero b, (t) = —n2b,(t).
Scrivendo inoltre il dato ug(x) := 8 cos?z sinx come combinazione lineare di sin(nx), cioe

uo(z) = 4 cosx sin(2z)

_ 4(61'1: + e—iw) (eQim _ .e—2iw>
2 24

T ,—IiT 3ix _ ,—3ix
= 9¢ ¢ J;e c = 2sinx + 2sin(3z) ,
i
ottengo che la condizione iniziale u(0, ) = ug si riscrive come b, (0) = 2 per n = 1,3 ¢ b,(0) =0
altrimenti. Pertanto by, (t) risolve il problema di Cauchy

T CEE iy e
da cui segue che
—n?t _
= {2
La soluzione di (P) dovrebbe dunque essere
u(t,z) = 2~ sinx + 2~ sin(3x) . (2.7)

a) Non essendoci sono problemi di convergenza, verificare che la funzione u data in (2.7) &
effettivamente una soluzione di (P) definita per ¢t € R e z € [0, 7] & immediato: ogni addendo
risolve I'equazione di partenza con le giuste condizioni al bordo, e quindi lo stesso vale per «
(per linearita dell’equazione e delle condizioni al bordo), e chiaramente la condizione iniziale &
soddisfatta.
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b) Supponiamo di avere una soluzione u di (P) definita su I x [0,7] dove I & un intervallo di
tempi che contiene 0 (all’interno o come estremo), e per la precisione supponiamo che u sia
continua sull’insieme di definizione, C! nella variabile t e C? nella variabile z su (I\{0}) x [0, 7].
Per far vedere che tale soluzione & unica (e dunque coincide con la funzione in (2.7)) la scrivo
in serie come in (2.4) e mostro che i coeflicienti b, (¢) sono funzioni continue su I e derivabili
per t # 0 che risolvono il problema di Cauchy (2.6), e sono pertanto univocamente determinati
per tutti i tempi .

Per la precisione osservo che, per via della formula in (2.4) che la definisce, la funzione b,, ¢
continua su I, e per il teorema di derivazione sotto il segno di integrale ¢ derivabile in I\ {0}
e by (t) ¢ il coefliciente n-esimo di w(t, ). Inoltre integrando due volte per parti l'integrale che
definisce b, ottengo che —n2b,(t) & il coefficiente n-esimo di u,.(t,-) (in questo passaggio &
essenziale che u(t,0) = u(t,7) = 0).

Siccome u; € ug, sono uguali, anche i loro coefficienti devono essere uguali, il che significa che
by, soddisfa Pequazione in (2.6) per t # 0. Che valga la condizione iniziale in (2.6) & ovvio.

¢) E chiaro il ruolo di entrambe le condizioni al bordo nella dimostrazione dell’'unicita: servono
a garantire che i coefficienti di u,, sono quelli che ci si aspetta. Per mostrare la mancanza di
unicita scelgo una funzione g non identicamente nulla, e cerco una soluzione v del problema
(P') dato dall’equazione vy = vy, le condizioni al bordo v(-,0) = 0 e v(-,7) = g, e la condizione
iniziale v(0,-) = 0. Se u ¢& la soluzione di (P), allora la funzione 4 = u + v risolve I'equazione
Ut = Ugy con le condizioni al bordo u(-,0) =0 e u(-,7) = g e la condizione iniziale u(0, -) = uy,
ma differisce da u perché non soddisfa le stesse condizioni al bordo.

In mancanza di teoremi di esistenza generali, la difficolta ¢ trovare una funzione g per cui si
riesce a risolvere (P’). Una possibilita ¢ prendere g(t) := w¢. Per risolvere (P’) uso il cambio
di variabile

1
v(t,z) = w(t,z) + 6( 3 n’r) +ta

ed ottengo che la nuova incognita w deve risolvere il problema (P”) dato dall’equazione w; =
Wge, le condizioni al bordo w(-,0) = w(-,w) = 0, e la condizione iniziale w(0,-) = wy con
wo = & (mr — 2®).

Trovo una soluzione di (P”) come ho fatto per (P): usando il fatto che i coefficienti di wy per
la rappresentazione come serie di sin(nz) sono b3 := 2 (—1)""! ottengo che i coefficienti b,, (t)
della soluzione w(t, -) sono b, (t) = %(—1)"‘16_”%.

Dunque w dovrebbe essere

= 2 n—1_—nt
w(t,x) = Zl 5(—1) e sin(nz) .
E facile vedere che questa serie definisce una funzione continua su [0, +00) x [0,7] e di classe
C* su (0, +00) x [0, 7] che risolve (P").

Prendo x € Q e r = d(z)/2, e osservo che la chiusura della palla B(x,r) di centro x e raggio
r & contenuta in €. Inoltre ogni derivata parziale D;u & pure una funzione armonica e quindi,
usando la proprieta della media,

1
Dju(z) = ” l?lu(y) dy = o D)zu(x +h)dh = aar? o d)iv v(h)dh

dove v ¢ il campo di vettori v(h) := u(x + h) ¢;, la divergenza & calcolata rispetto alla variabile
h, e aq ¢ il volume della palla unitaria in R?. Applicando quindi il teorema della divergenza
ottengo

1 1
Diulz) = /8 o)) do(h) = /8 o R e ) doh),

aqrd ) aqrd 0.r)

dove n(h) ¢ la normale esterna a 9B(0, r) nel punto h. Usando questa formula ottengo la stima

]‘%w < [ pute+ W er ()] do(h)
OB(

Ox; agrd 0,r)

1 volg_1(0B(0,r 2d
i [ o) = SHLOEO - 2y
aar® Jap(o.r) aqr (2)

IN
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(Nel penultimo passaggio ho usato la stima |e; - | < |e1||n| = 1, nell’ultimo il fatto che il
volume (d — 1)-dimensionale della sfera di raggio 7 in R? & daqr?=! e che r = d(z)/2.)
Usando la stima precedente ottengo infine
2d3/2
d(x)

b) Fissato 2 € R?, applico la stima trovata al punto a) con Q := B(z,r) ed ottengo

Vu(z)] <

[l -

C C
[Vu(z)] < — sup Ju(y)| = —o(r).
T yeB(x,r) r
Prendendo il limite per » — 400 ottengo Vu(z) = 0, e siccome questo vale per ogni z € RY ne
deduco che u & costante.

¢) Dimostro che per ogni k esiste una costante C}, dipendente da k e da d tale che

Cr
VEu(r)| < =< [[ulloo - (2.8)
(d(z))k T
Dimostro questa stima per induzione su k. So infatti che vale per k = 1, e supponendola vera
per un certo k la dimostro per k + 1. Dato = € €, indico con ' 'insieme dei punti y € € tali
che d(y) > d(x)/2, e e pongo v := Vu. Si verifica immediatamente che anche v ¢ una funzione
armonica, e quindi, detta d’'(z) la distanza di  da 99, ho che

Ck

@) oo 1w

< & sup (ClluH ) < w“u”
T (@@)F e \d(y) 1) 7 (da))E

(Nel secondo passaggio ho usato U'ipotesi induttiva, applicando la stima (2.8) alla funzione v
e all’aperto ; nel terzo ho applicato la stima (2.8) con k = 1 alla funzione u e all’aperto (2,
nel quarto ho usato il fatto che per la definizione di Q' si ha d(y) > d(z)/2 per ogni y € ', e
d'(z) > d(z)/2.)

d) Procedo come al punto b) usando la stima (2.8):

V¥ ()| = [V ()] <

C C
V()| < = sup u(y)] = Zo(r").
™ yeB(a,r) rk
Prendendo il limite per r — +o0o ottengo quindi V*¥u(z) = 0, e siccome questo vale per ogni

z € R? ne deduco che u & un polinomio di grado minore stretto di k.

COMMENTI

e Esercizio 2. Nella notazione della soluzione data sopra, vale anche I'identita u = oa7_1 /5v, che
pure permette di calcolare la trasformata .
Tuttavia alcuni dei presenti hanno fatto un po’ di confusione, scrivendo che u = o97_1v, cosa
che porta ad una formula sbagliata per 4.

e Esercizio 2. Alcuni dei presenti hanno scritto che 4(y) = e~ Y|, dimenticando un fattore . ..

e Esercizio 2. In alternativa a quanto scritto sopra, & possibile calcolare 4(y) usando direttamente
il metodo dei residui. Per la precisione, fissato y € R, considero la funzione meromorfa (su C)

o~z
fz) = 2242245
ed osservo che
u(y) = / f(z)dx = lim [ f(z)dz (2.9)
R T Sy

dove il cammino 71 ,(¢) := (¢,0) con ¢t € [—r,r] parametrizza del segmento (orientato) in C di
estremi —r e r.
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Primo caso: y < 0. Considero il cammino 72 () := re® con t € [0, 7], che parametrizza la
semicirconferenza di centro 0 e raggio r nel semipiano superiore (Im z > 0), e osservo che

lim / F(z)dz =0 (2.10)
T—00
Y2,r
Infatti per ogni 2z nel semipiano superiore vale
PO = < L0/ per ¢l -
2)| = = z er |z 00
|22 + 22+ 5| = |22+ 2z + 5| P ’
(in questo punto ¢ essenziale che y < 0) e quindi, indicando con L(vz,) la lunghezza di o,
1(2)dz| < sup | f (2. ()] - L(2ir) = O(A/r%) - 7r = O(1/r) 3 0.
Y2,r

Inoltre i cammini v; , e 72, formano un cammino chiuso orientato in senso antiorario che
per r > /5 racchiude 1'unico polo della funzione f (z) nel semipiano superiore, vale a dire
z1 = —1 + 2i, e quindi

/f(z) dz + /f(z) dz = 2mi Res(f, z1) . (2.11)
1,7 2,7
Mettendo insieme le formule (2.9), (2.10) e (2.11) ottengo che, per y < 0,

R ) ) efiyz T ;

a(y) = 2mi Res(f, z1) = 2mi 2212 ZZZI: 56(2+ )y (2.12)

Secondo caso: y > 0. Procedo in modo analogo al primo caso, definendo v, ,-(t) := re~% con
t € [0, 7], cammino cha parametrizza la semicirconferenza di centro 0 e raggio r nel semipiano
inferiore (Imz < 0). In tal caso la (2.10) continua a valere, mentre la (2.11) va modificata

tenendo conto che 7, € 72, formano un cammino chiuso orientato in senso orario che per r >

/5 racchiude 'unico polo della funzione f (z) nel semipiano inferiore, vale a dire zo = —1 — 2i.
Pertanto
e*iyz T )
U = —2 ) R S = —2 3 = - (_2+Z)y . 213
ily) = ~2mi Res(f,22) = 2mi 55| =G (213)

Mettendo insieme la (2.12) e la (2.13) ottengo infine

T o—2lyl+iy

5 per ogni y € R.

a(y) =
Esercizio 3. Alcuni dei presenti si sono limitati ad esibire la soluzione del problema senza
spiegare come ’hanno ottenuta. Ma non era questo il punto dell’esercizio. . .

Esercizio 4a). Nel teorema della divergenza appare U'integrale sul bordo di © della componente
normale (esterna) del campo di vettori. Alcuni hanno indicato questa componente normale con
un apposito simbolo, invece di scrivere il prodotto scalare del campo con la normale esterna.
Altri hanno semplicemente scritto il campo al posto della componente normale. . .

Esercizio 4a). Osservazione di linguaggio: molti dei presenti hanno usato una forma del teo-
rema della divergenza che non & quella solita, pur chiamandolo semplicemente teorema della
divergenza. Qualcuno ’ha anche chiamato teorema di Gauss-Green, che pero e inappropriato
(il teorema di Gauss-Green riguarda l'integrale di una 1-forma su bordo di un aperto del piano,
non il flusso di un campo di vettori).

Esercizio 4b). Diversi dei presenti hanno scritto che una funzione di classe C'! sull’aperto € che
ha gradiente nullo allora & costante, ma questo & vero solo se {2 & connesso.

Esercizio 5b). Per far vedere che se T' ¢ autoaggiunto allora m ha valori reali q.o0., si pud anche
far vedere che gli insiemi E* ed £~ dei punti dove Imm > 0 e Imm < 0, rispettivamente, hanno
misura nulla. Supponendo infatti per assurdo che |E*| > 0 trovo un sottoinsieme F' C ET con
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0 < |F| < 00, e siccome la funzione indicatrice 15 appartiene a L? trovo anche u € L? tale che
@ = 1p. Quindi la formula (2.2) da
0= (Tu;u)— (u; Tu) = 1/(Imm) (1p)*dy = 1/ Immdy
T JR TJF
ma l'integrale non & zero perché Imm > 0 su F ed F ha misura positiva. (Allo stesso modo si
dimostra che |[E~| =0.)

Esercizio 5b). Diversi dei presenti hanno scritto che la trasformata di Fourier & un’isometria su
L?, mentre invece & un isometria a meno di un fattore v/2x.

Alcuni hanno sbagliato a scrivere il prodotto nello spazio di Hilbert complesso L (R), e hanno
concluso che T ¢ sempre autoaggiunto (o peggio).

Altri hanno cercato di dimostrare che T' & autoaggiunto partendo dall’identita

(Tu; v>:/Tu5dx:/ﬂ*1(ma)@da:

scrivendo poi .Z (ma) come integrale. Purtroppo questa formula per l'inversa della TdF vale
solo se ma appartiene a L'.

Infine alcuni hanno fatto 'ipotesi che m si possa scrivere come m = ¢ per un’opportuna funzione
¢, per poi ottenere Tu = m i = G4 = u * @. Purtroppo le funzioni limitate, come m, non sono
necessariamente le TdF di funzioni in L' o L?. Inoltre la formula ¢4 = u * @ vale se u e ¢
sono in L', e non si applica a questo caso.

Esercizio 6a). Diversi dei presenti hanno cercato di dimostrare I'enunciato approssimando la
funzione u con funzioni u,, in C* N L' con derivata in L', come ho fatto io sopra, ma non hanno
saputo trovare la successione approssimante. In particolare alcuni hanno preso u, = u-1;_, ),
che perd non ¢ di classe C', mentre altri hanno preso u, := u * p,, che & C! perd non ha
derivata in L*.

Infine diversi dei presenti hanno scritto ’argomento di approssimazione in forma troppo vaga
per essere considerata corretta.

Esercizio 6a). Una dimostrazione alternativa ¢ la seguente. Siccome u ¢ in L*, il liminf di |u(z)]
per © — Foo deve essere uguale a 0, e quindi posso trovare una successione r, — —oo ed una
successione s,, — +o0o tali che

u(rn,) =0, wu(sy)—0.

Pongo quindi
Up ‘= U l[TmSn] .
Chiaramente v, — 4 in L2, e quindi
Oy, — 0.

Inoltre, dato che u ¢ di classe C*, integrando per parti ottengo che per ogni y € R vale

Sn Sn
On(y) = / w(z) e "Ydax = u(s,) e Y —u(ry,) e ™Y — zy/ u(z) e "Vdx ,
Tn Tn

e ora osservo che per la scelta di r, e sy, 1 termini u(s,)e """ e u(r,) e~ "¥ convergono a 0,
mentre 1'ultimo integrale converge a 4(y) per il teorema di convergenza dominata (ricordo che
u &in L') e dunque

O (y) — iy a(y)-

Quindi le funzioni 9, convergono a % in L? e a iy & puntualmente. Siccome la convergenza, in
L? implica a meno di sottosuccessioni la convergenza puntuale quasi ovunque, ne deduco che

~

u(y) = iy u(y) per q.o. y.

Esercizio 6a). Diversi dei presenti hanno scritto che (“come visto a lezione”) data una funzione

w in L? allora il limite
N
lim u(z) e dx
N—+oo _N
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esiste sempre e vale 4(y). Quello che & stato detto a lezione ¢ leggermente diverso, e cio¢ che
tale uguaglianza vale per quasi ogni y per cui il limite esiste, ma a priori potrebbe non essercene
neanche uno.

Esercizio 6a). Alcuni dei presenti hanno proposto varianti (pitt 0 meno corrette) della seguente

—x2/2

dimostrazione, che trovo molto elegante: si prende la funzione p(z) :=e e si osserva che

o v:= p*u appartiene a C' e v = pxu perché u € L' e p € C* N L>®, p € L>;

o = p*uperché pe L'NL2eu € C'NLY, @ € L? (si tratta di una variante di un risultato
dimostrato a lezione, la dimostrazione ¢ abbastanza semplice);

o dunque p*u = p * ;

o p*u=pi perché p,u € L?;
o B: iyp perché p € C*N L e p € L' (questo ¢ il risultato visto a lezione);

o pxU= ,3& perché p,u € L2.
Mettendo insieme gli ultimi quattro passi si ottiene iypd = pu, e dividendo per p (che & una
funzione mai nullal!) si ottiene infine iy 4 = .

Esercizio 7a). La versione originale di questo esercizio aveva un dato iniziale diverso, vale a
dire up(x) := 8 cos z sin?z. Questo dato & pilt complicato da gestire perché si scrive come

ug(x) = e + e — 37 — 7 = 92 cosax — 2 cos(3x),

ma non si scrive come combinazione lineare finita di sin(nz). Vale la pena di osservare un fatto
curioso: cercando una soluzione dell’equazione u; = u,x della forma
—+oo
u(t,z) = Z cn(t)e™™
n=—oo

si ottiene
u(t,z) = e H(e™ 4+ ) — e (3 — e73) = 2e 7  cosx — 2™ cos(3x) .

Questa funzione risolve ’equazione su R x [—m, 7] con condizioni di periodicita al bordo, come
previsto per questo tipo di soluzione, ma si risolve anche il problema iniziale (P). (Sembra una
coincidenza fortuita ma non lo &.)

Esercizio 7c). Molti dei presenti hanno messo in luce il ruolo della condizione al bordo u(-, 7) = 0
nell’'unicita. La difficolta per tutti ¢ stata quella di trovare un esempio di condizione al bordo
differente da quella data per cui fosse effettivamente possibile risolvere I’equazione.

Esercizio 7c). In alternativa a quanto fatto sopra si pud dimostrare la non unicitd sommando
alla soluzione u ottenuta in precedenza una soluzione v non identicamente nulla dell’equazione
¥y = Uy, con condizione al bordo v(+,0) = 0 e condizione iniziale v(0,-) = 0.

Uno dei presenti ha trovato v usando pitt 0 meno questa idea (che trovo brillante): si prende
una funzione uniformemente continua e limitata vy : R — R che sia dispari, nulla su [0, 7] e
strettamente positiva su (7, +00), e quindi si prende la soluzione v dell’equazione v; = vy, su
[0,4+00) x R con dato iniziale vy, ottenuta tramite il nucleo del calore. Ovviamente v soddisfa
v(0,2) = vo(x) = 0 per = € [0, 7], e si verifica facilmente a partire dalla formula risolutiva che
v ¢ dispari nella variabile z (e quindi v(¢,0) = 0 per ogni ¢t > 0) e strettamente positiva per
t >0exz >0 (e quindi non ¢ identicamente nulla sulla striscia [0, +00) x [0, 7]). Dunque v ¢ la
funzione arminica cercata.

Esercizio 8(c). La soluzione scritta sopra non € molto precisa, innanzitutto perché ponendo
v = Vu si passa dalle funzioni armoniche scalari alle funzioni armoniche vettoriali, e poi perché
non ¢ del tutto chiaro cosa si debba intendere con V¥u. Volendo essere precisi si dovrebbe
quindi sostituire alla (2.8) una stima per ogni derivata parziale di u di ordine k calcolata in x, e
nella dimostrazione di questa stima si dovrebbe prendere come v I'opportuna derivata parziale
di u.
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1. L’insieme X+ consiste delle funzioni v € L?([0,2]) tali che per ogni u € X vale

2 2
Oz{u;v>:/ uvdx:/ wodz. (3.1)
0 1

Siccome la restrizione di u a [1,2] & un arbitraria funzione L? ottengo che la (3.1) vale per ogni
u € X se e solo se v(x) = 0 per q.o. x € [1,2], ovvero

X+ ={veL*[0,2): v(z) =0 per q.o. € [1,2]}.

Cio detto, ¢ immediato vedere che le proiezioni ortogonali di u € L%([0,2]) su X e X+ sono
rispettivamente u - 1(1,2) € w - 1[g 1

2. Ricordo i seguenti fatti noti: la TdF di e 1*l & 2/(1 + y?), e per ogni u € L' con zu € L' si ha
che —izu = (@), vale a dire Tu = i(u)’. Pertanto

— ! _ 1 ’ —4iy
ze—lzl = Z(e*”") = 2@( 2) = =3 -
l+y (1+y%)

3. a) Che T sia ben definita e ovvio, perche fifs & una funzione misurabile limitata e quindi &
integrabile su [0, 1]. La continuita di 7" nella prima variabile segue dalla stima

1
IT(f1, f2)] < /O il 1fel dz < el LAl

e la continuita di 7" nella seconda variabile segue dal fatto che & simmetrica.

b) Prendo la seguente successione di funzioni:
Jn =11, 1/n) -

Si vede subito che || f,||1 = 1/4/7 e quindi f,, — 0 in X, ma d’altra parte T'(f,, f») = 1 e quindi
non tende a 7'(0,0) = 0.

4. a) Basta prendere v(z) := |z|? = 27 + 3.
b) Utilizzando il cambio di variabile 4 = v + w, mi riconduco a risolvere 1’equazione Aw = 0
con la condizione al bordo w(e') = |t| — 1. Per farlo scrivo la funzione wg(t) := [t| — 1 in serie
di Fourier: i coefficienti di Fourier di wg sono

1 (7 1 (7
Co: wo(t)dt:—/ t_ldt:g_lv
0

27 J_, T

2

1 (" . 1 [T & di .
en = — [ wo(t)e "dt = —/ t cos(nt)dt = apz PO ASPAL
T Jo

2 0 per n pari.

—T

Siccome ¢, = O(1/n?), ho che Y |c,| < +00 e dunque

wnt

T 2 eint 4 g—int s 4 e
wolt) =3 —1-2 > w—zlﬂRe< 2. nz)’

n=1,3,... n=1,3,...

e la serie converge totalmente. Pertanto la funzione armonica w con w(e™% = wy(t) & data da
s 4 x"
w(r)=—-—1—-—Re — |,
m=5-1-gre( ¥ %)
n=1,3,...

e la serie converge totalmente sulla D = {x: |z| < 1}. Infine la soluzione u del problema
originale &

e 4 x’”/
) =v(o) +ule) =l + T 1= Tre (T,
n=1,3,...

5. a) up(x) := 2 — 16 cos’z sin’z = 2 — (2 sin(2x))2 =2+ (62“C — 6_2”)2 = T 4 g4z,
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b) Scrivendo l’eventuale soluzione u in serie di Fourier rispetto alla variabile x, cio¢

+oo

u(t, x) Z cn(t) e (3.2)

n=-—oo

ottengo che i coefficienti di u:(t,-), uwn(t, ) € uz(t,-) sono rispettivamente ¢, (t), ¢,(t) e

—n2c,(t), e quindi le funzioni ¢,, dovrebbero soddisfare il problema di Cauchy

JHag+nty=0, y0)=c,, y(0)=0, (3.3)
0

dove c; sono i coefficienti di Fourier del dato iniziale uy.
Per via del punto a) ho che ¢ = 1 per n = 44 e ¢? = 0 altrimenti, e quindi un semplice calcolo
mostra che le soluzioni ¢, di (3.3)

en(t) = {e2t(cos (\/ﬁt) + % sin (\/ﬁt)) se n = £4,

0 altrimenti.
Dunque, ricordando la (3.2), la soluzione u dovrebbe essere
u(t,z) = 2cos(4z) e " (cos (V12t) + % sin (V12t)),

e in effetti & immediato verificare che questa funzione risolve (P) su R x [—7, 7.

¢) Riparto dal problema di Cauchy (3.3), osservando che le soluzioni dell’equazione caratteristica
associata all’equazione differenziale §j + 49 + n?y = 0 sono

" {—21\/4—712 se |n| <2,

= 3.4
—2 +iw, con wy, := vn? —4 se |n| > 2; (3.4)

1,2 =

un semplice calcolo mostra allora che per |n| > 2 la soluzione ¢, di (3.3) &
2
cn(t) = efzt(cos(wnt) + — sin(wnt)> .
W,
Dunque la soluzione u di (P) dovrebbe essere

+oo

u(t,z) = Z Un(t, ) (3.5)

n=-—oo
dove u,(t, z) == ¢, () €™®; in particolare per |n| > 2 ho che
. 2
Up (t, ) = 2 e e*%(cos(wnt) + — sin(wnt)) : (3.6)
n

Usando questa formula e il fatto che w,, ~ |n| per n — 0o ottengo le seguenti stime asintotiche
per la norma del sup su [0, +00) x R di u,, e delle sue derivate parziali del primo e secondo
ordine:

lunlloo ~lenl,  N(a)illoo ~ l(un)alloo ~ Incpls  Il(un)etlloc ~ ll(un)aalloo ~ [ncpl.

Pertanto, facendo I’'ipotesi che
—+o0

Z n?|d| < +o0, (3.7)

n=—oo
ottengo che la serie di funzioni in (3.5) converge totalmente su [0, +00) x R con tutte le derivate
parziali del primo e secondo ordine, e quindi u ¢ una funzione di classe C? su [0,+00) x R,
2m-periodica nella variabile x, che risolve il problema (P).

Studio adesso il comportamento della soluzione u per ¢ — +0o. Per ogni n con |n| > 2 ho che
wp, > 2 e utilizzando la formula (3.6) ottengo

[t (t, Yoo < 2cple™™
e tenendo conto del fatto che > |, | < 400 € finita,

Z [[un(t, )]oo < 2< Z |Cg|>e2t _ 0(67%)'

|n|>2 [n|>2
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In particolare la funzione
u(t,x) = Z U (t, )
|n|>2

tende a zero per ¢ — +00, uniformemente in x.

Considero ora il comportamento individuale dei rimanenti addendi della serie che definisce la
soluzione u, vale a dire u,, con n =0, £1, £2. Per n = +1, £2 le soluzioni A} , dell’equazione
caratteristica date in (3.4) sono reali e strettamente negative; quindi i coefficienti ¢, (¢), essendo
combinazioni lineari di e ed e*2*, tendono a 0 per t — +o0, e pertanto uy, (¢, z) = ¢, (t) e"*
tende a 0 uniformemente in z. Invece per n = 0 si ha che ¢y(t) = ¢o e quindi ug(t, z) = co.
Mettendo insieme quanto detto otteniamo che, per ¢ — 400, la soluzione u(t,x) tende a cg
uniformemente in z; in particolare tende a 0 (uniformemente in z) se e solo se ¢y = 0.

. a) Osservo che la norma

Ldx

Hfa||§=/R\fa(x)|pdx:2 &

P

e finita se e solo se ap < 1, e dunque f, € L?(R) seesolosea<lel <p< 1/a.

b) Se a < 1/2 allora 2 < 1/a e dunque f, € L?, e in tal caso, per quanto visto a lezione f, * f,
& una funzione continua e limitata (anzi, infinitesima all’infinito). Invece per a > 1/2 ho che

1
fa*fa(O):/Rfa(()—t)fa(t)dt:Q | ti—i:—koo,

e quindi f, * f, non & una funzione limitata.

. a) La funzione || - ||x &1 omogenea. Data u funzione misurabile su E, A # 0, e uy, uz funzioni
misurabili su E tali che u = uq + us, ho che

IAullx = Aur + Mallx < M llp, + [Auzllp, = (Al (lullp, + luzlp,)
e prendendo 'inf su tutte le coppie u;, us ammissibili ottengo
[Aullx < [A[fluflx -

Applicando questa stessa disuguaglianza con Au al posto di u e 1/X ottengo

che insieme alla stima precedente da

Aullx = Al x -

\

La funzione || - ||x ¢é subadditiva. Prese u, v funzioni misurabili su E e wuj,us,v1,ve funzioni
misurabili su F tali che u = u; + us € v = v1 + v ho che

utvllx = [[(u1 4+ v1) + (uz + v2)l|x
< ua + vrllp, + luz + v2llp,
< (lluallpy + lluzllp,) + (lorllpy + llv2llp, )
e prendendo 'inf su tutte le quadruplette uy, usz, v1, vo ammissibili ottengo
lu+vllx < Jlullx +[lv]x -

lul|x =0 se e solo se u=0 g.o. Il “se” & ovvio, passo quindi al “solo se”. Se |lu||x = 0 posso
trovare una successione di coppie di funzioni u,, 1, up 2 tali che v = 4, 1 + u,,2 per ogni n e

”unJ |P1 + Hun72||P2 — 0 per n — co.

Ma allora u, 1 tende a 0 in LP1(E) € up 2 tende a 0 in LP?(E). In particolare, a patto di passare
ad un’opportuna sottosuccessione, u, 1(x) = 0 € uy 2(z) — 0 per q.o. x € E. Da questo segue
che u(z) = 0 per q.o0. z € E.
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b) Divido la stima in due casi, cominciando da |t;| > |t2|. In questo caso |t1 + ta] < 2|t1] e
quindi
gty +t2) = |t1 + t2|P* Alt1 + to]P?
S 2P|ty [Pr A 2P2 [t P2 < 2P [ [P < 2P ([ [P+ [E2]P?)
Analogamente per |t1] < |t2| si dimostra che
gt +t2) < 272 (| + [t2/)
e dunque la stima desiderata vale con C' = 2P2.

¢) Sia w una funzione misurabile su E. Pongo allora
F={ze€E:|u@)|>1}, w:i=u-lp, uri=u-lpp,
e osservo che, per via della scelta di F' e della definizione di g,

Hm%+WM$=/W@WM+/ () P2
F E\F

=Aawmm+éwmwmm=/mwmm,

E

e questo dimostra che se [, g(u(x))dx & finito allora le norme |u1l,, € [Juz||p, sono finite, e
quindi, tenuto conto che u = u; + ug, anche ||ul|x € finita.

Viceversa, se ||ul|x € finita posso trovare u; € LP'(E) e ug € LP2(E) tali che u = u; + ug, €
usando la stima al punto b) ottengo

émmwmﬂaéﬂmw+wwnm
<C [ @l + sl de = C(Jully; + uallz).
E

da cui segue che [}, g(u(z)) dz & finito.

d) Sicome X = LP* + L[P2 e in questo caso LP2 C LP', ho che X = LP'. Dimostro ora
I’equivalenza delle norme, vale a dire che esistono delle costanti ¢ e ¢’ tali che per ogni u € LP*
vale
M Mullx < llullp, < clluf
X = P> X -
La prima disuguaglianza ¢ ovvia, e anzi vale con ¢/ = 1. Riguardo alla seconda, considero uy, uso
tali che u = uy + us e ricordo che
o 1
[uzllp, < [E|* [lugllp, cona:=———
P P2

(disuguaglianza vista a lezione); quindi
[ullp, < lllpy + lluzllp, < C(llullp, + luzllp,)  con c:=max{1,|E|"},
e prendendo 'inf su tutte le coppie u1, us ammissibili ottengo infine
[ullp, < ellullx -
e) Devo far vedere che ogni successione di Cauchy w, in X ammette limite. Come visto a

lezione parlando della completezza di L?, mi basta dimostrare che una sottosuccessione di u,,
converge, e scelgo la sottosuccessione in modo che

ltn — tn—1]lx <27 pern=1,2,.... (3.8)

Posso inoltre supporre che u,, = 0.

Voglio ora scomporre ogni u, come u, = Uy, + Uz, in modo che (u; ,) sia una successione di
Cauchy in LP'(E) e (ug,,) sia una successione di Cauchy in LP?(E). Per farlo osservo che, per
via della (7.3), posso scomporre ogni u, — U,_1 come

Up — Un—1 = Vin + V2,n (39)

con
[vinllpy + [[v2,nllp, < 2! (3.10)
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pongo quindi

n n
Ulp = E Vim, U2n = E V2,m -
m=1 m=1

Usando (3.9) e il fatto che up = 0 ottengo che u,, = u y + uz ,, mentre la stima (3.10) implica

o0 oo oo
Z lut,n = urn—1llp, + Z [tz — u2n—1llp, < Z 217" < 400,
n=1 n=1 n=1

da cui segue che (u1,) e (u2,) sono successioni di Cauchy in LP*(E) e LP?(E) rispettiva-
mente, e quindi convergono (in questi spazi) a delle funzioni u; o € u2,. Da questo segue
immediatamente che u,, converge in X a o := U100 + U2,00 (pPer dimostrarlo basta usare che
[un — toollx < [Ju1,n — ut,e0llpy + llu2,n — u2,00llps)-

. a)Datau € X = X (R, 1,2) la scrivo come u = uj +ug con u; € L'(R) e ug € L*(R), e definisco
la TdF di u come
Fxu = Frug + Fous,
dove .7 e F5 denotano le TdF su L! e L2, rispettivamente; siccome .%;u; appartiene a L>(R)
e Fous appartiene a L2(R) ¢ chiaro che Fxu appartiene a X' = X (R, 2,00).
Per prima cosa devo far vedere che questa definizione ¢ ben posta, vale a dire che non dipende
dalla specifica scomposizione di u: presa infatti un’altra scomposizione u = u} + w4 ho che
uy — uy = uby — us
e in particolare queste due funzioni appartengono a L' N L?; quindi, ricordando che .#; e %,
coincidono su L' N L2,
(«?1161 + 332“2) - («gzlull + ng21/2) = F1(u1 —uy) — Fa(uy —uz) = 0.
La linearita di .%x ¢ immediata.
Per quanto riguarda la continuita mi basta osservare che presi u; e us come sopra vale

[Fxullx < [ Fr1uilloo + | Fauzlla < llurlls + V27 [luglla < V27 (Jlually + [Juzll2)
e prendendo l'inf su tutte le scelte di u; e us ammissibili ottengo
[Fxullx < V2 |jufx .

b) Per quanto fatto nell’esercizio precedente, una funzione misurabile u su R appartiene a X
se e solo se 'integrale fR g(u) dzx & finito, dove g & la funzione

[tl per [t] = 1,
[t|*> per [t| < 1.

g(t) = [t ATt = {

Osservo quindi che se u(z) := 1/|z|* allora

d d ta too g
fooi= [ o] el [ ]
R |z|>1 |z |z|<1 |z| o ¥ 1 T

equindiueXseesolose%<a<1.

¢) Fissato % < a <1, per ogni r > 0 pongo u, := u-1[_,,], e osservo che le funzioni u, sono in

L' e soddisfano o
9 dx 2
||u_ur||2 _2/7- ﬁ - (20,—1)7"2(1_1 r~>—+>ooo’
e dunque u, converge a u in L? per r — 4o00; di conseguenza .#ju, converge a Fxu in L?,
e passando ad una opportuna sottosuccessione di r, converge anche puntualmente q.o. Posso
quindi trovare .Zxu(y) calcolando il limite puntuale di .#1u,(y), sperando che tale limite esista
almeno per q.o. y. In effetti per y # 0 vale che

r—iyx r 2 rly| ¢
Frup(y) = / ¢ " ge= 2/ cos(yx) do = — / cost .
. o |zl lyl*== Jo e

(nell’ultimo passaggio ho usato il cambio di variabile t = yx) e quindi
c

Ixuly) = lim Fru(y) = e
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dove la costante ¢ ¢ data da

S cost T gint
c:i=2 lim [ Xlgr= 2a/ SRt (3.11)
s—+oo Jq tae 0 ta+1

Qui servono alcune precisazioni:

e la funzione f(t) := cost/t* appartiene a L'([0, s]) per ogni s > 0, ma non a L!([0, +00)) e
quindi il limite in (3.11) potrebbe non anche esistere, e comunque non pud essere scritto
come fooo f(t)dt (a meno di non resuscitare la definizione di integrale improprio);

e la funzione h(t) := sint/t*T! appartiene a L!([0, +00)) perché |h(t)] ~ 1/t* per t — 0 e
|h(t)] = O(1/t1+4) per t — +o0, e quindi il secondo integrale in (3.11) esiste ed & finito;

e per dimostrare la seconda uguaglianza in (3.11) osservo che per ogni 0 < s’ < s < oo vale

% cost s % sint
dt = + a/ —dt
/S/ t(l s’ ry t(l,-‘rl

(si tratta di un’integrazione per parti); passando al limite per s’ — 0 ottengo

S cost sin s % sint
o dt: a —I—a ﬁdt,
o t s o t

e passando al limite per s — 400 ottengo la seconda uguaglianza in (3.11).

sint
t[L

COMMENTI

Esercizio 1. Avendo intuito cos’@ X, si pud risolvere I’esercizio in modo piti elegante di quanto
fatto sopra. Per la precisione si indica con X' il sottospazio delle funzioni v € L? = L?([0, 2])
tali che v(z) = 0 per q.o. = € [0,2] e si osserva che X’ C X~ e che si pud scomporre ogni u € L?
come
u=wup+uz con up:=u-lpqy, uz:=u-1p9.

Siccome u; € X' e us € X, se ne deduce immediatamente che L? = X 4+ X', da cui segue
che necessariamente X’ = X (e che X & un sottospazio chiuso) e che u; e us sono proprio le
proiezioni ortogonali di u su X+ e X, rispettivamente.

Esercizio 1. Da quel che hanno scritto, sembrerebbe che diversi dei presenti non hanno chiara
la distinzione tra proiezione e proiezione ortogonale. Per la precisione, alcuni hanno scritto che
siccome ug := u - 11 o) appartiene a X, allora la mappa u +— uz ¢ la proiezione ortogonale di
L? su X, mentre & solo legittimo dedurne che u — ug & una proiezione di L? su X; per avere
che & la proiezione ortogonale serve anche far vedere che u —uz L X, ovvero che up := u- 11 g
appartiene a X*.

Esercizio 3a). Diversi dei presenti hanno dimostrato che T'(f1, f2) € ben definito scrivendo

/01f1f2d$

Ad essere pignoli questa giustificazione non & corretta, perché il punto non ¢ tanto stimare
I'integrale quanto dimostrare che esiste ed ¢ finito. Scrivendo invece

1
[ 18l ds < Ul

< fillooll f2loo -

si dimostra che la funzione f;f> ¢ in L! e quindi fol f1f2 dx esiste ed é finito.

Esercizio 4b). Moltissimi dei presenti hanno fatto errori pitt o meno gravi nel calcolo dei
coefficienti di Fourier della funzione |¢|. Alcuni hanno dimenticato di calcolare a parte cp, altri
hanno ottenuto coefficienti complessi (mentre i coeffcienti di una funzione pari e reale sono
tutti reali) e infine alcuni hanno ottenuto coefficienti non sommabili (mentre i coefficienti di
una funzione C! a tratti con valori uguali agli estremi 47 sono sempre sommabili).

Esercizio 5¢). Si puo far vedere che sotto ipotesi (3.7) la soluzione u definita dalle formule
(3.5) e (3.6) & in realtd una soluzione del problema (P) su tutto R x [—m,7]. In effetti, fissato
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un qualunque T € R, & possibile stimare come segue la norma del sup su [T, 4+00) x R di u,, e
delle sue derivate parziali del primo e secondo ordine:

[ S 1

1(un)ellos ~ 1l(un)ellos ~ e~ |ncy],
[ (wn)ttlloo ~ [l (Un)aalloo ~ 6_2T|n2091 .
Esercizio 6a). Diversi dei presenti hanno sbagliato questo punto, che & una questione di integrali
improprio elementari. Si tratta di un errore grave.

Esercizio 6b). In effetti si pud far vedere un risultato pin forte, vale a dire che per a > 1/2 la
funzione f, * f, non appartiene a L (R). Per la precisione si ha che f, * f, ha valori finiti ed
¢ continua per x # 0, e tende a +0o per x — 0.

Esercizio 6b). Diversi dei presenti hanno dimostrato che f; f, & continua e limitata per a < 1/2
in modo assai involuto, vale a dire dicendo che f, appartiene a LP N L? per un qualche p e per
q esponente coniugato di p, senza pero dire esplicitamente di che p si tratta.

Esercizio 7a). Nel dimostrare che ||u||x = 0 implica u = 0 q.0., quasi tutti quelli che ci hanno
provato hanno dato per scontato che esistono uq e ug tali che u = w1 +ug € ||u1]lp, = ||uz|lp, =0,
vale a dire che 'estremo inferiore nella definizione della norma || - ||x ¢ in realtd un minimo.
Ma questo ¢ proprio quello che si chiedeva di dimostrare qui.

Esercizio 7a). Sarebbe tutto piu semplice sapendo che I'estremo inferiore nella definizione della
norma || - ||x € un minimo. In effetti lo &, ma la dimostrazione richiede nozioni che vengono
insegnate nel corso di Istituzioni di Analisi.

Esercizio 7c). Alcuni dei presenti hanno scritto che la finitezza di [}, g(u) dx equivale a dire che
almeno una tra ||ul|p, e ||ul/p, ¢ finita, mentre non & questo il caso. In effetti la definizione di g
implica che

[ s = [ ju@p Auap dx<min{ | @ a. [ dx},

ma non e detto che valga 1'uguaglianza.

Esercizio 7e). Una dimostrazione alternativa (e pit naturale di quella scritta sopra) potrebbe
essere la seguente: data (u,) successione di Cauchy in X, per ogni € > 0 esiste n. tale che per
ogni n,m > n. vale

lun — uml|lx <e;
quindi, ricordando la definizione di || - || x, posso trovare delle scomposizioni u,, = u1 4, + Uz, €
Um, = U1,m + U2,y in modo tale che

||U1,n - ul,m”pl + ||u2,n - u2,m||p2 <ég,
da cui segue che (u1,,) € (u2,,) sono successioni di Cauchy in LP'(E) e LP?(E), rispettivamente,

e dunque convergono a degli opportuni u; o € U2 o0, €cC.
Ma questa dimostrazione non funziona! (Lascio agli interessati scoprire il perché.)

Esercizio 8¢). La dimostrazione data sopra & leggermente imprecisa dove scrivo che “u,. converge
au in L? per r — +o0o e di conseguenza .#u, converge a .Zxu in L?”, e 'imprecisione sta nel
fatto che le funzioni u, e u non appartengono a L?. La versione corretta sarebbe la seguente:
“4u, —u converge a 0 in L? per » — +00 e di conseguenza Fiu, — Fxu = Fo (u, — u) converge
a 0in L?”. Da questo si deduce comunque che, passando ad un’opportuna sottosuccessione di
r, F1u, converge a Fxu q.0.
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1.

Indico con B il quarto di cerchio dato dall’intersezione di () con il cerchio di centro 'origine e
raggio 1; siccome la funzione | f|P ha sempre integrale finito su @ \ B ne segue che f appartiene
a LP(Q) se e solo se appartiene a LP(B). Osservo poi che, usando le coordinate polari (e il
teorema di Fubini),

i = [ s d
Le(B) = Jp (xt + xd)p
7T/4 pa
(pcost
-/ / S pdpas
((pcosB)* + (psinf)*)

(cos @)Pe 1 dp
- i, 40 — ]
0 (cos49 + sin“0)P o ppld—a)

1 i

Osservo ora che I'integrale I e sempre finito e strettamente positivo perché la funzione integran-
da ¢ bene definita, continua, positiva e non identicamente nulla su tutto Uintervallo [0, 7/4].
Ne segue che f appartiene a LP(B), ovvero a LP(Q), se e solo se l'integrale IT ¢ finito, vale a
dire se e solo se p(4 — a) < 2, ovvero se e solo se a > 4 — 2/p.

Volendo includere anche il caso p = 400, si vede subito che f € L>(Q) se e solo se a > 4.

Ricordo che

. :Zz” per ogni z € C con |z| < 1,

e la serie converge totalmente su ogni insieme {z: |z| < m} con m < 1. Ne segue che

1 1 +oo 6inz
flx)==- . = per ogni x € R,

_ +1
2 1—enj2 L 2m

e la serie converge totalmente su R e quindi converge anche in L?(—m,7); quest’ultima
osservazione dimostra che quella scritta sopra & anche la serie di Fourier di f.

Comincio con un lemma: dato j = 1,...,d e data v : R* = C funzione di classe C' tale che v
e la derivata parziale Djv appartengono a LY(RY), allora

Dju(y) = iy; v(y) per ogniy € R, (4.1)
Dimostro questa formula per j = 1, riconducendomi all’analogo risultato in dimensione 1.
Comincio con 'osservare che per ogni @’ = (xa,...,24) € R?"! la funzione di una variabile

wy(11) := v(x) & di classe C*; inoltre, per via del teorema di Fubini, w, e i,/ appartengono
a L'(R) per quasi ogni 2’ € R¥~!, e quindi

—

Wy (y1) = 191 Wy (y1) per ogni y; € R. (4.2)
Preso y € R? e posto y' := (ya, - ., ya) ho che

5;)( )= Dlv( Ye T dy

Dlv (21 e~ T gy Ve~ W gyt
7
Rd—1
. A ’
= Wy (11) eV dzy Je™ " da’
ri-1 \ JR
. . ’
i1 Wy (11) eV dxy Je " da’
Rd—1
o L !
:zyl/ (/ xl,x’)e”llwldwl)ely *dy!
Rd—1

=1y / v(z) e VT dr = iy 0(y) -

d

Esl
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(Nel secondo passaggio ho usato il teorema di Fubini e l'identithy e~ = ¢~ 11 g=" 2" pe]
terzo l'identitd Div(z1,2") = Wy (x1), nel quarto l'identita (4.2), nel quinto la definizione di
wy, e infine nel sesto di nuovo Fubini e I'identita e~ = =11 e_iy/'””/.)

Utilizzando la formula (4.1) ottengo subito che

—~ —

Vu=iu®y, divu=iu-y.
(Ricordo che dati a, b vettori, a ® b & la matrice con componenti (a ® b) jx = a;bs.)

. a) Ricordo che

I:u»—)/ud:c
R

¢ un funzionale lineare continuo su L!(R), quindi Y = I71(0) & un sottospazio chiuso di L!(R),
e pertanto la chiusura di X deve essere contenuta in Y.

Resta da dimostrare l’inclusione opposta, vale a dire che per ogni funzione u € Y esiste una
successione di funzioni u,, € X che converge a u in L'(R). Siccome C°(R) & denso in L(R)
(fatto noto), posso trovare una successione v, € C°(R) che converge a u in L'(R), e la voglio
modificare in modo da ottenere una successione du funzioni con integrale nullo. Per farlo scelgo
una funzione w € C(R) con I(w) =1 e pongo

Up = vp — I(vp) w.
E chiaro che u, appartiene a C>°(R) e che
I(un) = I(vn) = I(vn) I(w) =0,
ovvero u, appartiene a X. Inoltre, siccome I(v,) converge a I(u) =0,
[[1(va) wl|, = 11 (va)l [Jw]ly =0,

da cui segue che u,, converge a u in L'(R).

b) Dimostro che la chiusura di X in L?(R) @ tutto lo spazio, ovvero che X & denso in L?(R).
Siccome C°(R) ¢ denso in L?*(R) (fatto noto) mi basta dimostrare che X ¢ denso in C°(R)
rispetto alla norma L2. Data dunque u € C°(R), prendo la funzione w come sopra e per ogni
6 > 0 pongo
us :=u—I(u)ws dove ws(z):=dw(ox)
=1

E chiaro che us appartiene a C°(R), e siccome I(w;) (w) = 1 (si tratta di un semplice

cambio di variabile nell’integrale) allora
I(us) = I(u) — I(u) I(ws) = 0,

ovvero us appartiene a X. Infine us converge a u in norma L? per § — 0 perche |Jws|l2 — 0
(anche questo segue da un semplice cambio di variabile).

. Scrivo w in funzione di una nuova incognita v scelta in modo che le condizioni al bordo in (P)
si trasformino in v(¢,0) = v(t,7) = 0 e v soddisfi sempre I'equazione del calore. Una possibilita
& prendere

u(t,x) = v(t,z) + tz + g(x)
con g scelta in modo tale che
e g(0) = g(n), in modo che v soddisfi v(¢,0) = v(t,7) = 0;
e j(x) =z, in modo che v soddisfi v; = vy,
Si vede subito che una funzione g che soddisfa queste condizioni &

Usando il cambio di variabile summenzionato ottengo che in effetti v risolve il problema (P’)
dato dall’equazione v; = vy, con le condizioni al bordo v(¢,0) = v(t,7) = 0 e la condizione
iniziale v(0,x) = —g(z).
Discutere l'unicita e 'esistenza per il problema (P) equivale a discuterle per il problema (P'),
cosa che faro in seguito.
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a) Unicita. Sia v : [0,T) x [0,7] — R una funzione continua, di classe C! in t e C? in x su
(0,T) x [0, 7], che risolve (P’"). Scrivo v(t,-) in serie di sin(nz) per ogni ¢t € [0,T), vale a dire

oo 2 T
o(t,z) = Z b(t) sin(nz) con b(t) := —/ v(t, z) sin(nzx) dx .
n=1 T Jo
La funzione b,, ¢ continua su [0,T"), differenziabile su (0,7, e la derivata vale
/ 2 [T :
b, (t) = — ve(t, ) sin(nx) dz
T Jo

™

2 s
= 7/ Vg (t, ) sin(nx) dz
0

2n? [T . 9
=—— [ w(t,z) sin(nz) de = —n“b,(¢).
™ Jo
(Nel primo passaggio ho usato il teorema di derivazione sotto il segno di integrale, nel secondo
ho usato che v; = v, nel terzo ho applicato la formula di integrazione per parti per due volte,
tenendo conto delle condizioni al bordo soddisfatte da v.)
Infine b, (0) sono i coefficienti della serie in sin(nz) di —g(z), vale a dire
1 [ 2(—1)n+1
b, (0) = “3n /. (23 — 7%z) sin(nx) dz = %
(Ho calcolato I'integrale integrandolo per parti tre volte.)
Dunque la funzione b,, risolve il problema di Cauchy

: 2
y=-ny
{y<o>2<;;"“ 3

e quindi ¢ univocamente determinata. Ne segue che anche v ¢ univocamente determinata.

b) Risolvendo il problema (4.3) ottengo

e quindi la soluzione v dovrebbe essere data da

e _1\n+1 5
u(t, ) = Z %e_” tsin(nx) . (4.4)

vn(t,x)

Trattandosi dell’equazione del calore, mi aspetto che la soluzione esista per tutto I'intervallo
temporale [0, +00); verifico in effetti che la funzione v data sopra

(i) & ben definita e continua su [0, +00) X R;

(ii) ¢ di classe C! in x su [0, +00) x R;
(iii) ¢ di classe C? in z e di classe C! in ¢ su (0, 4+00) x R, e soddisfa 'equazione v; = v,y
(iv) soddisfa le condizioni al bordo v(¢,0) = v(t,7) = 0 e la condizione iniziale v(0, ) = —g(x).
Per dimostrare I’enunciato (i) osservo che le funzioni v,, in (4.4) sono di classe C* e soddisfano

2
||Un||L°°([O,+oo)><]R) S 57

e quindi la serie in (4.4) converge totalmente su [0, +00) x R.
Per dimostrare (ii) osservo che le derivate parziali (v, ), sono
2(—1 n+1 o
(Un)z = % e " tcos(nx),
quindi

2
H(”n)wHLm([o,Jroo)xR) = n2’
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da cui segue che la serie delle (v,), converge totalmente su [0,400) X R e di conseguenza u &
di classe C! in 2 su [0, +00) x R.
Per dimostrare (iii) osservo che

2(=1)" 2

(vn)t = (Vn)ax = - e " 'sin(nx),

quindi per ogni § > 0 vale che

H(Un)t = (Un)x$||LOC([6,+oo)XR) <-—e >

da cui segue che la serie delle derivate parziali (v, ); = (V)2 converge totalmente su [0, +00) xR
per ogni d > 0, e di conseguenza u & di classe C? in 2 e C* in ¢ su (0, +00) x R. La convergenza
totale implica inoltre che v; = vy, .

L’enunciato (iv) & immediato.

a) Presi u,v € X ho che
(Tu;v>:/ iwodt = W—/ iut_')dt:/ wiv dt = (u; Tv).
0 0 0 0

(Nel secondo passaggio ho integrato per parti; nel terzo ho usato il fatto che w(0) = u(mw)
e v(0) = v( ) per far vedere che il termine “di bordo” dell'integrazione per parti ¢ nullo, e
lidentita v = 0.)

v

c¢) Gli autovettori di T sono soluzioni non banali sull’intervallo [0, 7] del problema

W= Au
{u(O) = u(m) (4.5)

(la condizione al bordo esprime il fatto che u appartiene a X). Le soluzioni dell’equazione
differenziale in (4.5) sono della forma

—iAt

u(t) = ae con a € C,

e per a # 0 la condizione al bordo in (4.5) & soddisfatta se e solo se 1 = e~**"_ ovvero A = 2k
con k € Z. Pertanto una famiglia di autovettori di 7" con norma L? uguale a 1 &

7= { e hen);

trattandosi di autovettori corrispondenti ad autovalori differenti queste funzioni sono automa-
ticamente a due a due ortogonali, e quindi .# & un sistema ortonormale in L2.

Per vedere che . & un sistema ortornormale completo, e quindi una base di Hilbert, basta
procedere come per la base utilizzata nella serie di Fourier, osservando che Span(%#) ¢ una
sotto-algebra delle funzioni continue C(K,C) dove K ¢ lo spazio ottenuto identificando gli
estremi dell’intervallo [0, 7], inoltre Span(.%) & chiusa per coniugio e separa i punti di K e per-
tanto il teorema di Stone-Weierstrass ci dice che ¢ densa in C(K, C); partendo da quest’ultimo
fatto si ottiene che & densa anche in L?(0, ).

b) Per quanto visto al punto precedente T' ha sia autovalori positivi, che negativi che nulli, e
quindi non & semidefinito (né negativo né positivo).

. a) Devo far vedere che la funzione g(h) u(x — h) u(z) appartiene a L'(R?). Osservo dunque che
detto (-; -) il prodotto scalare in L?(R),

/RQ l9(h) u( — h)u(z)| de dh = /R 9(h)| Ju( — )| dh) lu(z)]| da
(Ig| * |ul()) |u(z)| da

= (lgl = ul s [ul) < [[lgl = [ull], f[lulll, < gl lulls < +oo.

(Nel primo passaggio ho usato il teorema di Fubini per funzioni positive, nel quarto la disugua-
glianza di Cauchy-Schwarz in L2, nel quinto la stima per la norma del prodotto di convoluzione
di una funzione L? e di una funzione L'.)

%\w?\

~
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b) Ripetendo i passaggi fatti al punto precedente ottengo che F(u) = (g * u; u) e quindi

Plu) = {g v uiw) = o (7703 ) = 55 0) = - [ ) la(w) P dy.

(Nel secondo passaggio ho usato il fatto che la TdF & un’isometria su L?(R) a meno di un fattore
1/(2m), nel terzo ho usato la formula per la TdF del prodotto di convoluzione—quest’ultima &
stata dimostrata a lezione per fattori in L' ma puod essere facilmente estesa per densita anche
al caso in cui uno dei fattori ¢ in L! e I'altro in L2.)

¢) Utilizzando la formula ottenuta al punto precedente si vede che T & definito positivo se § &
reale e strettamente positiva (ricordo che § & una funzione continua a valori complessi).

Come fatto nel caso in cui D & un disco, identifico R? con il piano complesso C e cerco la
soluzione wu tra le funzioni che si scrivono come somma di una funzione olomorfa e di una
funzione anti-olomorfa definite sulla corona circolare D. Ricordo inoltre che tali funzioni si
scrivono in serie di Laurent, cioé come serie in z™ e z", rispettivamente, con n che varia in Z.
In altre parole cerco u della forma '

z) :=ag+ E anz"™ + E bpz™". (4.6)
n€”Z, n#0 n€Z, n#0
Scrivo quindi le funzioni u(e?) e uz(2e%) in serie di Fourier, cioe
zO) _ E CLneznO , Ug 2620 E Co ne
neEZ nez
e ricordo che essendo u; e uy funzioni di classe O, le due serie convergono totalmente, cioe
Sleral < o0, Y fesl < +o0. (4.7)
nez nez

Osservo quindi che le identitd u; = u su Sy e up = u su S si riscrivono come u; (e?) = u(e')
e u(2e?) = u(2e") per ogni 6, ovvero

Y cine™ =ag+ > (an+bn)e™,

nez n€”Z, n#0

§ in6 § n -n in6
C2.n€ =ap + (2 an + 2 bn)e 3

nez n€Z, n#0

e dunque sono implicate dal (e in effetti sono equivalenti al) seguente sistema di equazioni nelle
incognite a, e by:
n —n :
€10 =C20=00, Cip=0+by, Ccopn=2"a,+2""b, (perognin#0).
Suppongo ora che ¢, = 2,0 (il caso ¢1,9 # c2,0 lo considero dopo). In questo caso il sistema
sopra e risolubile e le soluzioni sono
_ —c _ 2n62,n —Cin b, — 4ncl,n —C2n
apg = C1,0 = €2,0, an—74n_1 , "_74"—1

Resta da verificare che con questi coefficienti le due serie di Laurent in (4.6) convergono total-
mente su D; questo implica automaticamente che le due serie definiscono funzioni continue su
D e olomorfe/anti-olomorfe all’interno di D, e che quindi la funzione v & definita e continua su
D e armonica all’interno di D. Mi limito alla prima delle due serie (la seconda & analoga):

S an"lemioy = 3. 2 anl + 3 Jas|
n=1 n=1

ne€Z, n#0
< E ( ‘ 2n| 2" |Cln) E ( 2 | 27n| 1" |Cl 771‘)7
4qn = qn

e la finitezza delle ultlme due serie segue dalle stime in (4.7).

Infine nel caso in cui ¢1 g # c2,0 modifico la formula (4.6) che definisce la funzione u aggiungendo
clog|z|, con ¢ da scegliere opportunamente (ricordo che log|z| & una funzione armonica).

I La scelta dell’esponente —n invece di n nella seconda serie & stata fatta solo per semplificare alcune formule in

seguito.
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COMMENTI

e Esercizio 2. Molti dei presenti hanno semplicemente scritto f(x) come serie, senza preoccuparsi
di spiegare in che senso la serie converge e perché dovrebbe essere la serie di Fourier, ma anche
se non sembra, quest’ultimo passaggio richiede una qualche spiegazione (si pensi solo che &
possibile trovare una serie > ¢,e™* con coefficienti non tutti nulli che converge puntualmente
a 0 per quasi ogni x—chiaramente la successione dei coefficienti ¢, non appartiene a ¢2 e tale
serie non ¢ la serie di Fourier della funzione 0).

Cio premesso, questo errore non e stato considerato grave.

e Esercizio 3. Diversi dei presenti hanno scritto formule pit 0 meno giuste per le TdF di Vu
e divu, senza pero dare alcuna dimostrazione, neanche parziale. (Ho apprezzato le poche
dimostrazioni date, anche quelle parziali.)

o Esercizio 4a). Molti dei presenti hanno dimostrato che la chiusura di X & contenuta in ¥ (cosa
che peraltro segue immediatamente dalla continuita dell’integrale) ma non che i due insiemi
coincidono, che invece era la parte significativa di questo esercizio.

e Esercizio 4a). Diversi dei presenti hanno scritto che se una successione di funzioni u,, € L!(R)
. . 1 9.
converge quasi ovunque ad una funm.one u€eL (]R), allora l'integrale fR Uy, dx converge a fR u dx
per convergenza dominata; in particolare alcuni hanno anche specificato che la dominazione
usata & |u| + |u,|, mentre una dominazione non pud dipendere da n. Si tratta di un errore
grave.

e Esercizio 4b). Alcuni dei presenti hanno dimostrato il risultato facendo vedere che la chiusura
di X in L*(R) contiene la base di Haar di L?(R). C’¢ perd problema: la dimostrazione del fatto
che la base di Haar ¢ una base di Hilbert di L?(R) & stata solo accennata a lezione e quindi non
puo essere data per scontata; in particolare visto che uno dei punti chiave, che ¢ anche il punto
chiave di questo esercizio, era stato omesso.

e Esercizio 5. La maggior parte dei presenti ha utilizzato un cambio di variabile diverso da quello
proposto sopra ma molto naturale, vale a dire

u(t,x) = v(t,x) + at,

riducendosi a discutere il problema (P”) dato dall’equazione vy = v, — 2 con le condizioni al
bordo v(t,0) = v(t,7) = 0 e la condizione iniziale v(0,2) = 0.

Siccome la rappresentazione della funzione —x in serie di sin(nz) ha coefficienti a,, = =—",
scrivendo v(t, -) in serie di sin(nx) come sopra si ottiene quindi che i coefficienti b, (t) risolvono
I'equazione differenziale ¢y = —n2y + a,, con la condizione iniziale y(0) = 0, e dunque

(1—e ).

In particolare b,, ¢ univocamente determinata, e lo stesso vale per la soluzione v. Per quanto
riguarda ’esistenza, la soluzione dovrebbe essere data dalla serie

2(_1)71

2(=1"
n3

ba(t) = (1 —e™"") =

v(t,x) = Z 2(;;)71 (1- e_”zt) sin(nx) .

vn(t, )

In effetti ¢ facile verificare che v & una funzione ben definita e continua su [0, +00) x R, soddisfa
le condizioni al bordo e la condizione iniziale in (P”), & di classe C! in x su [0, +00) x R, ed &
di classe C! in ¢ su (0, +00) x R.

Il problema & far vedere che v & anche di classe C? in x su (0, +00) x R e soddisfa 'equazione
VUt = Vg — , infatti non si vede come dimostrare la convergenza uniforme della serie delle
derivate seconde

2(_1)n+1

(Un):vw - n

(1- e_"zt) sin(nz) .
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Un modo per aggirare questo problema consiste nell’osservare che

21" Loa_ o
nz::l 3 81n(nx):6(x —rz),

cosa che si puo intuire osservando che, formalmente, la derivata seconda della serie a sinistra

dell’'uguale ¢ la serie della funzione x, mentre g(x) := %(2® — 72z) & l'unica funzione tale che

6
§(x) =z e g(0) = g() = 0.
Pertanto conviene definire v in modo leggermente diverso, vale a dire

St _1\n+1 5
v(t,x) == g(z) + Z %67” Psin(nz) .

w(t, )
Ora e facile vedere che la serie a destra dell’'uguale definisce una funzione w che & continua su
[0,+00) x R, C*in t e C? in = su (0,+00) X R, e soddisfa w; = w,,; dunque v ha la stessa
regolarita di w e soddisfa vy = wy = Wyy = Vg — § = Vgy — T

Esercizio 5b). Diversi dei presenti che hanno usato approccio illustrato al punto precedente,
messi davanti al fatto che la serie delle derivate parziali (v, )z, non converge totalmente hanno
concluso erroneamente che la soluzione v non esiste. L’unica dimostrazione di non esistenza
che mi viene in mente consiste nel far vedere che i coefficienti della derivata seconda v, vale a
dire —n2b,,(t), non sono in £ per alcun ¢ > 0. Ma questa dimostrazione non si applica a questo
caso, visto che —n2b,(t) = O(1/n).

Esercizio 5b). Quasi tutti i presenti che hanno affrontato questo esercizio hanno ottenuto una
formula che esprime la soluzione v come una serie di funzioni regolari v,, e hanno quindi
dovuto dimostrare che v ha la regolarita necessaria e risolve effettivamente 1’equazione alle
derivate parziali in oggetto. Diversi dei presenti hanno cercato di dimostrare tale regolarita a
partire dalla convergenza puntuale della serie delle derivate parziali rilevanti (vale a dire (vy, )y,
(n)z, (Un)zz), oppure da una convergenza che ¢ uniforme/totale nella variabile z, ma non in ¢.
Come gia spiegato in precedenza, questo approccio ¢ completamente errato.

Esercizio 6¢). Per dimostrare che # ¢ un sistema ortonormale completo si pud anche osservare
che il cambio di variabile t = 1 (z+) portaz € [—m, 7] int € [0, 7] e trasforma (per composizio-
ne) LZ(0,7) in L&(—m, ), portando la funzione #62’“ in .Z nella funzione %ei’”. Dunque
Span(.#) viene portato nei polinomi trigonometrici, che com’® noto sono densi in L&(—, );

ne segue che Span(.%) deve essere denso in LZ(0, ).

Esercizio 6. Nell’affrontare i punti b) e ¢) molti dei presenti si sono dimenticati che le funzioni
u in X devono soddisfare la condizione al bordo u(0) = u(7). In particolare alcuni hanno detto
che un sistema ortornormale di autovettori di 7' & dato (a meno di opportune rinormalizzazioni)
dalle funzioni e’** con k € Z: questo & errato per due ragioni: la prima & che per k dispari
queste funzioni non appartengono a X e quindi non possono essere autovettori di T, la seconda
¢ che queste funzioni non sono a due a due ortogonali in L2 (0, ), anche se lo sono in L& (—, ).

Esercizio 7c). Alcuni dei presenti si sono chiesti se la condizione § reale e positiva ¢ necessaria
oltre che sufficiente, concludendo erroneamente che lo ¢. L’errore ¢ piuttosto nascosto, ed &
legato al fatto che se u & una funzione in L? a valori reali allora |@| ¢ una funzione pari. In
particolare, contrariamente a quanto sostenuto da costoro, dato un insieme F di misura finita
non & sempre possibile trovare una funzione reale u tale che |G| = 1.
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1. Ricordo i seguenti fatti noti a proposito della Trasformata di Fourier:

¢ P (k) = e
o 7 (e"%y) = i(y — a) per ogni funzione v € L'(R) e ogni a € R.

Utilizzando queste formule e lidentita sin(2z) = 5 (e*® — e

1 62iz 1 6721'1:
== ——= |- =%
Y <1+x2) 2i (1+x2>

= T oly=2l _ T —ly+2 _ ﬂ(e—|y+2\ —elv=2ly
2i 2i 2

~2i%) ottengo

2. Sia X il sottospazio di L?(—m,7) formato dai polinomi p di grado minore o uguale a due,
vale a dire il sottospazio generato dalle funzioni 1, x e z2. Dalla teoria so che I’elemento di
X piu vicino ad una data funzione u € la sua proiezione ortogonale su X, indicata con Pxu.
Per determinare Pyu uso la caratterizzazione u — Pxu L X, vale a dire (u — Pxu; ) = 0
per i = 0,1,2. In particolare per u(x) := sinz scrivo Pxu = ag + a1x + asz? e determino i
coefficienti a; risolvendo il seguente sistema di equazioni lineari:

Oz(ufPXu;x@:/ (Sinxfaofaleazxz)xidx peri=0,1,2,

—T
vale a dire
0 =2mag + %az
0=2m+ %al 5
0 = %ao + 2%5(12

da cui ottengo infine ag =as =0e a; = 3/7r2. Dunque il polinomio cercato ¢

3. Calcolo la norma || f||, usando le coordinate polari. Osservo per cominciare che le coordinate
polari dei punti sulla parabola di equazione y = 22, sono date da

p=xV1+22, 6=arctanx,

vale a dire, p = r(0) dove

in 0
r(6) :=tanf /1 + tan?0 = ::;20 )

e quindi  consiste dei punti (z,y) le cui coordinate polari soddisfano 0 < 6 < 7/2 e p > r(0).

Pertanto
) 1 w/2 +o0 1 )
111 = [, o g = </r<9) i)

Osservo ora che per p < 2 lintegrale piu interno nell’ultimo termine di questa catena di
uguaglianze vale +o0o per ogni 6, e quindi || f||, = +oc0. Se invece p > 2 allora

1 /24
p = — —_— .
I£115 p_2/0 )

Siccome questo integrale ¢ improprio solo in 0 e 7(¢) ~ 6 per § — 0, || f||} si comporta come
Iintegrale improprio
/71'/2 do
o P72’
che ¢ finito se e solo se p < 3.
Riassumendo, f € LP(2) se e solo se 2 < p < 3.

4. Perognii=1,...,d ho

af
8{,62‘ o

0
al‘i

() ()

Jj=1 Jj=1
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quindi
6—2f = a(sz)a/g_—i ala — 2)x2< 3 x2->a/2_j alz|*"*(|z* + (a — 2)z7)
ox? = J ! = J B v
e infine

d 52
Af = ; gxé = a|x\“74(d|x\2 +(a— 2)|x|2) —a(d+a—2) a2
Dunque f & armonica per a = d — 2.

Ricordo il seguente fatto noto sulla Trasformata di Fourier: se u : R — C ¢ una funzione in L!
tale che zu € L', allora @ & una funzione di classe C'! con derivata

Di = F(—izu).
Applicando induttivamente questo risultato si ottiene che se z*u € L' per ogni k allora @ & di
classe C*° e
Dk = ﬁ((—zx)ku) per ogni k.
In particolare
[DFa)(0) = /(—za:)ku(w) dx ,
R
e quindi la serie di Taylor di w in 0 &

Zakxk con ay ::l (—iz)*u(z) dz .
k! Jr

La risoluzione segue lo schema standard e quindi tengo i commenti al minimo.

a) Considero una soluzione u del problema (P) su [0,T") x [0, 7] e come al solito indico con by, (t)
i coefficienti della rappresentazione della funzione u(t,-) in serie di seni, vale a dire

by (t) == 2 /0Tr u(t, z) sin(nz) dx

s

perognin =1,2,... eognit € [0,7). Osservo quindi che per ¢t > 0

2 us
bl (t) = f/ ut(t, ) sin(nz) dz
T Jo
83 [T
= Uy (t, x) sin(nz) do
T Jo
t3 2 Us
__8tn u(t, z) sin(nz) de = —4t>n2 b, () .
™ Jo

(Nel primo passaggi ho usato il teorema di derivazione sotto il segno di integrale e il fatto che u
& di classe C! in t su (0,7) x [0, 7], nel secondo ho usato che u soddisfa 'equazione u; = 4¢3,
nel terzo ho integrato per parti due volte usando la condizione al bordo u(t,0) = u(¢,7) = 0.)
Dunque by, risolve (sull’intervallo [0, 7)) il problema di Cauchy

U = —4t3n2y
{y(o) = by, -1

dove b0 sono i coefficienti della serie in seni del dato iniziale ug. Siccome la soluzione di questo
n
problema di Cauchy & univocamente determinata, anche u & univocamente determinata.

b) e ¢) Per ogni n =1,2,... la soluzione del problema di Cauchy (5.1) ¢
bat) = e
e quindi la soluzione di (P) dovrebbe essere data dalla formula

u(t,x) := Z Y et sin(nx) (5.2)

Un
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Siccome ogni funzione u,, risolve 'equazione u; = 4t3u,, su R x R e soddisfa le condizioni al
bordo u(-,0) = u(-,7) = 0, mi resta solo da verificare che la funzione u ¢ ben definita e ha la
dovuta regolarita, almeno sotto opportune ipotesi sul dato iniziale ug.

In effetti dimostrero che se
oo

> [bol < +oo (5.3)
n=1
allora la funzione u € ben definita e continua su R x R, e di classe C*° per t # 0, vale a dire
sullaperto A := (R\{0}) xR. In particolare questo dimostra che (P) & risolubile sia nel passato
che nel futuro, e che la soluzione ¢ continua e di classe C*° per t # 0.
Per cominciare osservo che

tn]| o (zxry = 1051

e dunque 'ipotesi (5.3) implica che la serie delle funzioni (continue) u,, converge totalmente su
tutto R x R, da cui segue che u ¢ ben definita e continua (e limitata) su tutto R x R.
Fisso ora due interi h,k > 0 e § > 0, e pongo

As = {(t,z): 6 < |t| <1/6}.
Osservo quindi che per k pari vale
D} DFu,, (t,2) = b2 Py(n,t) 67”2#(7112)]C sin(nzx)

dove Pj, & un polinomio di grado 2h in n e 3h in t (la formula per k dispari & simile, ma con
cos(nz) al posto di sin(nz)). Pertanto esiste una costante Cj, tale che

254
||D2{CD:}Z S C&,h n2h+2ke n-s ,

U"HL‘X’(AL;)

e quindi la serie delle derivate parziali D} D¥u,, converge totalmente su As. Siccome questo
vale per ogni h, k, ¢, la funzione u & di classe C*° su Ay, e quindi anche sull’'unione degli aperti
As, che & appunto A.

. Dimostro prima ’enunciato sotto I'ipotesi aggiuntiva che v,, converge a v q.o. in E. La dimo-
strazione segue quella del teorema di convergenza dominata.
Applicando il lemma di Fatou alle funzioni v,, + u,,, che sono positive e convergono q.0. a u+ v,
ottengo

lim inf Un—i—undacZ/v—l—udx

L’ipotesi che v,, — v in L!(E) implica che gli integrali su E delle funzioni v,, sono tutti finiti e
convergono all’integrale di v, che & pure finito, e quindi posso spezzare ciascuno degli integrali
nella formula precedente come somma di due integrali, uno per ogni addendo della funzione
integranda, e la disuguaglianza diventa

lim vnd:ﬂJrliminf/ unde/vder/udx,

da cui segue che

liminf/ undzZ/udx.

Applicando invece lemma di Fatou alle funzioni v,, — u,, ottengo

limsup/undxg/udm.
n—o00 E E

Concludo la dimostrazione mettendo insieme le disuguaglianze nelle ultime due formule.

Dimostro ora ’enunciato senza ipotesi aggiuntive. Per farlo uso questa osservazione elementare:
data una successione di numeri reali x,, (che saranno poi gli integrali di u,) ed un numero x
tale che da ogni sottosuccessione di x, posso estrarre una sotto-sottosuccessione che converge
a x, allora tutta la successione x, converge a x.

Osservo quindi che data una qualunque sottosuccessione di m, posso estrarre una sotto-
sottosuccessione tale che v,, converge a v q.o. (ricordo che v,, converge a v in L') e ho dimostrato
sopra che per questa sotto-sottosuccessione gli integrali di u,, convergono all'integrale di u.
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8.

a) L’ipotesi su f equivale a dire che esistono M, m positivi e finiti tali che |f(¢)] < M]|t| per
ogni ¢ con [t| > m. Inoltre |f| & continua, ed & quindi maggiorata da una qualche costante M’
sull’intervallo [—m, m], e quindi

|f(t)] < M'+ M|t| per ogniteR.
Data allora una funzione misurabile u : I — R vale che
|Tu(z)] < M"+ M |u(z)| per ogniz € I, (5.4)
e usando la disuguaglianza triangolare per la norma L7,
| Tull, < [|M"+ M|, < [|M]], + || M]ul||, < M+ M]jul, .

Pertanto v € LP(I) implica Tu € LP(I).

b) Detta L la costante di Lipschitz di f ho che |f(¢) — f(0)| < L|t|, quindi | f(¢)| < |f(0)] + Ll¢|,
in particolare f soddisfa I'ipotesi del punto a) e dunque T porta LP(I) in sé. Presi inoltre uq,
uy € LT (I) ho che

[Tus = Tl = [ |fws(e) = Flua(o))|do

< /Lp’ul(:c) — uQ(x)|pd:17 = LP||uy — uz||§ ,
I

e dunque T' & una mappa da LP(I) in sé con costante di Lipschitz minore o uguale a L.

¢) Se non vale l'ipotesi al punto a) allora esiste una successione di numeri reali ¢,, tale che |t,|
e il rapporto |f(t,)|/|tn| convergono a +oco. Passando ad un’opportuna sottosuccessione posso
supporre che per ognin =1,2,... vale

bl > 27, 1£(t)] > 27t (5.5)

Voglio ora usare i valori t,, per costruire una funzione v € LP(I) tale che Tu ¢ LP(I). Per farlo
pongo

1
20 tnlP
e prendo una successione di intervalli I,, che sono disgiunti, contenuti in I, e con lunghezza a,,.
(Posso trovare tali intervalli a patto che la somma degli a,, sia minore della lunghezza di I, che
¢ 1; questa condizione ¢ verificata perché a,, < 1/2™.) Pongo infine

oo
= tals
n=1

(5.6)

O 1=

Usando la (5.6) ottengo

||u||p—2\t i1, |—Z|t Pan =3 =1,

n=1

e quindi u appartiene a LP(I). Usando la (5.5) e la (5.6) ottengo

Tl = 315, \pll\*ZIf o=y 0l ‘p_zzwﬂwoo

n=1 n=1
e quindi T'u non appartiene a LP([).

d) Presa una successione u,, che converge a u in LP(I), devo far vedere che Tu,, converge a Tu
in LP(I). Dimostro questo fatto sotto l'ipotesi aggiuntiva che w,, converge a u q.o. in I; il caso
generale lo si ottiene procedendo come nella soluzione dell’esercizio precedente.

Posto

wn (@) = [Ty (2) — Tu(@)]” = | f(ua(z)) = fu(@))]”,
devo dimostrare che f 7 Wn dx tende a 0.
Siccome wu,, converge a u q.o. ed f & continua ho che w, converge a 0 q.0., e per conclude-

re uso la variante del teorema di convergenza dominata vista nell’esercizio precedente: de-
vo quindi trovare una successione di funzioni v,, (le dominazioni) che convergono in L(I) e
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soddisfano |w,| < v,. Osservo dunque che
fwn(@)] < (| (un(@)] + | ((2)])”
< (2M' + M fun (@) + M u()])"

(2M’ oM |u(@)] + M Jun(z) — u(x)\)p
< (6M")P + (6M)Pu(x) P + (3M)P|uy (x) — u(x)|” .

vp ()

(Nel primo passaggio ho usato la disuguaglianza |a — b| < |a| + |b|, che vale per ogni a,b € R,
nel secondo ho usato la (5.4), nel quarto la disuguaglianza (a + b + ¢)? < 3P(aP + bP + cP),
che vale per ogni a,b,c > 0; infine noto che le funzioni v,, convergono in L!(I) alla funzione
v(x) = (6M")P + (6M)P[u(x)[".)

COMMENTI

Esercizio 1. Qualcuno dei presenti ha calcolato direttamente la TdF di v usando il metodo dei
residui, ma senza accorgersi che l’estensione olomorfa della funzione sin(2x), vale a dire
6212 _ e—?zz

2i ’
non ¢ limitata su piano complesso C (e anzi non ¢ limitata né sul semipiano inferiore né su
quello superiore).

sin(2z) =

Esercizio 3. Molti dei presenti hanno risolto questo esercizio in modo completamente diverso
da quello illustrato sopra. Per esempio, le stime

ﬁﬁf(xy)ﬁ

permettono facilmente dimostrare che f & in LP(Q N B), dove B ¢ il disco di centro (0,0) e
raggio 1, se e solo se p < 3. Usando invece le coordinate polari e le inclusioni

{(,y):p>1,0<0<m/a} CQ\BC{(z,y):p>1, 0<6<7/2}

8=

si dimostra facilmente che f € LP(Q\ B) se e solo se p > 2.

Esercizio 4. Con mia grande sorpresa, due terzi dei dei presenti non ha fatto questo esercizio
oppure ha sbagliato il calcolo (del tutto elementare) delle derivate parziali della funzione f.

N

Esercizio 6. L’ipotesi (5.3) ¢ soddisfatta se ug ¢ una funzione di classe C! su [0,7]. Questa
affermazione puo essere dimostrata in modo simile all’analogo enunciato per la serie di Fourier.
In alternativa, ci si puo ricondurre all’enunciato per la serie di Fourier estendendo f a tutto

[—7, 7] per disparita (cioé ponendo f(z) := —f(—x) per € [-m,0)), e poi a tutto R per
periodicita. La funzione cosi estesa & di classe C! e quindi i suoi coefficienti di Fourier ¢,
soddisfano Y |c,| < +o00, e un semplice calcolo mostra che b9 = —2ic,,.

Esercizio 6¢). La risolubilita del problema (P) nel passato equivale a quella nel futuro: si vede
infatti che se u(t, ) risolve 'equazione u; = 4t3u,, allora u(—t,z) risolve la stessa equazione
(e chiaramente soddisfa le stesse condizioni iniziali e le stesse condizioni al bordo). Pertanto,
avendo dimostrato che (P) ¢ risolubile su [0, +00) x [0, 7] si ottiene automaticamente che &
risolubile anche su (—oo, 0] x [0, 7], e che la soluzione ¢ una funzione pari nella variabile ¢ (per
via dell’unicita).

Esercizio 6. Nel dimostrare che la soluzione u data dalla formula (5.2) ¢ di classe C*° per
t # 0, la quasi totalita de1 presentl ha usato formule completamente sbagliate per le derivate
parziali della funzione e~ *¢t sin(nx), ed in particolare per le derivate parziali nella variabile ¢,
per esempio D! (e‘"zt sin(nz)) = (—4n2t3)he="t" gin(na).
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Esercizio 7. Molti dei presenti hanno risolto l’esercizio assumendo (senza dichiararlo esplicita-
mente!) che le funzioni v, convergono a v q.o., e non solo in L. Altri hanno invece ottenuto
la convergenza puntuale che gli serviva passando ad una sottosuccessione. In entrambi casi la
dimostrazione e stata considerata incompleta, anche se di poco.

Esercizio 7. Diversi dei presenti hanno utilizzato (implicitamente) la seguente proprieta del
liminf:

lim inf(a,, + b,) = liminf a,, + liminf b, ,

n—oo n— oo n—o0
che pero ¢ falsa. Quella che vale sempre & la disuguaglianza > (che non serve nella dimostra-
zione), mentre I'uguaglianza vale se uno dei due liminf & un limite (ed & esattamente questo che
si usa).

Esercizio 8a). Quasi nessuno dei presenti ha scritto che la condizione f(t) = O(]¢|) per t — +oo
significa che esistono m, M tali che |f(t)] < M|t| se |[t| > m. Alcuni hanno scritto che esiste
M tale che |f(t)| < M|t| per ogni ¢ (falso); altri hanno scritto che esistono i limiti per t — +oo
del rapporto |f(t)|/]¢].

Esercizio 8b). Quasi nessuno dei presenti ha notato esplicitamente che se ¢ f Lipschitziana
allora f(t) = O(|t]) per t — £oo.
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1. Indicando come al solito con ¢, (f) i coefficienti di Fourier di una funzione f, ottengo

1 (" ina
en(f) = o fl(x)e " dx
-1 f(z)e n® ’ L (z) (—in)e” " dx
Y _r 27 ) .

= C% (m) — p(-m) +

mn
2

i .

fl@)e "™*dx =
—T
(Nel secondo passaggio ho integrato per parti.)

2. Siccome u ¢ una funzione reale e pari, la TdF @ ¢ pure reale e pari. Calcolo 4u(y) per y < 0
usando il metodo dei residui; indico quindi con f la funzione meromorfa data da
z%e

f(2) :my

e per ogni 7 > 0 indico con vy, : [-7r,7] = C e 7ya, : [0,7] = C i cammini dati da

2 ,—iyz

Yp(t) =t, yo.(t) =re";

infine 7, ¢ il cammino ottenuto giungendo 7, e 7v2,-. In particolare v, parametrizza in senso
antiorario il bordo del semidisco D, ottenuto intersecando il semipiano {z: Im(z) > 0} e il
disco con centro 0 e raggio 7.

Osservo ora che per ogni z nel semipiano superiore si ha [e~%?| = e¥ Im(2) <1, dunque

|2?

|24 + 4|

L F(2)dz

ed in particolare questo integrale tende a 0 per r — +o00. Pertanto

A e’} :CQ .
u(y) == / pora e~ "W dx

If(z)] < =0(1/]2),

da cui segue che

< 777’0(1/1"2) =)(1/7)

Y1,r
= ng[rl / f(z)dz = 2mi Z Res(f, z) , (6.1)
Ty i=1,2

dove nell’'ultimo passaggio ho applicato il teorema dei residui, e in particolare z; » sono i poli
di f nel semipiano {z: Im(z) > 0}, vale a dire
Osservo ora che f si scrive come rapporto delle funzioni intere g(z) := 22e~%* e h(z) := z* +4,
e siccome h ha uno zero semplice in z; 2, ho che
% e~ WA ZeTWE  z e WA
Res(f, z) = 9(zi) = == ==

Mettendo insieme questa formula e le (6.1), (6.2) ottengo infine che per ogni y < 0 vale

u(y) = sz ((1 — i) e — (1 +44) e(1+i)y) = gey (cosy +siny),
e quindi, ricordando che @ & una funzione pari,
N ™ _ .
a(y) = e W (cosy — sin(|y))

3. Come al solito, comincio scrivendo la funzione u(e®) = ¢? in serie di Fourier (complessa). 11
calcolo dei coefficienti di Fourier mi da

72/3 per n =0,
Cp =
2(—1)"/n? per n # 0.
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Siccome Y |ep| < +00

ity _ m° 9 — (=1)" int —int
u(e) =5 42 (€M e
n=1
e la serie converge totalmente, e abbiamo visto a lezione che I’estensione armonica di v a tutto

il disco e

n n?

’/T2 X 1\n 7.(.2 X 1\n
u(z):?JrQZ( 12) (z"+2")3+4Re(Z( Y z")

n=1 n=1

. Presi u,v € X una semplice integrazione per parti e il fatto che a(1) = 0 danno

(T v) = /0 (ait)'vdz = —a(0) &(0) v(0) — /O aiti da (6.3)

da cui segue che

(Tu; v) — (u; Tv) = a(0)(w(0) 4(0) — @(0) v(0)) . (6.4)
a) T é autoaggiunto se e solo se a(0) = 0. L’implicazione “se” segue immediatamente dalla
formula (7.6). Per dimostrare P'implicazione “solo se” mi basta trovare due funzioni u,v € X
tali che

u(0) ©(0) — @(0) v(0) # 0

(per esempio u(xz) =1 — z e v(z) = sin(nz)) e a questo punto l'ipotesi che T sia autoaggiunto
pitu la formula (7.6) implicano che a(0) = 0.
b) T ¢ semi-definito positivo se e solo se a(x) < 0 per ogni x € I. Osservo per cominciare che
essendo a(0) = 0 la formula (7.5) implica

(T u) = /0 (—a)i?dz. (6.5)

Da questa identita segue immediatamente 'implicazione “se” dell’enunciato. Dimostro 1’im-
plicazione “solo se” per assurdo: se esistesse & € I tale che a(Z) > 0 allora, essendo a una
funzione continua, esisterebbe anche un intervallo J contenuto all’interno di I tale che a > 0
su J, e quindi, presa una funzione u € X non identicamente nulla con supporto contenuto in
J, la formula (6.5) implicherebbe (Tu; u) < 0, in contraddizione con l'ipotesi che 'operatore
T sia semi-definito positivo.

b) T ¢ definito positivo se e solo l'insieme aperto A := {x: a(z) < 0} & denso in I." Comincio
con la dimostrazione dell’implicazione “se”: suppongo quindi che A sia denso e faccio vedere
che data u € X tale che (Tu; u) = 0 allora u = 0 su I. Siccome g := au? ¢ una funzione
negativa o nulla, la formula (6.5) implica che g = 0 quasi ovunque in I, e quindi ovunque perché
g € continua. Ma allora @ = 0 su A, da cui segue che che % = 0 su tutto I perché A & denso in
I e 4 & continua. Dunque u & costante, e il fatto che u(1) = 0 implica che u ¢ nulla.

Dimostro 'implicazione “solo se” per assurdo, supponendo che A non sia denso in I. Se cosi
fosse dovrebbe esistere un intervallo J contenuto in I tale che a > 0 su J, e presa quindi
una funzione v € X non identicamente nulla con supporto contenuto in J, la formula (6.5)
implicherebbe (T'w; u) < 0, in contraddizione con Iipotesi che T sia definita positiva.

. Per ogni m =1,2,... pongo

Im = flgu.UE,, - (6.6)
Allora le funzioni f,, convergono puntualmente a f su E e

/Efmdx:;nj:l/Emde

lim Efmdx:/Efdac. (6.7)

m—r oo

per cui la tesi diventa

a) Se la funzione f & positiva, allora, la funzioni f,, sono positive e convergono a f crescendo,
e quindi la (7.7) segue dal teorema di convergenza dominata.

I Noto che l’ipotesi che A sia denso e la continuita di a implicano che a < 0 ovunque.
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b) Si tratta di un caso particolare del punto c).

¢) Indichiamo con f¥ le parti positive e negative di f, e definiamo f come in (6.6), con f* al
posto di f. Per via del punto a) abbiamo che

lim ik da::/ ffdz, lim / fm dx:/ fdx. (6.8)
Siccome f ¢ integrabile su E, almeno uno dei due limiti e finito, e quindi posso sommare i due
limiti e scambiare la somma con il limite ottenendo la (7.7).

. Al solito, per ogni ¢ indico con ¢, (t) i coeflicienti di Fourier (complessi) della soluzione u(t, -) e
ottengo che le funzioni ¢,, devono soddisfare il problema di Cauchy

j+n®=3)y=0
y(0) =cp, 9(0) =0
sono i coefficienti di Fourier del dato iniziale uy. Un semplice calcolo da

) o cosh(\/3 —n? t) per n = 0,41,
cn(t) =
& cos(vn? —3t)  pern#0,+1,

e quindi I'eventuale soluzione del problema (x) & data dalla serie

u(t,x) = Z ? cosh(v3 —n2t) e + Z ) cos(Vn? = 3t) ™" . (6.9)

n=0,+1 n#0,+1

0

n

dove ¢

Up
a) Se ug(z) = cosz = 1(e™ + e~ ) allora ¢, = 3 e ) = 0 per ogni n # +1, e quindi la
formula (7.8) si riduce a
u(t, ) = cosh(v/2t) cos(z),
e chiaramente questa funzione risolve il problema (x).

b) Se ug & una funzione 27-periodica di classe C? allora i suoi coefficienti di Fourier soddisfano
ZnQIC%’ < +00. (6.10)
n

Usando questa stima faccio vedere che la formula (7.8) definisce una funzione u di classe C? su
R x R che risolve (x). Divido la dimostrazione in pit passi.

Passo 1. La prima somma in (7.8) ¢ finita, e chiaramente definisce una funzione di classe C°;
per far vedere che u ¢ una funzione di classe C? mi basta far vedere che la seconda somma, in
(7.8), quella infinita, converge totalmente su R x R, e convergono totalmente anche le serie delle
derivate di ordine 1 o 2. In effetti un semplice calcolo mostra che per ogni n

|tn||oo = sup |09L cos(\/n2 - 3t) eim’| = |ch| ,
t,x

e anzi per ogni coppia di interi h,k =0,1,... si ha
1D} Dyunllo = (n* = 3)"2[nf*| )] < n*+"|)]
e quindi la tesi segue dalla stima (6.10).

Passo 2. La funzione u soddisfa le condizioni al bordo in (%) perché ¢ 27r-periodica in z, e
soddisfa le condizioni iniziali in (x) perche per ¢ = 0 il lato destro della (7.8) si riduce alla serie
di Fourier di ug, mentre le derivate in ¢t di tutti gli addendi sono identicamente nulle.

Passo 3. La funzione u soddisfa l’equazione differenziale in () perche la soddisfano tutti gli
addendi che appaiono nel lato destro della (7.8), e per via della convergenza dimostrata al
passo 1 posso scambiare derivate e integrali.

Per concludere esercizio osservo che la seconda somma in (7.8) definisce una funzione limitata
(Passo 1) e quindi la soluzione u & limitata se e solo se la prima somma in (7.8) & limitata.
Chiaramente questo succede se

@ =0 pern=0,%+I, (6.11)

e questa condizione ¢ anche necessaria perché le funzioni cosh(\/gt) e cosh(ﬂt) tendono a
400 per t — F00, e la prima ¢ di un ordine di infinito superiore alla seconda.
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7. Utilizzando il fatto che .Z (1/(1 + 2?)) = me~1¥! e che . (u * u) = 42, I'equazione
1

e 6.12
1+ 22 ( )

u*xu=

puo essere riscritta come

4% = mwe 1Y (6.13)

nel senso che ogni funzione u € L*(R) che soddisfa la (7.9) deve necessariamente soddisfare la
(6.13) e per liniettivita della TdF vale anche il viceversa.

a) In particolare u risolve (6.13) se

N —ly|/2
o= /me”Wl/2

1 2
—ly/2

una soluzione di (7.9) ¢ data da

e siccome

2 1
v 1+ 4a2”
b) Detta u la soluzione trovata al punto a), si vede subito che anche —u & una soluzione di (7.9).

Voglio far vedere che non ci sono altre soluzioni: risolvendo ’equazione (6.13) per ogni y € R
ottengo

u(x) ==

a(y) = Vre W/ 2g(y), (6.14)

dove g & una qualunque funzione (misurabile) su R con valori £1. Ma se u appartiene a L(R)
allora 4 & una funzione continua, e quindi anche

o(y) = %e‘y‘wy)

¢ una funzione continua, e pertanto deve essere la funzione costante 1 oppure la funzione
costante —1. Quindi 'equazione (7.9) ammette al pitt due soluzioni.

¢) Se u € L*(R) allora la funzione 4 non ¢ necessariamente continua, e quindi ’argomento usato
al punto b) non & pitl valido. Anzi, siccome la funzione e~!¥!//2 appartiene a L?(R) e la TdF &
una bigezione da L?(R) in sé, ogni funzione della forma

u(x) = F 1 (Vre W 2g(y)) (6.15)

con g funzione (misurabile) arbitraria a valori £1 appartiene a L?(R) e risolve I'equazione (7.9),
Siccome u non appartiene a L*(R), questultima affermazione va verificata: in effetti & ovvio
che w risolve la (7.2), e applicando ad entrambi i termini di questa equazione lanti-trasformata
F* ottengo la (7.1).%

L’equazione (7.9) ha dunque infinite soluzioni in L?(R).

8. a) Usando le coordinate sferiche ottengo

dx L odp
e = [ =17 [ 53
o P

B lz[P
e dunque f appartiene a LP(B) se e solo se p < 3.
Analogamente si dimostra che f appartiene a LP(R3\ B) se e solo se p > 3 (incluso p = +0o0).
In particolare f non appartiene a LP(R?) per alcun p.
b) Scompongo f come f = g1 +go con g1 := f-1p e go := f-1gs\ p. Poiché u ed g; appartengono
a L*(R?) il prodotto di convoluzione u * g;(x) & ben definito per q.o. € R?, nel senso che
I'integrale che lo definisce esiste ed & finito. Poiché inoltre g, appartiene a L>°(R3), il prodotto
u * g2(z) & ben definito per ogni x € R3. Da queste due affermazioni segue che u * f(z) ¢ ben
definito per q.o. z € R3 e vale u * g1 (x) + u * go ().
¢) Indico con A€ il complementare di A in R?, e per ogni r > 0 indico con A, I'insieme dei
punti x € A tali che dist(z, A€) > r, e pongo

fr = [ 1ra\B(0,r) -

21n questo passaggio ho usato il seguente fatto, visto a lezione per .%: date u1,us € L?(R) allora il prodotto
ujug appartiene a L'(R) e .F*(uju2) = ié’z*(ul) * F*(uz).
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Osservo ora che per ogni x € A, vale che

ux f(x) = / u(y) flx —y)dy = / u(y) fr(z —y)dy = ux fr(x). (6.16)
(Nel primo e terzo passaggio ho usato che u(y) = 0 per q.o. y € A, nel secondo passaggio ho
usato che per ogniz € A, ey € A°si ha |z —y| >r e quindi f(xz —y) = fr(z —y).)

Siccome la funzione f, appartiene a L°(R?), il prodotto u * f.(z) & ben definito e continuo per
ogni x € R?, e di conseguenza la (6.16) implica che anche u * f(x) & ben definito e continuo
per ogni z in A,.. Per concludere basta osservare che I'unione di tutti gli aperti A, conr >0 e
proprio A.

c¢) Dimostro che u * f la proprieta della media su A. Prendo una palla chiusa B’ = B(xq,r)
contenuta in A ed osservo che

fouest@ar=f ([ ut) e -ay)as

~ [ (f se-na)an= [ i 10 )iy (6

dove B;’ := B(xzo — y,7). (Nel secondo passaggio ho usato il teorema di Fubini, che giustifico
dopo, e nel terzo il cambio di variabile z = x — y).

Osservo ora che per ogni y € A° si ha |zg — y| > r, quindi la palla B?’/’ non contiene l'origine, e
siccome la funzione f & armonica su R3 \ {0}, ha la proprieta della media su By, cioe

f(z)dz = f(zo —y).

"
By

Inserendo questa uguaglianza nella (6.17) ottengo infine

Fousf@ydo= [ utw) flao ) dy = s (o).

e la proprieta della media ¢ dimostrata.

Per giustificare 'uso del teorema di Fubini in (6.17), prendo p > 0 tale che dist(zq, A°) = r+p,
e osservo che per ogni @ € B’ = B(xo,r) si ha dist(z, A°) > p, e quindi per ogni y € A° si ha
|z — y| > p, che a sua volta implica f(x —y) < 1/p. Pertanto

[ owl(f s -was)ay<d [ jumlay < M <o

COMMENTI

e Esercizio 2. Nella soluzione sopra @(y) ¢ stata calcolata solo per y < 0, usando poi che 4 &
funzione pari per ottenere la formula per y > 0. Tuttavia e possibile calcolare direttamente
4(y) anche per y > 0: in questo caso il cammino +, a cui si applica il teorema dei residui &
quello che parametrizza in senso orario il bordo del semidisco D, dato dall’intersezione del
semipiano {z: Im(z) < 0} con il disco di centro 0 e raggio r. Cosi facendo si ottiene:

i(y) = —2mi Y Res(f,z),

i=3,4

dove z3 4 sono i poli di f nel semipiano {z: Im(z) < 0}, vale a dire z3 4 = £1 — 1.

Molti dei presenti hanno scritto la formula con il segno opposto (forse dimenticando che in
questo caso 7y, percorre D, in senso orario e non antiorario). Questo errore poteva essere
rilevato, perché da luogo a una funzione 4 discontinua in 0 (mentre le TdF di funzioni : L! sono
sempre continue).

e Esercizio 2. Una soluzione alternativa parte dall’identita
4x 1 1 1 1

14 22242 22—20+2 (2-12+1 (z+1)2+1°
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Usando infatti le formule . (v(z — h)) = e (y) e

1 _
g\(as2 + 1) = e
ottengo la TdF di x/(z* + 4). Usando poi la formula .#(—izv(z)) = 9'(y) ottengo infine la
TdF di 22/(z* + 4).

Esercizio 4. Molti dei presenti hanno scritto le caratterizzazioni richieste ai punti a) e b)
correttamente, ma stranamente hanno fatto vedere solo alcune delle implicazioni necessarie a
dimostrare queste caratterizzazioni.

Esercizio 6b). Diversi dei presenti hanno omesso di dimostrato solo che la seconda somma nella
formula (7.8) converge totalmente, ma non che convergono le serie delle derivate. Questo basta
a dimostrare che un’eventuale soluzione u del problema () & limitata se e solo se vale la (6.11),
ma non basta a dimostrare che wu esiste per tutti i tempi (cosa che & necessaria per risolvere
completamente ’esercizio).

Esercizio 7b). Diversi dei presenti hanno scritto che l'equazione (7.9) ha un’unica soluzione,
dimenticando per qualche fatale istante che ogni numero diverso da zero ammette due radici
quadrate. . .
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1. a) Si tratta di un calcolo diretto:

o(y) = / h u(—x) e Vdy = / b u(t) e W dt = a(—y)

— 00 —0o0
(nel secondo passaggio ho usato il cambio di variabile ¢t = —x).
b) @ dispari significa @(y) = —a(—y) per ogni y € R; grazie al punto a) posso riscrivere questa
identita come 4 = —90, e per Uiniettivita della TdF questa equivale a dire che u = —v q.0.,

ovvero che u coincide (a meno di un insieme di misura nulla) con una funzione dispari.
Il fatto che u ha valori reali significa che per ogni y € R vale

(t) = /OO u(x) eYdr = /OO u(—t) e"™Mdt = o(y)

— 00 — 00
(nel terzo passaggio ho usato il cambio di variabile ¢ = —z). Per l'iniettivita della TdF questa
identita equivale a dire che u =7 q.o0.
Se inoltre u e dispari questa affermazione equivale a dire che u = —u q.0., ovvero che u assume
q.0. valori immaginari puri.
Mettendo insieme quanto fatto ottengo che @ e dispari e reale se e solo se u coincide a meno di
un insieme di misura nulla con una funzione dispari e puramente immaginaria.

>

u(y) =

2. a) Utilizzando l'identita sinz = - (e’ — e~*) ottengo
P . 3. 3. .
uo(a:) = %(em _ 6711:)3 — %ei’)m _ Elemr 4 Ezefzz _ %67311 . (71)

Siccome questa identita vale in ogni punto, vale anche in L?(—, ) e quindi la somma a destra
dell’uguale ¢ la serie di Fourier (complessa) di wg; in altre parole i coefficienti di Fourier di ug
sono dati da

3 .
¢, =0 pern# +1,43, cﬂ:q:;, Cigzi%.
b) Ripartendo dalla formula (7.1) ottengo infine
ug(x) := 3sinz — sin(3x) . (7.2)

3. a) Per far vedere che u x v(x) & ben definito (e finito) per ogni 2 € R dimostro che la funzione
u(xr — -)v(-) appartiene a L'(R). In effetti, preso m > 0 tale che il supporto di v & contenuto
nell’intervallo [—m, m], ho che

o0 m
[ e —newldy= [ ue-pewldy <ol sw ol (73
o —m tefz—m,z+m]
e 'ultimo termine & finito perché u & limitata sui limitati.
b) Voglio ricondurmi al caso noto del prodotto di convoluzione di una funzione in L* per una
funzione in L'. A questo scopo fisso r > 0, pongo
Up 1= U - 1[—r—m,r+m] )
ed osservo che per ogni « € [—r,r] vale che
oo m-+r
weow) = [ atyee—dy= [ ot p)dy = o)

— 00 —r—m
(nel secondo passaggio ho usato che il supporto di v(x —-) & contenuto in [—r —m, r+m] perché
il supporto di v & contenuto in [—m,m| e x € [—r,7]).
Siccome wu, & una funzione limitata e v appartiene a L*(R), il prodotto di convoluzione u,. * v &

una funzione continua, e dunque u * v & continua su [—r, r]; per Iarbitrarieta di r ottengo che
u * v € continua su tutto R.

¢) Dalla definizione di “o grande” ottengo che esistono C ed zg tale che
lu(z)| < Cx* per z > xp.
Usando quindi la stima (7.3) ottengo che per ogni x > xg + m vale

lusv(@)] < vlli- sup |u(@)] < Cllofli(z +m)*,

telz—m,x+m)]

che implica la tesi.
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4.

Indico con E’ 'insieme dei punti di E contenuti nel primo quadrante, vale a dire i punti (z,y)

tali che
2
>0, 0<y<,/——. 7.4
20, 0<y<y/yx (7.4)

Usando il fatto che sia E' che u sono simmetrici rispetto agli assi ottengo che

||u||z£p(E) :/ uP dx dy = 4/ uPdxdy. (7.5)
E !’
Usando inoltre il fatto che y < v/2 per ogni (x,%) € E’ ottengo che
(14 2% < u(z,y) < (3+2%)*. (7.6)

Usando infine la (7.5), la seconda disequazione in (7.6), il teorema di Fubini e la (7.4) ottengo

HuHip(E) < 4/E/(3+332)pa dx dy

oo 2 o0
_ 2\pa ~ 2pa—4
—4/0 (3+x)p“1+x8dw~/1 P d

(il simbolo = significa che i due integrali hanno lo stesso comportamento, cioé sono entrambi
finiti o entrambi infiniti).

Dunque u appartiene a LP(F) se I'ultimo integrale ¢ finito, cioe se ap < 3/2.

Vale anche il viceversa: u appartiene a LP(FE) solo se ap < 3/2. Per dimostrarlo procedo in
modo simile, usando la prima disequazione in (7.6) per ottenere una stima dal basso di |[ul|?, (B)"

Sviluppo la funzione incognita w in serie di seni rispetto alla variabile x, vale a dire
o0
u(t,x) = Z by, (t) sin(nz)
n=1

dove i coeflicienti b,, sono dati da

b (t) := 2 /OTr u(t, x) sin(nzx) dz .

™

Procedendo come al solito ottengo che i coefficienti b,, di un’eventuale soluzione del problema
(P) devono soddisfare il problema di Cauchy

g+ -=3t2)y=0

dove by, sono i coefficienti della serie in seni del dato iniziale ug, vale a dire (vedi (7.2))
b07n:0pern7él,3, b0,1:3, b073:—1.

Risolvendo il problema (7.7) ottengo b, (t) = boynets’"t e dunque la soluzione di (P) dovrebbe
essere

u(t,x) = 3¢’ tsing — e’ 9 sin(3z) .

E immediato verificare che u & effettivamente una soluzione di (P) (in realta 'unica).

a) Basta applicare il teorema della divergenza e ricordare che div(Vu) = Au = 0:
[flusso di Vu uscente da A] := Vu-nado = / div(Vu)dx =0.
oA A

(Con 74 indico la normale esterna al bordo di A, e con ¢ la misura di superficie su 0A.)
b) In questo caso non possibile applicare il teorema della divergenza perché Vu non & definito
(e regolare) in tutta la chiusura di A. In effetti la funzione

u(z) = log(|z|)

¢ armonica in R? \ {0} (fatto noto) e prendendo A uguale al disco di centro 0 e raggio 1 in R?
un semplice conto mi dice che il flusso di Vu attraverso 0A ¢ uguale a 7.
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c¢) Presa una palla chiusa B = B(xg,r) contenuta in A, ho che A’ := A\ B & un aperto limitato
con frontiera regolare la cui chiusura & contenuta in R? \ {x}; applicando il teorema della
divergenza ottengo quindi che

O:/ div(Vu)dx:/ Vu~17A/dJ:/Vu~17Ade Vu-npdo,
4 15} 0A 0B

A/

e dunque

Vu-nAdJ:/Vu~ancr. (7.8)

DA oB
Dati ora due aperti A;, As che contengono zq, prendo una palla chiusa B centrata in zg che
& contenuta in entrambi; applicando quindi I'identita (7.8) con A := A; e poi con A := Ay
ottengo
Vu-na, do = Vu-ngdo = Vu-na,do.
A, oB DA,

a) Per ogni i = 1,...,d indico con 0; la derivata parziale rispetto alla variabile z;. Usando la
formula

Oilz| = | ‘

(e la formula per la derivata della funzione composta) ottengo

dru(x) = 0i (v(|z)) = v(lfﬂl)| B

da cui segue che
Vu(z) = i|z]) T

=]

83u<:c>—a(<|a:|>| |> i) 25 + e (- 5.

282 b(|2]) + o(|2]) % (7.9)

b) Grazie alla formula (7.9) il problema si riduce a trovare le funzioni v = wv(t) definite su

(0, +00) che risolvono ’equazione differenziale
d—1

Inoltre

e infine

U+ v=0.

Scritta nell’incognita ¥ questa & un’equazione differenziale del primo ordine sia lineare che a
variabili separabili, e pud quindi essere risolta in modo standard ottenendo v(t) = ¢;t2~% + ¢y

dove ¢y, co sono costanti arbitrarie (v(t) = ¢; logt + ¢ nel caso d = 2). Le funzioni armoniche

cercate sono dunque
C1

W+CQ perd>3,

u(z) =
c1log(|z]) + c2  per d=3.
a) Siccome E & limitato, & contenuto in una qualche palla B centrata nell’origine, e chiaramente
la convergenza f, — 0 in L'(B) implica la convergenza in L'(E).
b) Indico con B(r) la palla con centro 'origine e raggio r, e prendo
fn = 1Bms\BM) -

E chiaro che f, appartiene a L'(R?%) per ogni n e che f, — 0 in L'(B(r)) per ogni r (anzi,
fn = 01in B(r) per ogni n > r); per verificare che f,, non converge a 0 in L!(R?) basta osservare
che la norma L'(R%) di f, tende a 400 per d > 1 e tende a 2 per d = 1; infatti

I fallr@ay = [B(n+ 1)\ B(n)| = aa((n+ 1) — n?) ~ dagn®",
dove ayg ¢ il volume (misura di Lebesgue) della palla unitaria in R<.

c¢) Gli insiemi E cercati sono quelli che si scrivono come unione di un insieme limitato E’ e di
un insieme di misura nulla E”.
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In effetti & facile vedere che per un insieme E di questo tipo vale sempre che f,, — 0 to L*(E):
basta applicare quanto visto al punto a) all'insieme E’ e osservare che la convergenza in L!(E")
implica quella in L!(E) perché E \ E’ ha misura nulla.

Suppongo ora che E non sia un insieme di questo tipo e costruisco una successione f,, che
soddisfa le ipotesi dell’esercizio ma non converge a 0 in L!(R?). Osservo come prima cosa che

I'insieme F \ B(n) ha misura positiva per ogni n = 1,2, ... e in particolare contiene un insieme
FE,, di misura positiva e finita. Prendo quindi
1
foni=—1g, .
TR

E chiaro che f, appartiene a L'(R?) per ogni n, e siccome E, non interseca B(n), f, = 0 in
B(r) per ogni n > r, e in particolare f, — 0 in L'(B(r)) per ogni r; infine la norma di f, in
L'(R%) & uguale a 1 per ogni n, e quindi f,, non pud convergere a 0 in L'(R?).

COMMENTI

Esercizio 3, punto b). I presenti che hanno svolto questo punto hanno tutti dimostrato la
continuita di u * v “da zero”, cioe senza ricondursi ad enunciati gia visti a lezione.

Esercizio 3, punto ¢). Molti dei presenti hanno usato definizioni scorrette della nozione di “o
grande”.

Esercizio 6, punto b). Nella soluzione sopra ho dato un esempio per d = 2 e zp = 0. Tramite
una traslazione posso ottenere un’esempio per xy qualunque, e usando l’esercizio 7 ottengo un

esempio in dimensione d arbitraria.

Esercizio 7, punto a). Quasi nessuno dei presenti ha calcolato correttamente il laplaciano di .



