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Avvertenze. Gli scritti d’esame per il corso di Analisi Matematica I per Ingegneria Gestionale si
compongono di due parti: una prima parte con otto domande o problemi molto semplici a cui si
deve dare solo la risposta, ed una seconda con tre problemi a cui si deve invece dare una soluzione
articolata in dettaglio. Il tempo a disposizione ¢ di un’ora per la prima parte e di due ore per la
seconda. Per la sufficienza sono solitamente richieste almeno cinque risposte corrette nella prima
parte, ed un problema completamente risolto nella seconda.

La prima sezione di questa raccolta contiene i testi di tutti gli scritti, incluse le prove in itinere,
mentre la seconda contiene una breve traccia delle soluzioni.

Programma del corso [versione: 18 dicembre 2016]. Sono riportati in corsivo gli argomenti
non fondamentali.

1. FUNZIONI E GRAFICI

1.1 Funzioni: dominio, codominio, immagine, grafico; funzione inversa; funzioni pari e dispari,
crescenti e decrescenti.

1.2 Funzioni elementari: funzioni lineari, potenze, esponenziali, logaritmo (in base e), funzioni
trigonometriche (seno, coseno, tangente) e funzioni trigonometriche inverse.

1.3 Operazioni sui grafici di funzioni. Interpretazione di equazioni e disequazioni in termini di
grafici di funzioni.

1.4 Richiamo delle nozioni di base di trigonometria. Coordinate polari di un punto nel piano.

2. LIMITI DI FUNZIONI E CONTINUITA

2.1 Limiti di funzioni, proprieta elementari, forme indeterminate.
2.2 Funzioni continue. Esistenza del minimo e del massimo di una funzione continua su un
intervallo chiuso (teorema di Weierstrass), senza dimostrazione.

3. DERIVATE

3.1 Derivata di una funzione: definizione e significato geometrico. Altre interpretazioni della
derivata.

3.2 Derivate delle funzioni elementari e regole per il calcolo delle derivate.

3.3 Segno della derivata e monotonia. Segno della derivata seconda e convessita. Individuazione
dei punti di massimo e di minimo (locali) di una funzione. Uso delle derivate per disegnare
il grafico di una funzione.

3.4 Teoremi di Rolle, Lagrange e Cauchy. Dimostrazione rigorosa (non grafica) della relazione
tra monotonia e segno della derivata.

3.5 Teorema di de ’'Hopital (dimostrazione parziale). Confronto tra i comportamenti asintotici
di esponenziali, potenze e logaritmi all’infinito e in zero.

3.6 Funzioni asintoticamente equivalenti (vicino ad un punto assegnato). Trascurabilitd di una
funzione rispetto ad un altra. Notazione di Landau (“o piccolo” e “o grande”). Parte
principale di una funzione all’infinito e in zero.

3.7 Sviluppo di Taylor (in zero) di una funzione, espressione del resto come “o grande” e nella
forma di Lagrange (con dimostrazione). Sviluppi di Taylor di alcune funzioni fondamentali.
Formula del binomio di Newton. Uso degli sviluppi di Taylor per il calcolo dei limiti e delle
parti principali.

4. ELEMENTI DI ANALISI ASTRATTA

4.1 Numeri interi, razionali e reali (definiti come i numeri con espansioni decimali finite o
infinite). Definizione di estremo superiore ed inferiore di un insieme qualunque di numeri
reali. Completezza dei numeri reali.

4.2 Teorema di esistenza degli zeri (dimostrazione solo accennata). Algoritmo di bisezione per
la determinazione dello zero di una funzione.

5. INTEGRALI

5.1 Definizione di integrale definito di una funzione in termini di area del sottografico. Appros-
simazione dell’integrale tramite somme finite. Interpretazioni fisica dell’integrale: distanza
percorsa da un punto in movimento (a velocita non costante) e lavoro di una forza (non
costante) su un punto in movimento.

5.2 Primitiva di una funzione e teorema fondamentale del calcolo integrale (con dimostrazione).



5.3 Regole per il calcolo delle primitive (integrali indefiniti) e degli integrali definiti.

5.4 Calcolo delle aree delle figure piane. Calcolo dei volumi delle figure solide, e in particolare
dei solidi di rotazione.

5.5 Legge oraria di un punto in movimento nel piano o nello spazio, velocita ed accelerazione
come derivate, distanza percorsa come integrale del modulo della velocita.

. INTEGRALI IMPROPRI

6.1 Integrali impropri semplici: definizione e possibili comportamenti.

6.2 Criterio del confronto e del confronto asintotico (per funzioni positive); criterio della con-
vergenza assoluta (per funzioni a segno variabile).

6.3 Integrali impropri non semplici.

. SERIE NUMERICHE E SERIE DI POTENZE

7.1 Successioni e limiti di successioni. Collegamento con i limiti di funzioni.

7.2 Serie numeriche: definizione e possibili comportamenti. Esempio fondamentale: la serie
geometrica.

7.3 Criteri del confronto con l'integrale; serie armonica generalizzata. Criteri di convergenza
per le serie: del confronto, del confronto asintotico, della convergenza assoluta, della radice
e del rapporto.

7.4 Serie di potenze, e raggio di convergenza. Serie di Taylor. Calcolo del raggio di conver-
genza per le serie di Taylor di alcune funzioni elementari. Coincidenza della serie di Taylor
con la funzione per alcune funzioni elementari. Espressione dei numeri e e m come serie.
Giustificazione della formula e = cosx + isinz.

. EQUAZIONI DIFFERENZIALI

8.1 Esempi di equazioni differenziali tratti dalla meccanica; significato delle condizioni iniziali.

8.2 Equazioni differenziali del primo ordine: definizione e fatti generali. Risoluzione delle
equazioni lineari e delle equazioni a variabili separabili.

8.3 Equazioni differenziali del secondo ordine: definizione e fatti generali. Equazioni lineari del
secondo ordine a coefficienti costanti, omogenee e non omogenee. Risoluzione delle equazioni
a coeflicienti costanti omogenee, e ricerca della soluzione particolare per quelle non omogenee
(per certe classi di termini noti). Equazione del pendolo e dell’oscillatore armonico.
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PRIMA PARTE, GRUPPO 1.

1. Trovare le soluzioni della disuguaglianza sin(x + 7) < —1/2 comprese nell’intervallo [—, 7].

2. Trovare le coordinate polari (r,a) con a € (—m, 7] dei seguenti punti del piano, dati in
coordinate cartesiane: a) (0,—2); b) (=1,1); c) (=1, —V3).

3. Calcolare le derivate di: a) arctan(e®); b) 23(2 +1logz); c) log (m4/2”2).

4. Dire se esistono i punti di massimo e minimo assoluti della funzione f(x) := exp (1’3 — 12z + 1)
relativamente alla semiretta x < 1, e in caso affermativo calcolarli.

x 1 1— 2
5. Calcolare i seguenti limiti: a) lim : c ;b)) lim 2°(1—2)% c¢) lir% W.
rx—m tanx Tr——00 xrT—r X X

6. Trovare il polinomio di Taylor all'ordine 6 (in 0) della funzione (1 — z*)log(1 + 42®).

z? +1

(logz +1)3 o(z") per & — +oc.

7. Dire per quali a€ R si ha che

8. Disegnare l'insieme dei punti (z,y) tali che |22 — 4| <y <log(1 + z).

PRIMA PARTE, GRUPPO 2.

1. Trovare le soluzioni della disuguaglianza sin(x + ) < —1/4/2 comprese nell’intervallo [, ].

2. Trovare le coordinate polari (r,a) con « € (—m, 7| dei seguenti punti del piano, dati in
coordinate cartesiane: a) (0,—3); b) (=2,2); c¢) (—3,—V3).

3. Calcolare le derivate di: a) arcsin(z?); b) 2%(3 +logz); c) log (212/m6).

4. Dire se esistono i punti di massimo e minimo assoluti della funzione f(z) := exp (m3 — 122 + 1)
relativamente alla semiretta x > —1, e in caso affermativo calcolarli.

5. Calcolare i i Timiti: a) T S by lim w(logz 4+ ¢®): <) lim —
. alcolare 1 seguenti limiti: a 1m N mm x(logx € ); C m —:-.
& w2t 22 — 4’ oo 08 ' z—0 ¢ — log(1 + x)

6. Trovare il polinomio di Taylor all’ordine 6 (in 0) della funzione (3 4 z?) sin(22?).

7. Dire per quali a> 0 si ha che ——

21 = o(a”) per x — +o0.

8. Disegnare I'insieme dei punti (z,y) tali che y < |22 — 4] e y < log(1 + ).

PRIMA PARTE, GRUPPO 3.

1. Trovare le soluzioni della disuguaglianza cos(x + ) < —1/2 comprese nell’intervallo [—, 7].

2. Trovare le coordinate polari (r,«) con o € (—m, 7| dei seguenti punti del piano, dati in
coordinate cartesiane: a) (—1,—1); b) (0,—4); c) (—/3,3).

3. Calcolare le derivate di: a) v/1+2z2; b) z log(logz); c) log (3“"2/934).

4. Dire se esistono i punti di massimo e minimo assoluti della funzione f(x) := exp (1 + 3z — 1‘3)
relativamente alla semiretta x < 1, e in caso affermativo calcolarli.
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5. Calcolare i ti limiti: a) li L b) lim vz(logz +1); c) li -1
. alcolare 1 seguentl 11miti: a m ——-—; 1m r\logx 3 11m .
& zot 22 — 4’ 20+ & ’ z—0 22 +

6. Trovare il polinomio di Taylor all’ordine 6 (in 0) della funzione (3 — z*) sin(22?).
. . . 2
7. Dire per quali a€ R si ha che ——— = o(z®) per x — +oc.
1+logx

8. Risolvere graficamente la disequazione |2? — 4| < log(1 + x).

PRIMA PARTE, GRUPPO 4.

1. Trovare le soluzioni della disuguaglianza sin(xz + 7) > 1/2 comprese nell’intervallo [0, 27].

2. Trovare le coordinate polari (r,a) con a € (—m, 7] dei seguenti punti del piano, dati in
coordinate cartesiane: a) (—2,—2); b) (0,-3); c) (—v/3,1).

3. Calcolare le derivate di: a) arctan(z®); b) 2°(3+1logz); c) log (= 4/3"‘ ).

4. Dire se esistono i punti di massimo e minimo assoluti della funzione f(z) := exp (1 + 3z — 2?)
relativamente alla semiretta x > —1, e in caso affermativo calcolarli.

2 log(1 e* —1
5. Calcolare i seguenti limiti: a) lim 1+ ; b) lim M; lim ——.
z—=2 2 — 4 z—+oo  logx z—0 13 + 22

6. Trovare il polinomio di Taylor all’ordine 6 (in 0) della funzione (1 4 z*)(exp(22%) — 1).
. . . . 1
7. Dire per quali a€ R si ha che x sin (ﬁ) = o(x®) per x — 4o0.
¢+

8. Disegnare l'insieme dei punti (z,y) tali che (|z| — 1) <y < arctanz.

PRIMA PARTE, GRUPPO 5.

1. Trovare le soluzioni della disuguaglianza sin(x + ) > 1/4/2 comprese nell’intervallo [0, 27].

2. Trovare le coordinate polari (r,a) con o € (—m, 7| dei seguenti punti del piano, dati in
coordinate cartesiane: a) (—v/3,—1); b) (=3,3); c¢) (0, —4).

3. Calcolare le derivate di: a) arcsin(e®); b) x log(logz); ¢) log (= 3/4x ).

4. Dire se esistono i punti di massimo e minimo assoluti della funzione f(x) := exp (2 —2x — x?’)
relativamente alla semiretta z < 2, e in caso affermativo calcolarli.

. Qe i 1 + I’Q . T 92 Ig — x2
5. Calcolare i seguenti limiti: a) lim ——— b) lim 2%(z—1)"% c¢) lim —; .
z—2- 2% — 4 z—+00 z—=0 e*” — 1

6. Trovare il polinomio di Taylor all'ordine 6 (in 0) della funzione (2% + z*) exp(z?).

T

7. Dire per quali a€ R si ha che o(z®) per x — +00.

ztlogx -

8. Disegnare I'insieme dei punti (z,y) tali che y > (|z| — 1)? e y > arctanz.
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PRIMA PARTE, GRUPPO 6.

1. Trovare le soluzioni della disuguaglianza cos(z + 7) < —1/v/2 comprese nell'intervallo [, ].

(—m, ] dei seguenti punti del piano, dati in
1

2. Trovare le coordinate polari (r,a) con «a €
(-1,1); ¢) (0,-2).

coordinate cartesiane: a) (—v/3,—3); b)
3. Calcolare le derivate di: a) /1 +x4; b) 2%(2+1logz); c) log (332/3“”2).
4. Dire se esistono i punti di massimo e minimo assoluti della funzione f(x) := exp (2 —2r — :133)

relativamente alla semiretta x > —2, e in caso affermativo calcolarli.

3 4

r log x . x—z

5. Calcolare i seguenti limiti: a) lim ; im ————; c¢) lim ——.
a—r— tanx z—+o0 log(log x) s—0sine — x

6. Trovare il polinomio di Taylor all'ordine 6 (in 0) della funzione (2% + z*)log(1 + z?).
7. Dire per quali a> 0 si ha che 4" sin(e™") = o(a”) per z — +o0.

8. Risolvere graficamente la disequazione (|z| — 1)? < arctanz.

SECONDA PARTE, GRUPPO 1.

1. a) Trovare la parte principale per  — 0 della funzione

f(x) :=1— y/cos(4z?).

b) Per ogni a € R, trovare la parte principale per z — 0 di f(z) + ax?.

2. a) Dire se la disequazione (2% + 4)* < 32 (z* + 2)3 vale per ogni x > 0 oppure no.
b) Trovare la pitl piccola costante M tale che (z3 + 4)* < M (z* + 2)3 per ogni z > 0.

c) Trovare la pilt grande costante m tale che (23 + 4)* > m(2* + 2)3 per ogni x > 0.

3. Una ditta deve pianificare ’acquisto di una certa quantita di un materiale liquido necessario
per una certa produzione; il totale del materiale da acquistare e di 100 unita, e si tratta di
capire in quante tranche conviene suddividere I'acquisto, tenendo conto dei seguenti fatti:

e al costo unitario del materiale 3 va aggiunto un costo fisso per ogni ordine, pari a 20;

e in attesa di essere lavorato, il materiale acquistato viene conservato in un unico serbatoio

che deve essere costruito per l'occasione, e il costo del contenitore dipende essenzialmente

dalla sua capacita ¢ (misurata in unita), e per la precisione e pari a %02.

Determinare il numero ottimale N di tranche in cui suddividere ’acquisto.

SECONDA PARTE, GRUPPO 2.

1. a) Trovare la parte principale per  — 0 della funzione

f(x):=1—+/2 —exp(z?).

b) Per ogni a € R, trovare la parte principale per z — 0 di f(z) + ax*.

2. a) Dire se la disequazione (z* + 4)5 < 66 (2° + 2)* vale per ogni z > 0 oppure no.
b) Trovare la pill piccola costante M tale che (z* + 4)> < M (2° + 2)* per ogni z > 0.

¢) Trovare la pitt grande costante m tale che (z* +4)° > m(z® + 2)* per ogni z > 0.

3. Uguale al gruppo 1.
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SECONDA PARTE, GRUPPO 3.

1. a) Trovare la parte principale per  — 0 della funzione

f(z) :==1—+/cos(222).

b) Per ogni a € R, trovare la parte principale per x — 0 di f(x) + az*.

2. a) Dire se la disequazione (z* + 2)* < £(x* + 4)* vale per ogni z > 0 oppure no.
b) Trovare la pitl piccola costante M tale che (z3 + 2)* < M (z* + 4)3 per ogni z > 0.

c) Trovare la pilt grande costante m tale che (23 + 2)* > m(2* + 4)3 per ogni = > 0.

3. Uguale al gruppo 1.

SECONDA PARTE, GRUPPO 4.

1. a) Trovare la parte principale per z — 0 della funzione

f(z):=1— /2 —exp(2z%).

b) Per ogni a € R, trovare la parte principale per x — 0 di f(x) + az*.

2. a) Dire se la disequazione (z* + 2)° < 2(2° 4 4)* vale per ogni z > 0 oppure no.
b) Trovare la pitl piccola costante M tale che (z* + 2)% < M (2® + 4)* per ogni z > 0.

¢) Trovare la pitt grande costante m tale che (z* + 2)° > m(z® + 4)* per ogni = > 0.

3. Uguale al gruppo 1.
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PRIMA PARTE, GRUPPO 1.

1. Determinare I'insieme di definizione della funzione arcsin(e?® — 2).

2. Determinare lo sviluppo di Taylor di ordine 4 (in 0) della funzione f(z) := (z — %) sin(6x).

3. Dire per quali a € R la funzione z(t) := (1 + at)? risolve 'equazione differenziale i = 24 /3,

4. Un punto P si muove nel piano con legge oraria
P(t) := (2cos(e*); 2sin(e*)) .
Calcolare la velocita di P e la distanza percorsa tra l'istante ¢t = 0 e Iistante t = 1.
+00

27l n
5. Calcolare il raggio di convergenza della serie di potenze Z 1 +x4n.
=0

22 +sinx

P dx converge ad un numero finito.
¢+

“+o0
6. Dire per quali @ > 0 l'integrale improprio /
1

7. Trovare la soluzione dell’equazione differenziale i = 4te?*(1 + 22) che soddisfa z(1) = 0.

8. Disegnare 'insieme A dei punti (z,y) tali che 2z% — 1 <y < — arctan(z — 2).

PRIMA PARTE, GRUPPO 2.

1
1. Determinare 'insieme di definizione della funzione arctan (TQ)
e2r _

2. Determinare lo sviluppo di Taylor di ordine 4 (in 0) della funzione f(z) := (1 — 2?) log(1 + 422).
3. Dire per quali a € R la funzione z(t) := (1 + at)? risolve 'equazione differenziale i = 24 /2,
4. Un punto P si muove nel piano con legge oraria

P(t) := (cos(e™"); —sin(e™")) .

Calcolare la velocita di P e la distanza percorsa tra l'istante ¢ = 0 e I'istante t = 1.

“+oo
2"
5. Calcolare il raggio di convergenza della serie di potenze E '
n!
n=0

+oo _.a
. . . . . %+ 1 .
6. Dire per quali a > 0 I'integrale improprio / dx converge ad un numero finito.

0o 27+1
7. Trovare la soluzione dell’equazione differenziale & = 4te!” (14 2?) che soddisfa z(2) = 0.

8. Risolvere graficamente la disequazione 2z* — 1 < | arctan(x — 2)|

PRIMA PARTE, GRUPPO 3.

1. Determinare l'insieme di definizione della funzione arccos(e** — 2).
2. Determinare lo sviluppo di Taylor di ordine 4 (in 0) della funzione f(x) := (1 — z*) cos(22?).

3. Dire per quali a € R la funzione x(t) := (1 + at)~2 risolve 'equazione differenziale & = 622.
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4. Un punto P si muove nel piano con legge oraria
P(t) := (2sin(e®); 2cos(e™)).

Calcolare la velocita di P e la distanza percorsa tra l'istante ¢t = 0 e I'istante t = 1.

+o0 n
5. Calcolare il raggio di convergenza della serie di potenze nzo 2"?— TR
teogr 41
6. Dire per quali a > 0 I'integrale improprio / ST dx converge ad un numero finito.
0 :I;
7. Trovare la soluzione dell’equazione differenziale @ = 4te* (2 + x) che soddisfa z(1) = —1.
. o . . . 1
8. Disegnare l'insieme A dei punti (z,y) tali che CEnE < y < arctan (|z] — 1).
T —

PRIMA PARTE, GRUPPO 4.

1. Determinare I'insieme di definizione della funzione arcsin(2 — ¢®).

2. Determinare lo sviluppo di Taylor di ordine 4 (in 0) della funzione f(z) := (2 4 2*) sin(6z).

3. Dire per quali a € R la funzione z(t) := (1 + at)? risolve 'equazione differenziale & = 3z'/3.

4. Un punto P si muove nel piano con legge oraria
P(t) := (cos(e?); —sin(e*)).
Calcolare la velocita di P e la distanza percorsa tra 'istante t = 0 e 'istante ¢t = 1.

+oo
4n n
5. Calcolare il raggio di convergenza della serie di potenze Z 1 +x2n.
=0

1.3 .
6. Dire per quali a > 0 I'integrale improprio / z°tsmz

dx converge ad un numero finito.
x + x4
0

7. Trovare la soluzione dell’equazione differenziale & = 4te! (2 + ) che soddisfa z(2) = —1.

8. Risolvere graficamente la disequazione 2z* — 1 > — arctan(z — 2).

PRIMA PARTE, GRUPPO 5.

1
1. Determinare 'insieme di definizione della funzione arctan (Tg)
e2r _

2. Determinare lo sviluppo di Taylor di ordine 4 (in 0) della funzione f(z) := (1 + 2?) log(1 + 422).

3. Dire per quali a € R la funzione z(t) := (1 + at)? risolve I'equazione differenziale i = 3z!/2.

4. Un punto P si muove nel piano con legge oraria
P(t) := (2cos(e™"); 2sin(e™")).
Calcolare la velocita di P e la distanza percorsa tra l'istante ¢ = 0 e I'istante t = 1.

X g

21’L

5. Calcolare il raggio di convergenza della serie di potenze

n=0
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1 4 3
* 4z
6. Dire per quali @ > 0 l'integrale improprio / i dx converge ad un numero finito.

o e + xr2a
7. Trovare la soluzione dell’equazione differenziale i = —4te?!(1 + z)? che soddisfa z(0) = —2.

8. Disegnare 'insieme A dei punti (z,y) tali che y < 22* —1 ey < ‘ arctan(z — 2)|.

PRIMA PARTE, GRUPPO 6.

1. Determinare I'insieme di definizione della funzione arccos(2 — e?).
2. Determinare lo sviluppo di Taylor di ordine 4 (in 0) della funzione f(z) := (1 + z*) cos(2z?).
3. Dire per quali a € R la funzione z(t) := (1 + at)~2 risolve 'equazione differenziale # = 12 2%,

4. Un punto P si muove nel piano con legge oraria
P(t) := (sin(e); —cos(e™)) .
Calcolare la velocita di P e la distanza percorsa tra l'istante ¢t = 0 e I'istante t = 1.

+oo
5. Calcolare il raggio di convergenza della serie di potenze Z (3" +n®)a™.

n=0

1
dx

6. Dire per quali @ > 0 l'integrale improprio / ————— converge ad un numero finito.

o (x —sinz)e

7. Trovare la soluzione dell’equazione differenziale & = —4te! (1 + 2)2 che soddisfa 2(0) = 0.

8. Risolvere graficamente la disequazione 5 < arctan (|z| —1).

o
(z—1)

SECONDA PARTE, GRUPPO 1.

Scritto del primo appello: esercizi 1, 2 e 3; secondo compitino: esercizi 3, 4 e 5.

1. Consideriamo la funzione ,
x) = (cos(22? e _ 1.
f(x) := ((cos(

a) Trovare la parte principale di f(x) per x — 0.
b) Per ogni a € R, trovare la parte principale di f(x) — az? per x — 0.

2. a) Dire se la disequazione exp(z?) > x'%/3 vale per ogni z > 0 oppure no.
b) Dire per quali a > 0 si ha che exp(x?) > 2% per ogni z > 0.

3. Dato a € R, consideriamo ’equazione differenziale
i —2ad + 4z = 8t + 4e* .
a) Trovare la soluzione generale di (*) per a > 0 e a # 2.

b) Trovare la soluzione generale di (*) per a = 2.

c¢) Per ogni a > 2, trovare una soluzione di (*) che tende a +o00 per t — +00.

4. Dato a > 0, poniamo
1

(exp(z®) — 1)ett

fz) =

a) Discutere il comportamento dell’integrale improprio fol f(z)dx.
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b) Discutere il comportamento dell’integrale improprio floo f(zx) da.

5. Sia A linsieme dei punti (z,y) tali che 0 < y < e 171, ¢ sia V il solido ottenuto facendo ruotare
A attorno alla retta di equazione y = 2.

a) Tracciare un disegno approssimativo di A, di V, e di una generica sezione di V' ortogonale
all’asse di rotazione, e calcolare I'area di quest’ultima.

b) Calcolare il volume di V.

SECONDA PARTE, GRUPPO 2.

Scritto del primo appello: esercizi 1, 2 e 3; secondo compitino: esercizi 3, 4 e 5.

1. Consideriamo la funzione
f(z) = (COS(2$3>)1/I2 —1.
a) Trovare la parte principale di f(x) per  — 0.
b) Per ogni a € R, trovare la parte principale di f(z) — az* per z — 0.

2. a) Dire se la disequazione exp(z?) > 22/2 vale per ogni z > 0 oppure no.

b) Dire per quali @ > 0 si ha che exp(z*) > 2 per ogni 2 > 0.

3. Dato a € R, consideriamo ’equazione differenziale
& —2ai + 92 = 9t + 63 (*)
a) Trovare la soluzione generale di (*) per a > 0 e a # 3.

b) Trovare la soluzione generale di (*) per a = 3.

c) Per ogni a > 3, trovare una soluzione di (*) che tende a +o00 per t — +00.

4. Dato a > 0, poniamo
1

@) = ey — e

a) Discutere il comportamento dell’integrale improprio fol f(z)dx.

b) Discutere il comportamento dell’integrale improprio floo f(z)dx.

5. Sia A l'insieme dei punti (z,y) tali che 0 <y < e~ 1#l. e sia V il solido ottenuto facendo ruotare
A attorno alla retta di equazione y = 3.

a) Tracciare un disegno approssimativo di A, di V, e di una generica sezione di V' ortogonale
all’asse di rotazione, e calcolare ’area di quest’ultima.

b) Calcolare il volume di V.

SECONDA PARTE, GRUPPO 3.

Scritto del primo appello: esercizi 1, 2 e 3; secondo compitino: esercizi 3, 4 e 5.

1. Consideriamo la funzione

flz):= (COS(2$2))1/m2 —1.

a) Trovare la parte principale di f(x) per z — 0.

b) Per ogni a € R, trovare la parte principale di f(x) — ax? per x — 0.

2. a) Dire se la disequazione exp(z?) > x'*/? vale per ogni z > 0 oppure no.

b) Dire per quali a > 0 si ha che exp(x?) > 2% per ogni x > 0.
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3. Dato a € R, consideriamo ’equazione differenziale
F— 2ai + da = 4t — 4e*" . (*)
a) Trovare la soluzione generale di (*) per a > 0 e a # 2.
b) Trovare la soluzione generale di (*) per a = 2.
¢) Per ogni a > 2, trovare una soluzione di (*) che tende a —oco per t — +00.

4. Dato a > 0, poniamo
1

@) = @y — e

a) Discutere il comportamento dell’integrale improprio fol f(zx) da.

b) Discutere il comportamento dell’integrale improprio floo f(x) da.

5. Sia A linsieme dei punti (z,y) tali che 0 < y < e 17!, e sia V il solido ottenuto facendo ruotare
A attorno alla retta di equazione y = 2.

a) Tracciare un disegno approssimativo di A, di V, e di una generica sezione di V' ortogonale
all’asse di rotazione, e calcolare I'area di quest’ultima.

b) Calcolare il volume di V.

SECONDA PARTE, GRUPPO 4.

Scritto del primo appello: esercizi 1, 2 e 3; secondo compitino: esercizi 3, 4 e 5.

1. Consideriamo la funzione )
f(z) = (cos(2x3))1/z —1.
a) Trovare la parte principale di f(x) per x — 0.
b) Per ogni a € R, trovare la parte principale di f(x) — az? per x — 0.

2. a) Dire se la disequazione exp(xz?) > x!'! vale per ogni x > 0 oppure no.

b) Dire per quali a > 0 si ha che exp(z*) > 2 per ogni 2 > 0.

3. Dato a € R, consideriamo ’equazione differenziale
#—2ai + 9z = 27t — 6> (*)
a) Trovare la soluzione generale di (*) per a > 0 e a # 3.
b) Trovare la soluzione generale di (*) per a = 3.
¢) Per ogni a > 3, trovare una soluzione di (*) che tende a —oco per t — +00.

4. Dato a > 0, poniamo
1

1) = o — e

a) Discutere il comportamento dell’integrale improprio fol f(z) da.

b) Discutere il comportamento dell’integrale improprio floo f(x) du.

5. Sia A linsieme dei punti (z,y) tali che 0 < y < e~ 17l e sia V il solido ottenuto facendo ruotare
A attorno alla retta di equazione y = 3.

a) Tracciare un disegno approssimativo di A, di V, e di una generica sezione di V' ortogonale
all’asse di rotazione, e calcolare ’area di quest’ultima.

b) Calcolare il volume di V.
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PRIMA PARTE, GRUPPO 1.

1
1. Trovare le x € [0, 7] che risolvono la disequazione sin(2z) < —3

2. Dire se esistono i punti di massimo e di minimo assoluti della funzione f(z) := 23€2* relativa-

mente alla semiretta x < —1, e in caso affermativo calcolarli.

| 1
3. Calcolare i seguenti limiti: a) lim 67, b) lim &; ¢) lim cos (2””2_””3).
@0 x? z—+o0 log(log x) @—+o0
0 27
4. Calcolare l'integrale improprio /7 N m dx.

5. Dire per quali a > 0 vale che 2% logx = O(2%) per x — +o0.

+00 5p
6. Calcolare il raggio di convergenza della serie di potenze Z

n=0

+1
n!

z".

7. Trovare una soluzione particolare dell’equazione & + x = 2t2.

8. Sia f la funzione il cui grafico ¢ riportato nella figura accan-
to. Disegnare il grafico della funzione g(z) := 1 f(z) + 3 e

risolvere graficamente la disequazione 2% — 1 < g(x).

PRIMA PARTE, GRUPPO 2.

1
1. Trovare le x € [0, 7] che risolvono la disequazione cos(2x) < —5

2. Dire se esistono i punti di massimo e di minimo assoluti della funzione f(z) := x3e~% relativa-

mente alla semiretta z > 4, e in caso affermativo calcolarli.

at+a® g log? 5_ 2
3. Calcolare i seguenti limiti: a) lim ————; b) lim e T ¢) lim cos (2””3’”” ).
z—0 3 z—+o0 x + logx r—400
0 23
4. Calcolare l'integrale improprio /_ N m dx.

5. Dire per quali a > 0 vale che z?logx = o(z%) per z — 0.

—+oo

!
6. Calcolare il raggio di convergenza della serie di potenze Z T gn
n=0

7. Trovare una soluzione particolare dell’equazione & + 2z = 2t2.

8. Sia f la funzione il cui grafico e riportato nella figura ac-
canto. Disegnare il grafico della funzione g(z) := 1 — f(z)
e I'insieme A dei punti (z,y) tali che g(z) <y < f(x).

PRIMA PARTE, GRUPPO 3.

N | =

1. Trovare le x € [0, 7] che risolvono la disequazione cos(2x) <
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2. Dire se esistono i punti di massimo e di minimo assoluti della funzione f(z) := 232 relativa-

mente alla semiretta = < 0, e in caso affermativo calcolarli.

2z%) — 1 -1
3. Calcolare i seguenti limiti: a) lir% %; b) lim+ %; c) liI_iI_I cos (1 )
a—0 i 4w z—0 x @—too ogw

0 5

4. Calcolare I'integrale improprio /_ N 04:%74%6)2 dx.

5. Dire per quali a > 0 vale che 2 3* = O(a®) per x — +o0.

+oo n

6. Calcolare il raggio di convergenza della serie di potenze Z z .
n=0 (n')2

7. Trovare una soluzione particolare dell’equazione & — 22 = 4t2.

8. Sia f la funzione il cui grafico ¢ riportato nella figura ac-
canto. Disegnare il grafico della funzione g(x) := f(2z) e
linsieme A dei punti (x,y) tali che f(z) <y < g(x).

PRIMA PARTE, GRUPPO 4.

1. Trovare le x € [0, 7] che risolvono la disequazione sin(2z) < ——.

=

2. Dire se esistono i punti di massimo e di minimo assoluti della funzione f(z) := x3e~% relativa-

mente alla semiretta x > 2, e in caso affermativo calcolarli.

x + logx .
————; ¢) lim cos(

22%) — 1
3. Calcolare i seguenti limiti: a) lim cos(2e”) — 1. b) lim I
T—>+00

a—0 x5 4 gt z—0+ T

logx).

2%

0 {)3‘7

4. Calcolare I'integrale improprio /_ N m dx.

5. Dire per quali a > 0 vale che 22 log x = O(z%) per z — +o0.
00 gn

6. Calcolare il raggio di convergenza della serie di potenze Z

n=0

24t
4qn 4 n?2

7. Trovare una soluzione particolare dell’equazione & + x = —2t2.

8. Sia f la funzione il cui grafico e riportato nella figura accan-
to. Disegnare il grafico della funzione g(z) := 1 f(z) + 5 e

2 »X
I'insieme A dei punti (x,y) tali che f(z) <y < g(x).
E
PRIMA PARTE, GRUPPO 5.
1. Trovare le € [0, ] che risolvono la disequazione cos(2x) < -
2. Dire se esistono i punti di massimo e di minimo assoluti della funzione f(z) := x3e?* relativa-
mente alla semiretta x < —2, e in caso affermativo calcolarli.
. e e . 3 . 2 3 . 24,3
3. Calcolare i seguenti limiti: a) lim —————; b) lim (z° +2°)4%; ¢) lim cos (2° ).

z—0 ex4+x3 -1 T——00 r— —00
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3

0
Calcolare 'integrale improprio /_ N m dx.

Dire per quali a > 0 vale che 2 logx = o(x%) per x — 0.

—+oo

Calcolare il raggio di convergenza della serie di potenze Z tn x"

4n + 5”
Trovare una soluzione particolare dell’equazione & + 2z = —2t2.

Sia f la funzione il cui grafico e riportato nella ﬁgura ac—
canto. Disegnare il grafico della funzione g(z) := 1 —

PRIMA PARTE, GRUPPO 6.

. | —y
e risolvere graficamente la disequazione g(z) < f(x / K
V3,
2

. Trovare le x € [0, 7] che risolvono la disequazione cos(2x) <

Dire se esistono i punti di massimo e di minimo assoluti della funzione f(z) := z3e~% relativa-

mente alla semiretta z > 0, e in caso affermativo calcolarli.
a3 + xt

Calcolare i seguenti limiti: a) il—>mo W; b) a:ErEloo(x4 +23)4%; ¢) wli)Enoo cos (2w4+x3).

zd

0
Calcolare 'integrale improprio [ N m dx.

Dire per quali a > 0 vale che 22 = O(a®) per z — +00.

—+oo

471/ 5'I'L
Calcolare il raggio di convergenza della serie di potenze Z +

2”+nm

n

Trovare una soluzione particolare dell’equazione & — 2z = 2t2.

Sia f la funzione il cui grafico e riportato nella figura ac-
canto. Disegnare il grafico della funzione g(z) := f(2z) e
risolvere graficamente la disequazione f(z) < g(z).

SECONDA PARTE, GRUPPO 1.

. Per ogni a € R consideriamo ’equazione

e® =a(z? - 3), *)
e indichiamo con z(a) la pin piccola delle soluzioni di questa equazione (se ne esistono).
a) Per ogni a > 0, determinare il numero di soluzioni di (*).
b) Determinare il limite L di z(a) per a — +oc.

¢) Determinare la parte principale di z(a) — L per a — +oc.
Sia A l'insieme dei punti (z,y) del piano cartesiano per cui vale

1
+1 < —.
v+ S ey

a) Disegnare A e calcolarne larea.

b) Trovare una retta verticale che divide A in due parti, una con area doppia dell’altra.
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3. a) Per ogni a > 0 discutere il comportamento della serie

b) Calcolare il valore di S per a = 1/2 con errore inferiore a 1073.

SECONDA PARTE, GRUPPO 2.

1. Per ogni a € R consideriamo ’equazione
e =as? -8), )
e indichiamo con z(a) la piu piccola delle soluzioni di questa equazione (se ne esistono).
a) Per ogni a > 0, determinare il numero di soluzioni di (*).
b) Determinare il limite L di z(a) per a — +oc.
c¢) Determinare la parte principale di z(a) — L per a — +0o0.
2. Sia A l'insieme dei punti (z,y) del piano cartesiano per cui vale
ly + 1] < # :
(] +4)3
a) Disegnare A e calcolarne l'area.

b) Trovare una retta verticale che divide A in due parti, una con area doppia dell’altra.

3. a) Per ogni a > 0 discutere il comportamento della serie

g N~ a
’_nz::ln—l—Q’

b) Calcolare il valore di S per a = 1/2 con errore inferiore a 1073.

SECONDA PARTE, GRUPPO 3.

1. Per ogni a € R consideriamo ’equazione
e® =a(z? - 3), *)
e indichiamo con z(a) la piu grande delle soluzioni di questa equazione (se ne esistono).
a) Per ogni a < 0, determinare il numero di soluzioni di (*).
b) Determinare il limite L di z(a) per a — —oc.

c¢) Determinare la parte principale di z(a) — L per a — —o0.

2. Sia A l'insieme dei punti (z,y) del piano cartesiano per cui vale
y—1< s

(] +2)*

a) Disegnare A e calcolarne l'area.

b) Trovare una retta verticale che divide A in due parti, una con area doppia dell’altra.

3. a) Per ogni a > 0 discutere il comportamento della serie
IR 40
a
S = —_.
Z n2 +1
n=1

b) Calcolare il valore di S per a = 1/2 con errore inferiore a 1073.
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SECONDA PARTE, GRUPPO 4.

1. Per ogni a € R consideriamo ’equazione
e’ =a(z? - 8), *)
e indichiamo con z(a) la pitt grande delle soluzioni di questa equazione (se ne esistono).
a) Per ogni a < 0, determinare il numero di soluzioni di (*).
b) Determinare il limite L di z(a) per a — —oc.

¢) Determinare la parte principale di z(a) — L per a — —oc.

2. Sia A l'insieme dei punti (z,y) del piano cartesiano per cui vale

ly—1 < L
(] +4)?
a) Disegnare A e calcolarne larea.

b) Trovare una retta verticale che divide A in due parti, una con area doppia dell’altra.

3. a) Per ogni a > 0 discutere il comportamento della serie

b) Calcolare il valore di S per a = 1/2 con errore inferiore a 1073.
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PRIMA PARTE, GRUPPO 1.

1. Derivare le seguenti funzioni: a) arctan(z* — 1); b) log (z*/e").

2. Disporre le seguenti funzioni nel giusto ordine rispetto alla relazione < per x — +oc:

+1 241
1+logxr < * < < °
e’ 2e” log x
N—_—— N—— —— ——
a b ¢ d

3. Trovare un numero « con —7 < a < 7 per cui vale la seguente identita:

sinz 4 cosz = V2 sin(z 4+ ) per ogni z € R.

Looog3
4. Calcolare / —dx.
0 \4/ 4 +1

5. Scrivere lo sviluppo di Taylor di ordine 8 della funzione f(z) := (1 + 2z%)log(1 + 2z%).

n*sin(1/n%)

+oo
6. Dire per quali @ > 0 la serie Z T

n=1

converge ad un numero finito.

7. Trovare la soluzione dell’equazione differenziale & + 42 = 8 che soddisfa z(0) = £(0) = 0.

8. Calcolare il periodo della funzione f(x) := 2+ 2sin(27x — 7) e disegnarne il grafico.

PRIMA PARTE, GRUPPO 2.

1. Derivare le seguenti funzioni: a) arcsin(z® — 1); b) log (z*/2).

2. Disporre le seguenti funzioni nel giusto ordine rispetto alla relazione < per x — +o0:

2 1 1
et < (@21 € —+ .
x logx logx =«
—— —— ——— ———
a b ¢ d
3. Trovare un numero o con —7w < o < 7 per cui vale la seguente identita:

sinz — cosz = V2 sin(z + o) per ogni z € R.

227
4. Calcolare | ———=dx.
b/VEIT
5. Scrivere lo sviluppo di Taylor di ordine 6 della funzione f(x) := (3 + x*) sin(222).

+oo
4" log(l +1/a™
6. Dire per quali a > 1 la serie Z M

a +n

n=1

converge ad un numero finito.

7. Trovare la soluzione dell’equazione differenziale & + 4z = 4 che soddisfa x(0) = #(0) = 0.

8. Calcolare il periodo della funzione f(z) := —1 + 2sin(nz + ) e disegnarne il grafico.

PRIMA PARTE, GRUPPO 3.

1. Derivare le seguenti funzioni: a) arctan(z* +1); b) log (2*/3").
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Disporre le seguenti funzioni nel giusto ordine rispetto alla relazione < per z — +o0:

L o B g <
z-logx
e +x log x & (27 — x)?
—— —— —— ———
a b ¢ d

Trovare un numero « con —7w < o < 7 per cui vale la seguente identita:
cosz —sinz = /2 sin(z 4+ ) per ogni z € R.
1 5
2
Calcolare / % dx.
o T +1

Scrivere lo sviluppo di Taylor di ordine 8 della funzione f(z) := (1 — 2%)log(1 + 2z%).
n*sin(1/n%)

converge ad un numero finito.
2 4+ 1

+oo
Dire per quali a > 0 la serie Z
n=1

Trovare la soluzione dell’equazione differenziale & + 9 = 9 che soddisfa x(0) = £(0) = 0.

Calcolare il periodo della funzione f(z) := —2 + 2sin(2z + 7) e disegnarne il grafico.

PRIMA PARTE, GRUPPO 4.

. Derivare le seguenti funzioni: a) arcsin(z* — 1); b) log (e”/z%).

. Disporre le seguenti funzioni nel giusto ordine rispetto alla relazione < per x — +o0:

xT

2e” < log x < 1 n 1 e
2 +1 1+2x 10g2x 2 41"
—— N—— —— ~——

a b c d

Trovare un numero o con —7 < o < 7 per cui vale la seguente identita:

sinz + cosz = v/2 cos(z + ) per ogni z € R.

Calcolare / 227 d
I —dx.
vzt +1

Scrivere lo sviluppo di Taylor di ordine 6 della funzione f(x) := (3 — %) sin(222).

n*sin(1/n%)

3 converge ad un numero finito.
n°% + n

—+oo
Dire per quali a > 0 la serie Z
=1

Trovare la soluzione dell’equazione differenziale & + 4 = 8¢ che soddisfa x(0) = %(0) = 0.

Calcolare il periodo della funzione f(z) := 2 + 2 cos(2mx — 7) e disegnarne il grafico.

PRIMA PARTE, GRUPPO 5.

1.

2.

Derivare le seguenti funzioni: a) arctan(z® + 1); b) log (27/2®).

Disporre le seguenti funzioni nel giusto ordine rispetto alla relazione < per z — +o0:

x log = 9
3" +1 27" 41
<€ oy € g €74
—— —— —— ——
a b ¢ d
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P

Trovare un numero o con —7 < o < 7 per cui vale la seguente identita:

sinz — cosz = V2 cos(x + @) per ogni z € R.

L9g5
Calcolare / —dx.
0 \3/ 6 +1

Scrivere lo sviluppo di Taylor di ordine 4 della funzione f(z) := (1 — 22)log(1 + 2z?).

R log(1+1/a™)

Dire per quali a > 1 la serie E ET— converge ad un numero finito.
a n
n=1

Calcolare il periodo della funzione f(z) := —1 4 2 cos(mx + 7) e disegnarne il grafico.

RIMA PARTE, GRUPPO 6.

[N)

. Derivare le seguenti funzioni: a) arcsin(z® — 1); b) log (3*/z?%).

. Disporre le seguenti funzioni nel giusto ordine rispetto alla relazione < per x — +o0:

Trovare un numero « con —7 < « < 7 per cui vale la seguente identita:

cosx —sinz = v/2 cos(z + ) per ogni z € R.

5

2
. Calcolare /%dm.
%+ 1

Scrivere lo sviluppo di Taylor di ordine 3 della funzione f(z) := (3 — 2?) sin(2x).

. . <X 47 sin(1/n)
Dire per quali a > 0 la serie E ECTE——
n<® + ne

n=1

converge ad un numero finito.

Calcolare il periodo della funzione f(z) := —2 + 2 cos(2z + 7) e disegnarne il grafico.

SECONDA PARTE, GRUPPO 1.

1.

Consideriamo la funzione f(z) := (005(2:132))6 —1.
a) Trovare la parte principale di f(x) per z — 0.
b) Per ogni a € R trovare la parte principale di f(z) 4 ax* per x — 0.

a) Disegnare il grafico della funzione

1

T) = ———
fle):= 73 22 +1

e I'insieme A dei punti (x,y) tali che f(z) <y < f(x —1).

b) Scrivere l'area di A come integrale e dire se & finita 0 meno.

Trovare la soluzione dell’equazione differenziale Z + 4z = 4t che soddisfa x(0) = #(0) = 0.

Trovare la soluzione dell’equazione differenziale & + 9z = 9¢ che soddisfa 2:(0) = (0) = 0.
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3. Consideriamo un punto P che si muove nel piano con la seguente legge oraria:
P(t):= (2> = 2; 83 —t).
a) Calcolare la minima distanza di P dall’origine.

b) Disegnare la traiettoria di P. (Suggerimento: esprimere ¢, e poi anche y, in funzione di z.)

SECONDA PARTE, GRUPPO 2.

1. Consideriamo la funzione f(x) := (cos(23:2))9 -1
a) Trovare la parte principale di f(x) per x — 0.
b) Per ogni a € R trovare la parte principale di f(z) 4 ax* per x — 0.

2. a) Disegnare il grafico della funzione
1
x) = ——
flo) =5 2 +1

e l'insieme A dei punti (x,y) tali che f(z) <y < f(z —1).

b) Scrivere l’area di A come integrale e dire se ¢ finita o meno.

3. Consideriamo un punto P che si muove nel piano con la seguente legge oraria:
P(t):= (3t = 1; t* —t).
a) Calcolare la minima distanza di P dall’origine.

b) Disegnare la traiettoria di P. (Suggerimento: esprimere ¢, e poi anche y, in funzione di z.)

SECONDA PARTE, GRUPPO 3.

1. Consideriamo la funzione f(x) := (005(2333))6 -1
a) Trovare la parte principale di f(x) per z — 0.
b) Per ogni a € R trovare la parte principale di f(x) + ax® per x — 0.

2. a) Disegnare il grafico della funzione
1
x) = ——
fle) =3 2 +1

e I'insieme A dei punti (x,y) tali che f(z+1) <y < f(x).

b) Scrivere ’area di A come integrale e dire se ¢ finita o meno.

3. Consideriamo un punto P che si muove nel piano con la seguente legge oraria:
P(t):= (2> - 2,13 —1).
a) Calcolare la minima distanza di P dall’origine.

b) Disegnare la traiettoria di P. (Suggerimento: esprimere ¢, e poi anche y, in funzione di z.)

SECONDA PARTE, GRUPPO 4.

1. Consideriamo la funzione f(x) := (cos(2m3))9 —1.
a) Trovare la parte principale di f(x) per z — 0.

b) Per ogni a € R trovare la parte principale di f(x) + ax® per x — 0.

2. a) Disegnare il grafico della funzione
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e l'insieme A dei punti (z,y) tali che f(z +1) <y < f(z).

b) Scrivere I'area di A come integrale e dire se & finita o meno.

. Consideriamo un punto P che si muove nel piano con la seguente legge oraria:
Pt):= (3t —1; 3 —t).
a) Calcolare la minima distanza di P dall’origine.

b) Disegnare la traiettoria di P. (Suggerimento: esprimere ¢, e poi anche y, in funzione di z.)
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PRIMA PARTE, GRUPPO 1.

1. Trovare le coordinate polari (r,«) con a € (—m,n] dei seguenti punti, espressi in coordinate

cartesiane: a) (—2,—2); b) (0,-2); ¢) (—=1,—/3).

Calcolare i seguenti limiti: a) lirJIrl sin(e®); b) lim+\/510g(2x); c) liIJIrl x sin(1/z%).
xr— 400 x—0 r—+00

Scrivere lo sviluppo di Taylor di ordine 6 (in 0) di f(z) := (2 — 32%)log(1 — 2?).

Calcolare la velocita 7(t) e la distanza d percorsa tra 'istante ¢ = —oco e t = 0 da un punto P
si muove con la legge oraria P(t) := e’ (sin(2t), cos(2t)).

n® + n2a

W converge ad un numero finito.

—+oo
Dire per quali a > 0 la serie Z
n=1

+oo 22n T n2

Calcolare il raggio di convergenza R della serie di potenze Z "

3" +n .

n=0
Trovare tutte le soluzioni dell’equazione differenziale & + 44 + 5x = 0 che soddisfano la condi-

zione iniziale z(0) = 0.

Disegnare I'insieme A dei punti (z,y) che soddisfano le condizioni 1 <y <2 e y <

1
(x—1)*

PRIMA PARTE, GRUPPO 2.

1.

Trovare le coordinate polari (r,a) con o € (—m,w| dei seguenti punti, espressi in coordinate
cartesiane: a) (—1,1); b) (0,-3); ¢) (—V/3,3).

1 4 2
Calcolare 1 seguenti limiti: a) GCEIPOO cos(e”); b) xgrfm %; c xiir%) ﬁ.

Scrivere lo sviluppo di Taylor di ordine 6 (in 0) di f(z) := (1 + 23)log(1 — 223).

. Calcolare la velocita #(t) e la distanza d percorsa tra l'istante t = —oo e t = 0 da un punto P

si muove con la legge oraria P(t) := e’ (sin(3t), cos(3t)).

sin(1/n2?)

n—yn

—+oo
Dire per quali a > 0 la serie Z converge ad un numero finito.

n=2
too 2—2n =+ 712
Calcolare il raggio di convergenza R della serie di potenze Z —"
= 3" +n

Trovare tutte le soluzioni dell’equazione differenziale & — 44 + 5z = 0 che soddisfano la condi-
zione iniziale 2(0) = 0.

Disegnare l'insieme A dei punti (z, y) che soddisfano le condizioni -2 <z < —1 e y < W.
x

PRIMA PARTE, GRUPPO 3.

1.

Trovare le coordinate polari (r,a) con a € (—m,«| dei seguenti punti, espressi in coordinate
cartesiane: a) (0,—4); b) (=1,—1); ¢) (=3, —3).
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3 1
2. Calcolare i seguenti limiti: a) liI_’I_l m; b) lim+ (f + log a:); ¢) lim 2?sin(1/z).
x—+o0 2% x z—0 x r——00

3. Scrivere lo sviluppo di Taylor di ordine 6 (in 0) di f(z) := (8 — 223)V/1 + 23.

4. Calcolare la velocita 0(t) e la distanza d percorsa tra listante t = —co e t = 0 da un punto P
si muove con la legge oraria P(t) := e (cos(2t), sin(2t)).

+oo a 2a
. . . n*+n .
5. Dire per quali a > 0 la serie E converge ad un numero finito.
n
n=1

— ni(el/n —1)

too 22n 4 n2
6. Calcolare il raggio di convergenza R della serie di potenze Z

n=0

n

— 7z
37" +n

7. Trovare tutte le soluzioni dell’equazione differenziale & + 2@ + 5z = 0 che soddisfano la condi-
zione iniziale 2(0) = 0.

8. Disegnare l'insieme A dei punti (z,y) che soddisfano le condizioni —1 <z <1 e y < e~ 17l

PRIMA PARTE, GRUPPO 4.

1. Trovare le coordinate polari (r,a) con a € (—m, 7] dei seguenti punti, espressi in coordinate
cartesiane: a) (0,—3); b) (=2,2); ¢) (—v/3,1).

w

5T 4 2 2
2. Calcolare i seguenti limiti: a) hI_’I_l 5o 25 b) liT (z —log"xz); ¢ lin%) %
r——+o0 2T — 4T T—+o00 z—0 log x

3. Scrivere lo sviluppo di Taylor di ordine 6 (in 0) di f(z) := (2 — 23)v/1 + 223.

4. Calcolare la velocita 0(t) e la distanza d percorsa tra listante t = —oco e t = 0 da un punto P
si muove con la legge oraria P(t) := e’ (cos(3t), sin(3t)).

too 4(61/712 _ 1)

5. Dire per quali a > 0 la serie Z converge ad un numero finito.

S 1
I g-2m 4 2
6. Calcolare il raggio di convergenza R della serie di potenze Z —2a"
= 3T +n

7. Trovare tutte le soluzioni dell’equazione differenziale & — 2& + 5z = 0 che soddisfano la condi-
zione iniziale 2(0) = 0.

8. Disegnare I'insieme A dei punti (z,y) che soddisfano le condizioni e <y <1 e y <2 — 22

SECONDA PARTE, GRUPPO 1.

1. a) Trovare la parte principale per x — 0 di f(z) := {/exp(2z6) — 1.

b) Per ogni a € R, trovare la parte principale per z — 0 di f(z) — ax®.

2. Consideriamo 'insieme A dei punti (z,y) tali che 0 <y < f(z), dove
F(@) = (@ — 1) exp(—a)
a) Disegnare il grafico della funzione f e 'insieme A.

b) Disegnare il solido V, ottenuto ruotando A attorno all’asse = e calcolarne il volume.

c) Disegnare il solido V,, ottenuto ruotando A attorno all’asse y e calcolarne il volume.
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3. Si consideri la funzione f data da

(z+1)2 dt
f(z):= /1 16

a) Discutere i limiti di f(z) per # — $oo (esistenza ed eventuale finitezza).
b) Disegnare il grafico di f(z).
¢) Trovare la parte principale di f(z) per z — 0.

SECONDA PARTE, GRUPPO 2.

1. a) Trovare la parte principale per x — 0 di f(x) := y/exp(2z*) — 1.
b) Per ogni a € R, trovare la parte principale per x — 0 di f(x) — az?.

2. Consideriamo 'insieme A dei punti (z,y) tali che 0 <y < f(z), dove
f(@) = (z = 2) exp(—2).
a) Disegnare il grafico della funzione f e 'insieme A.
b) Disegnare il solido V, ottenuto ruotando A attorno all’asse = e calcolarne il volume.

c) Disegnare il solido V,, ottenuto ruotando A attorno all’asse y e calcolarne il volume.

3. Si consideri la funzione f data da
(z+1)2 dt
f(aj) = ;/1 14+ t5 :
a) Discutere i limiti di f(z) per £ — Fo0o (esistenza ed eventuale finitezza).
b) Disegnare il grafico di f(z).
c¢) Trovare la parte principale di f(z) per z — 0.
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PRIMA PARTE, GRUPPO 1.

1. Dire per quali a € R la funzione f(x) := sin(22®) + az® & crescente su tutto R.

2. Disporre le seguenti funzioni nel giusto ordine rispetto alla relazione < per x — +o0:
4 . z?2 z logx 2 x
;<<sm(e)<<eg<<x—|—4.
~~ —— —— ——
a b ¢ d
3. Trovare la parte principale per z — 0 della funzione f(x) := /1 + 222 — 1 — 22,

4. Un punto P si muove con la legge oraria P(t) := (cost, 2t3 — 3xt?). Trovare tutti i tempi ¢ in
cui laccelerazione di P & nulla (e se non ne esiste nessuno, specificarlo).

2

Toodt
5. Calcolare la derivata della funzione f(x) := / e
2z

. . : . Y R L e
6. Dire per quali @ > 0 l'integrale improprio /1 m dx ¢é finito.

7. Trovare la soluzione dell’equazione differenziale i = (1 + 22) t e’ che soddisfa z(0) = 0.

8. Disegnare l'insieme A dei punti (z, y) nel piano cartesiano le cui coordinate polari «, r soddisfano

<

—Z<a< 1<r<2.

.
47

o~

PRIMA PARTE, GRUPPO 2.

1. Dire per quali a € R la funzione f(x) := sin(3z®) + az® & crescente su tutto R.

2. Disporre le seguenti funzioni nel giusto ordine rispetto alla relazione < per x — +o0:

3. Trovare la parte principale per z — 0 della funzione f(z) := log(1 — z?) + 2.

4. Un punto P si muove con la legge oraria P(t) := (t3 — 3t?, cos(nt)). Trovare tutti i tempi ¢ in

cui l'accelerazione di P ¢ nulla (e se non ne esiste nessuno, specificarlo).

3

Toodt

5. Calcolare la derivata della funzione f(x) := / —

0 sin(1/229)

Vo + e

7. Trovare la soluzione dell’equazione differenziale @ = (1 + 22)4te!” che soddisfa 2(0) = 0.

6. Dire per quali @ > 0 l'integrale improprio dx e finito.

8. Disegnare I'insieme A dei punti (z, y) nel piano cartesiano le cui coordinate polari ¢, r soddisfano

3

SOZSZ§

r>2.

N
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PRIMA PARTE, GRUPPO 3.

1.

2.

Dire per quali a € R la funzione f(x) := sin(3z°) + az® & crescente su tutto R.

Disporre le seguenti funzioni nel giusto ordine rispetto alla relazione < per z — +o0:

1 T 1 1
< < < .
log log x xlogx x + logx
N~ ~—~— ~—— ——
a b ¢ d

Trovare la parte principale per  — 0 della funzione f(z) := V14 3x2 —1— 22,

Un punto P si muove con la legge oraria P(t) := (cos(2t), 4¢3 — 37t?). Trovare tutti i tempi ¢
in cui l'accelerazione di P & nulla (e se non ne esiste nessuno, specificarlo).

2

Todt
Calcolare la derivata della funzione f(z) := / 5

+oo 2%+ x2a
Dire per quali @ > 0 'integrale improprio / — 17+ da ¢ finito.
1zt (el/r—1)

Trovare la soluzione dell’equazione differenziale & = (1 + %)t e’ che soddisfa (1) = 1.

Disegnare l'insieme A dei punti (z, y) nel piano cartesiano le cui coordinate polari «, r soddisfano

——<a< r>2.

)

AN
e~

PRIMA PARTE, GRUPPO 4.

. Dire per quali a € R la funzione f(x) := sin(4z”) + ax® & crescente su tutto R.

Disporre le seguenti funzioni nel giusto ordine rispetto alla relazione < per x — +o0:

1 1
log(z1 log (log(z? :
og(zlogz) < log(log(z?)) <« Tog(log ) < log

— N~
a b c d

Trovare la parte principale per 2 — 0 della funzione f(z) :=log(1 — z*) + 2.
Un punto P si muove con la legge oraria P(t) := (¢3 — #2, sin(7t)). Trovare tutti i tempi ¢ in
cui l’accelerazione di P ¢ nulla (e se non ne esiste nessuno, specificarlo).

3

Todt
Calcolare la derivata della funzione f(x) := / T
3x

el/e* — 1)

+oo .’L‘4(
Dire per quali a > 0 l'integrale improprio / o dx ¢ finito.
1 T

Trovare la soluzione dell’equazione differenziale & = (1 + %) 4¢ e’ che soddisfa z(1) =0.

Disegnare I'insieme A dei punti (z, y) nel piano cartesiano le cui coordinate polari «, r soddisfano

3T

SCYSZ;

1<r<2.

N
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SECONDA PARTE.

1. a) Dire se la disequazione x2? + 4z — 4 > 6log x & soddisfatta per ogni z > 0 oppure no.

b) Dire per quali a € R la disequazione 2% + 4z — a > 6log x & soddisfatta per ogni z > 0.
2. Determinare al variare di a > 0 il comportamento dell’integrale improprio
s
dx
[W (1+cosx)s’

3. Calcolare il volume del solido V' ottenuto facendo ruotare una circonferenza di raggio r attorno
ad una retta T tangente alla circonferenza stessa.
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PRIMA PARTE, GRUPPO 1.

3

1. Determinare i punti di massimo e minimo assoluti della funzione f(x) := x°e™" relativamente

alla semiretta 1 < x, specificando se non ne esistano.

zt 4 28

2. Dire per quali a > 0 vale che
log

= o(z") per x — +o0.

exp(2x)
3. Calcolare la derivata della funzione f(x) := / sin(1 + logt) dt.
1

4. Calcolare /495 cos(1 + 2?) d.

Feo dx
5. Dire per quali a > 0 l'integrale improprio / ———— converge ad un numero finito.
. (+loga)
n

“+oo
6. Calcolare il valore della serie Z % (per gli = per cui e finita).
n!
n=0

7. Trovare tutte le soluzioni dell’equazione # — 42 = 3e~* + 5e~3¢ che tendono a +oo per t — +o0.

—x

8. Risolvere graficamente la disequazione — = > e

(1-=)?

PRIMA PARTE, GRUPPO 2.

1. Determinare i punti di massimo e minimo assoluti della funzione f(z) := z3e™" relativamente

alla semiretta —1 < z, specificando se non ne esistano.

2. Dire per quali a > 0 vale che z%e” + z° = o(e"") per  — +0o0.

1
3. Calcolare la derivata della funzione f(x) := / sin(1 + logt) dt.
exp(—z)

4. Calcolare /x cos(g) dx.

dr

—+o0
5. Dire per quali a > 0 l'integrale improprio / o
1 Te + xe?

converge ad un numero finito.

too  on
6. Calcolare il valore della serie Z ng (per gli = per cui & finita).
n=0

7. Trovare tutte le soluzioni dell’equazione & — 4z = 3e~* + 5e 3! che tendono a 0 per t — +00.

8. Disegnare l'insieme A dei punti (x,y) tali che log(z +1) >y >e'™* — 1.

PRIMA PARTE, GRUPPO 3.

1. Determinare i punti di massimo e minimo assoluti della funzione f(z) := z?e~" relativamente
alla semiretta x < 1, specificando se non ne esistano.
9—x + 1.3

2. Dire per quali a > 0 vale che 1 o(e**) per x — +o0.
x
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exp(2x)
Calcolare la derivata della funzione f(x) := / cos(1 + logt) dt.
1

1
. Calcolare/ 4z cos(1 + x?) du.
0

teo dx
Dire per quali @ > 0 l'integrale improprio / ( converge ad un numero finito.
0

1+427)e

xn
n

+oo
Calcolare il valore della serie Z (per gli = per cui ¢ finita).
n=0

2m !

Trovare tutte le soluzioni dell’equazione & — 9z = 8e~* + 5e~2¢ che tendono a 400 per t — 400.

Risolvere graficamente la disequazione log(z + 1) > el=® — 1.

PRIMA PARTE, GRUPPO 4.

1.

Determinare i punti di massimo e minimo assoluti della funzione f(z) := z%e™" relativamente
alla semiretta x < 3, specificando se non ne esistano.

Dire per quali @ > 0 vale che ze™® + 2% logz = O(z%) per z — 4-00.

1
Calcolare la derivata della funzione f(x) := / cos(1 + logt) dt.

exp(—z)
g T
Calcolare/ T cos(f) dx.
0 2

+oo 14+ x2a
Dire per quali @ > 0 'integrale improprio /
0

————  dz converge ad un numero finito.
(1 4 z9)

1t  3n
Calcolare il valore della serie Z xz—n (per gli = per cui & finita).

n=0

Trovare tutte le soluzioni dell’equazione & — 9z = 8¢~* + 5e 2! che tendono a 0 per t — +00.

Disegnare I'insieme A dei punti (x,y) tali che s >y>e "

o
(1—-x)

SECONDA PARTE.

. Dato a € R, sia z,(t) la soluzione dell’equazione differenziale # = x? — 4 che soddisfa la

condizione iniziale z(0) = a.
a) Calcolare xo(t) e disegnarne il grafico.

b) Dire per quali a € R la soluzione x,(t) & definita per ogni ¢ € R.

. Discutere al variare di a € R il comportamento dell’integrale improprio

“+oo
/ (x+1)* —a%de.
1
(Suggerimento: raccogliere 2% nella funzione integranda.)

Consideriamo la figura piana A delimitata da un arco di circonferenza di raggio r e dalla corda
corrispondente. Indichiamo quindi con ¢ la lunghezza della corda, con L la lunghezza dell’arco,
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e con « l'angolo compreso tra la corda e la retta tangente alla circonferenza in uno dei due
estremi. Consideriamo infine la seguente quantita:

1
E=L(1+ )+
r
a) Disegnare un esempio della figura A e dire tra quali estremi puo variare 1’angolo .

b) Fissato l’angolo «, trovare la figura A che per cui il valore di E ¢ minimo.

¢) Detto E(«) il valore minimo di E calcolato al punto precedente, trovare il valore massimo e
minimo di F(«) al variare di a.
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PRIMA PARTE, GRUPPO 1.

1. Trovare le soluzioni x € [0, 7] della disequazione cos(2z) > —1/2.

2. Scrivere ’equazione della retta tangente al grafico y =

T
nel punto di ascissa r = —1.
1+ 24

22 +b perx>2,

X

ae

3. Dire per quali a,b € R la seguente funzione e continua: f(zx) := {
per x < 2.

4. Scrivere lo sviluppo di Taylor di ordine 4 della funzione f(z) := (1 + z*)\/1 — 4a2.

8 3
5. Calcolare /Lda@.
14z

o0

3"+ 2
6. Calcolare il raggio di convergenza della serie di potenze Z ﬁx"
=0

7. Trovare la soluzione dell’equazione i = 4t3¢® tale che z(1) = 0.

8. Disegnare I'insieme A dei punti (z,y) tali che (z — 1)* <y < |arctan(x + 1)].

PRIMA PARTE, GRUPPO 2.

1. Trovare le soluzioni x € [0, 7/2] della disequazione tan(2x) > —1.

2. Scrivere ’equazione della retta tangente al grafico y = nel punto di ascissa z = 1.

x
1426

22 +b perax> -2,

x

ae

3. Dire per quali a,b € R la seguente funzione & continua: f(x):= {
per x < —2.

4. Scrivere lo sviluppo di Taylor di ordine 6 della funzione f(x) := (3 + z*)log(1 + 222).

5. Calcolare / 16 23 log x dz.
1

o0

4" + 2
6. Calcolare il raggio di convergenza della serie di potenze Z ﬁx"
=0

7. Trovare la soluzione dell’equazione i = 4¢(1 + x2) tale che z(1) = 0.

8. Risolvere graficamente la disequazione —|arctan(z — 2)| <2 <1 — z*.

PRIMA PARTE, GRUPPO 3.

1. Trovare le soluzioni « € [0, 7] della disequazione sin(2x) > —1/2.

2. Scrivere I'equazione della retta tangente al grafico y = —— nel punto di ascissa z = 1.

1+

22 +b perax>—1,

x

3. Dire per quali a,b € R la seguente funzione & continua: f(x):= {

ae per x < —1.

4. Scrivere lo sviluppo di Taylor di ordine 6 della funzione f(z) := (1 + 2°)v/1 — 4a3.
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1 3
5. Calcolare / 8Ldac.
o 1+

o4
oo
6. Calcolare il raggio di convergenza della serie di potenze Z
n=0

x .
3n+2

7. Trovare la soluzione dell’equazione @ = 3t*(1 + 2?) tale che z(1) = 0.

8. Disegnare l'insieme A dei punti (z,y) tali che y <1 — 2% e y < —|arctan(z — 2)|.

PRIMA PARTE, GRUPPO 4.

1. Trovare le soluzioni = € [0,7/2] della disequazione tan(2z) < /3.

2. Scrivere ’equazione della retta tangente al grafico y =

x nel punto di ascissa r = —1.
14 6
22 +b perxz>1,

X

ae

3. Dire per quali a,b € R la seguente funzione & continua: f(x) := {
per x < 1.

4. Scrivere lo sviluppo di Taylor di ordine 9 della funzione f(z) := (3 + x%)log(1 + 22%).

5. Calcolare /16:1:3 log x dzx.

o0

n 57’L
6. Calcolare il raggio di convergenza della serie di potenze Z + "
n=0

iy

7. Trovare la soluzione dell’equazione i = 3t2e® tale che z(1) = 0.

8. Risolvere graficamente la disequazione (z — 1)* < |arctan(z + 1)|.

SECONDA PARTE.

1. Dato a € R consideriamo 1’equazione differenziale
& —2ax + 9z = 18¢. *)
a) Trovare la soluzione generale di (*) per ogni a > 0.

b) Per quali a > 0 esiste almeno una soluzione x di (*) tale che x(t) > €% per t — +00?

2. Consideriamo la funzione

16
o 2
F(z) == log (m —1+ ?) .
a) Determinare 'insieme di definizione di f.
b) Disegnare il grafico di f.
¢) Disegnare I'insieme A dei punti (z,y) tali che z > 0 e f(z) <y < 2logz.

d) Dire se I'area di A ¢ finita oppure no.

3. Per ogni a € R discutere il comportamento dell’integrale improprio

/+OO d.’L‘
1 (er —e)e”



SOLUZIONI
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PRIMA PARTE, GRUPPO 1.

5w

T
1. Le soluzioni cercate sono: 5 <z< o

2. Le coordinate polari (r,a) cercate sono a) (2, —7/2); b) (v/2,37/4); «¢) (2,—27/3).

x 4
3. a) lfﬁ; b) 2%(7 4+ 3logx); c) ;—10g4~:13.
4. Tl punto di massimo assoluto ¢ x = —2; il punto di minimo assoluto non esiste.

5. a) Non esiste; b) 0; ¢) —1.

6. Lo sviluppo cercato & Ps(z) = 42® — 122,

7. a>2.
8.
A
v ..
' 2
y=pe-4] y=log(1+x)
PRIMA PARTE, GRUPPO 2.
.. T 3

1. Le soluzioni cercate sono: 1 <z< i

2. Le coordinate polari (r,a) cercate sono a) (3, —7/2); b) (2v/2,37/4); c) (2v/3,—57/6).
2z

V1=t

4. Tl punto di massimo assoluto non esiste; il punto di minimo assoluto ¢ = = 2.

6
3. a) b) z(7+2logz); c) log4-x—;.

5. a) +o0; b) 0; ¢) —2.

6. Lo sviluppo cercato & Ps(z) = 622 + 2% — 4a5.

7. a>3.
8.
/
y=log(1+x)
5
y=|x2—4| A
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PRIMA PARTE, GRUPPO 3.

1. Le soluzioni cercate sono: —— < x <

w3y
w3

2. Le coordinate polari (r,a) cercate sono a) (v/2, —37/4); b) (4,—m/2); «¢) (2v/3,27/3).

x 1 4
3. ———; b) log(l — log9-ax — —.
0) gt V) logllog) + o ) log9 - —

4. Tl punto di massimo assoluto non esiste; il punto di minimo assoluto ¢ z = —1.

5. a) —oo; b) 0; ¢) 2.

6. Lo sviluppo cercato & Ps(z) = 62% — 62°.

/

y=log(1+x)

y=|xe-4| soluzioni

PRIMA PARTE, GRUPPO 4.

s 117w

1. Le soluzioni cercate sono: 3 <z< 5

2. Le coordinate polari (r,a) cercate sono a) (2v/2, —37/4); b) (3,—7/2); c) (2,57/6).

2x

8- 8) 1

b) 2?(10 + 3log z); c) % —1log9 - z.

4. 11 punto di massimo assoluto ¢ x = 1; il punto di minimo assoluto non esiste.
5. a) Non esiste; b) 0; ¢) non esiste.

6. Lo sviluppo cercato & Pg(z) = 22° + 42°.

7. a>—2.

8. y
y=(-1)?
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PRIMA PARTE, GRUPPO 5.

%8 7

1. Le soluzioni cercate sono: T <z< T

2. Le coordinate polari (r,a) cercate sono a) (2, —57/6); b) (3v/2,37/4); «¢) (4,—7/2).

1 3
b) log(log x) + gz c) i log 16 - x.

=
4. Tl punto di massimo assoluto non esiste; il punto di minimo assoluto ¢ x = 2.
5. a) —oo; b) 400; ¢) —1.

6. Lo sviluppo cercato & Ps(z) = 227 + 3z* + 225.

7. Nessun a.

PRIMA PARTE, GRUPPO 6.

1. Le soluzioni cercate sono: —— <z <

AN
N

2. Le coordinate polari (r,a) cercate sono a) (2v/3, —27/3); b) (v/2,37/4); c) (2,—7/2).

223 2
3.a) ———; b)z(b+2logz); ¢) ——log9- .
) Vi ) z( gz); ¢ ——log
4. Tl punto di massimo assoluto ¢ x = —2; il punto di minimo assoluto non esiste.

5. a) —oo; b) 400; ¢) —6.
6. Lo sviluppo cercato & Ps(z) = 22%.
7. a>4/e.

8. y
y=(X-1)?

soluzioni
fffffffffffffffff -T2
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SECONDA PARTE, GRUPPO 1.
) Siccome f(0) = 0, ci aspettiamo una parte principale con esponente positivo. E infatti

V/cos(42?) = /1 — 8z% + O(z8)
—14- ( 8z* + 0(%)) + O((—8z* + O(2*))?)

—1- 2:,: +0(2®) + 0((0(z"))?)
=1-2z' 40, M

avendo usato nel primo passaggio lo sviluppo

2
cost=1-— ) +O(t") con t:=4a?,

e nel secondo lo sviluppo

Vitt=1+0)"4=

Usando la formula (1) otteniamo infine
f(2):=1— /cos(4x?) = 22* + O(a®) ~ 2%, (2)

ovvero la parte principale di f(x) per x — 0 & 2x

1+ % +O(t?) con t:=—8z*+O(2%).

b) Utilizzando la formula (2) otteniamo
f(z) +az* ~ (24 a)2?

Invece per a = —2 abbiamo bisogno di uno sviluppo piu preciso della funzione f, che otteniamo
procedendo come per la formula (1), con la differenza che stavolta usiamo sviluppi pilt precisi

per a # —2.

per ciascuna delle funzioni coinvolte:

} 2
v cos(4x?) = \/1 — 8zt + %xs + O(z12)
L ooa 32 g 12
_1+4( 8ot + o’ + Ola ))

2 2 2 3
5 (—8x4+3—x8+0(x12)) +O(<—8x4+%x8+0(m12)> )

3
33( — 82+ 0() + O((0(*))?)

=1-22" 4 gxs +0(2'?) -

:1—2x4+§$8+0(x ) — 32(6496 +0(z'?)) + O(2'?)
(3)

10
=1-22* - gxs +O(x'?),

avendo usato nel primo passaggio lo sviluppo
2 4

t
costflf—Jr—JrO

2 (t%) con t:=4a?,

e nel secondo lo sviluppo
32
—8z* + =2® + O(2'?).

3
STri=1+1-2p o0 =
1 32t O(t’) con t 3
Usando la formula (3) otteniamo infine
10 ¢

10
f(z) —22* =1 —22* — {/cos(4a?) = 3968 +O(x'?) ~ 3¢
Ricapitolando, la parte principale di f(x) + ax* per x — 0 &
(2+a)xt per a# -2,

4y _
p-p-(f(w) +az”) = {130378 per a = —2.
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2. a) Ponendo
{ES 44 4
fla) = %
(x4 2)

possiamo riscrivere la disequazione in oggetto nella forma f(x) < 32. Si tratta quindi di capire
se € vero o meno che questa disequazione vale per ogni x > 0, ovvero se il valore massimo di
f(z) per & > 0 soddisfa

max f(x) < 32 4)

>0
(e se il valore massimo non esiste va sostituito con lestremo superiore dei valori f(z) con z > 0).
Per rispondere dobbiamo calcolare tale massimo. Studiando il segno della derivata
Fa) = 24 2%(23 +4)3(1 — 22)
(24 + 2)4
limitatamente alla semiretta > 0 si vede subito che f cresce nell’intervallo [0,1/2] e decresce

nella semiretta [1/2,+00), ed in particolare x = 1/2 & il punto di massimo assoluto di f. Di
conseguenza

max f(x) = £(1/2) = 33,

ed in particolare la (4) non vale, per cui la risposta alla domanda a) ¢ negativa.

&
b) Riprendendo quanto appena detto, la disuguaglianza (23 + 4)* < M (2* + 2)3 pud essere
riscritta come f(x) < M e quindi vale per ogni x > 0 se

e < .
max flz)=33< M

Di conseguenza il minimo valore ammissibile di M e 33.

¢) La disuguaglianza (23 + 4)* > m (z* + 2)3 puo essere riscritta come f(z) > m e quindi vale
per ogni > 0 se il valore minimo, o meglio, l'estremo inferiore dei valori f(z) con > 0
soddisfa

inf f(x) > m. (5)

Poiché la funzione f cresce in [0,1/2] e decresce in [1/2, +00), 'estremo inferiore dei valori viene
raggiunto o per © — 400 o per = 0 (ed in tal caso & anche il valore minimo); confrontando
f(0) = 32 con il limite di f(z) per x — +o0, vale a dire 1, otteniamo che l'estremo inferiore
dei valori di f & 1. Pertanto la disequazione (5) ¢ soddisfatta se 1 > m, ed in particolare il pitt
grande valore ammissibile di m e 1.

Supponiamo di dividere ’acquisto del materiale in N ordini, e calcoliamo il costo totale dell’o-
perazione. Per far questo osserviamo che:
e il costo totale del materiale & pari a 300 (e non dipende da N);
e la somma dei costi fissi per ogni ordine & pari a 20 IV;
e volendo minimizzare la capacita del serbatoio da costruire, conviene acquistare ad ogni
ordine la stessa quantita di materiale, vale a dire 100/N; cosi facendo serve un contenitore
di capacitd ¢ = 100/N, il cui costo & pari a 5000/N?2.
Sommando i costi sopraelencati otteniamo infine che il costo totale dell’operazione € pari a
3004+ 20 N + 5](\)[—020 .
Si tratta dunque di trovare il valore minimo di questa quantita al variare di NV tra i numeri
interi positivi.
Studiando il segno della derivata della funzione

5000
f(x) =300+ 202 + —5—,
T
vale a dire 10000 20
! _ _ 3
si ottiene che f’ si annulla in g := /500 ~ 7,94, ed in particolare la funzione decresce

nell’intervallo [0, zo] e cresce nella semiretta [zg, +00). In particolare, il valore minimo di f(N)
tra tutti i numeri interi N nell’intervallo [0, x] viene raggiunto per N = 7, mentre il valore
minimo tra tutti gli interi NV nella semiretta [xg, +00) viene raggiunto per N = 8. Confrontando
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f(7) = 542,04 e f(8) ~ 538,12 otteniamo infine che il valore minimo di f(N) al variare di N
tra gli interi positivi viene raggiunto per N = 8, che ¢ dunque la soluzione.

SECONDA PARTE, GRUPPO 2.

1. Analogo al gruppo 1: la parte principale di f(z) per z — 0 & p.p.(f(z)) = 2%, inoltre

1 4 _1
pp(f(x) " ax4) _ {gz ;_ a)x per a 7é iv
2

ST per a = —

2. Analogo al gruppo 1. Si pone
1) (2% + 4)°
x) =
(25 +2)°
e procedendo come per il gruppo 1 si ottiene che la risposta alla domanda b) &
M = max f(x) = [(1/2) = 65,
ed in particolare la risposta alla domanda a) & negativa. Invece la risposta alla domanda ¢) &

m= inf f(z) = lm_fx)=1.

3. Uguale al gruppo 1.

SECONDA PARTE, GRUPPO 3.

4

1. Analogo al gruppo 1: la parte principale di f(z) per  — 0 & p.p.(f(z)) = z*, inoltre

(14 a)zt pera# —1,
T per a = —1.

2. Analogo al gruppo 1. Si pone
.’L‘B + 2)4
f@*:Lr‘?7
(z% +4)
e procedendo come per il gruppo 1 si ottiene che la risposta alla domanda b) &
5

M =max f(z) = f(2) = 7,

ed in particolare la risposta alla domanda a) & negativa. Invece la risposta alla domanda c) &

m = min f(z) = f(0) = 7.

3. Uguale al gruppo 1.

SECONDA PARTE, GRUPPO 4.

1. Analogo al gruppo 1: la parte principale di f(z) per z — 0 & p.p.(f(z)) = %x‘l, inoltre

pmﬂ@+mﬁ:{§;®f mm¢_?

8T per a = —3.

2. Analogo al gruppo 1. Si pone
(.’E4 + 2)5
f@) = —%—"7
(x5 +4)
e procedendo come per il gruppo 1 si ottiene che la risposta alla domanda b) &
9

M = max f(x) = [(2) = ¢,
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3.

ed in particolare la risposta alla domanda a) & positiva. Invece la risposta alla domanda ¢) &
= mi = f(0)= =.
m = min f(x) = f(0)

Uguale al gruppo 1.

COMMENTI

Prima parte, esercizio 2. Pare che molti dei presenti abbiano calcolato I’angolo « delle coordi-
nate polari del punto (z,y) usando la formula o = arctan(y/z). Ma questa formula da I’angolo
corretto solo se il punto in questione ¢ contenuto nel primo o nel quarto quadrante.

Prima parte, esercizio 7. Molti dei presenti hanno fatto errori che si possono ricondurre al
seguente ragionamento (sbagliato): siccome logx & trascurabile rispetto a tutte le potenze
(positive) di x per x — +oo, allora 2/logz & asintoticamente equivalente a 22, e quindi
I'equazione x2/logz = o(x®) equivale a 22 = o(x%). Peccato che non & vero che x2/logz e
22 siano asintoticamente equivalenti, come si vede facendo il limite del rapporto di queste due
funzioni; & invece vero che x? + logz e 22 sono asintoticamente equivalenti, e forse questo ha

indotto alcuni in confusione.

Seconda parte, esercizio 1. Diversi dei presenti hanno risposto correttamente alla domanda a),
ma al momento di passare al punto delicato della domanda b), hanno sviluppato ulteriormente
solo una delle due funzioni coinvolte della definizione di f. Tale errore sarebbe stato messo in
evidenza dal resto, se questo non fosse stato brutalmente omesso.

Seconda parte, esercizio 3. Diversi dei presenti hanno determinato correttamente la funzione
f da minimizzare, & una volta ottenuto che il minimo di f(z) tra gli = reali e positivi viene
raggiunto per x = xg ~ 7,94, hanno argomentato che il minimo di f(N) tra gli N interi positivi
viene raggiunto per N = 8 perché “8 approssima 7,94 meglio di 7”. Tuttavia questo argomento
non & del tutto convincente, perché la domanda rilevante non € se 8 approssima 7,94 meglio di
7, ma semmai se f(8) approssima f(7,94) meglio di f(7).

Un argomento decisamente migliore, proposto da diversi altri, consiste nel confrontare i valori
f(7) e f(8) e osservare che il secondo & pin piccolo.

Ma a ben vedere neanche questo & completamente convincente: € infatti possibile costruire una
funzione f tale che il minimo di f(z) tra tutti gli « reali viene raggiunto per z = zo = 7,94,
mentre il minimo di f(N) tra gli N interi non viene raggiunto né per N = 7 né per N = 8.
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PRIMA PARTE, GRUPPO 1.

log 3

7

1. Deve essere —1 < 2 —2 < 1, ovvero 0 < z <

2. f(z) = 62% — 422* + O(2®).

3. Sostituendo la formula per z nell’equazione si ottiene I'identita 6a?(1 + at) = 24 (1 + at) che &
verificata per a = +2.

1
4. La velocita ¢ #(t) = (—4e* sin(e?); 4e* cos(e*)). La distanza ¢ d = / |5(t)| dt = 2¢% — 2.
0

5. 1l raggio di convergenza ¢ R = 2.

“+o0 —+o0
6. L’integrale in questione si comporta come / — per a < 3 e come / per a > 2.
1 1

T xa72

Quindi converge per a > 3.

7. Equazione a variabili separabili. La soluzione cercata & z(t) = tan (e**(2t — 1) — €?).

y=—arctan(x—2)

PRIMA PARTE, GRUPPO 2.

log 2

1. Deve essere e?* — 2 = 0, ovvero z # 5

2. f(x) =42 — 122* + O(2°).

3. Sostituendo la formula per x nell’equazione si ottiene l'identitd 12a?(1 + at)? = 24 (1 + at)?
che ¢ verificata per a = +/2.

1
1

4. La velocita & #(t) = (e "sin(e™"); e " cos(e™")). La distanza & d = / |o(t)|dt =1— -.
0 €

5. 1l raggio di convergenza ¢ R = +00.

x(l a

“+oo
6. L’integrale si comporta come / — dzx, e siccome — < converge per ogni a > 0.
1

DL 2z g2

7. Equazione a variabili separabili. La soluzione cercata & z(t) = tan (2@’52 — 264).

soluzioni |71 y=larctan(x-2)|
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PRIMA PARTE, GRUPPO 3.

log 3

1. Deve essere —1 < % —2 <1, ovvero 0 < z < 1

2. f(z) =1-32* 4+ 0(2®).

3. Sostituendo la formula per z nell’equazione si ottiene I'identita 6a*(1 + at)~* = 6(1 + at)~* che
e verificata per a = £1.

1
4. La velocita ¢ #(t) = (6e* cos(e*); —6e* sin(e*)). La distanza ¢ d = / |5(t)| dt = 2¢3 — 2.
0
5. 1l raggio di convergenza ¢ R = 4.
+oo
6. L’integrale in questione si comporta come / (a/2)" dx e quindi converge per 0 < a < 2.
1

7. Equazione a variabili separabili. La soluzione cercata & z(t) = exp (e* (2t — 1) — e*) — 2.

8. y

y=1/(x-1)2

: | X
y=arctan(|x|-1)

PRIMA PARTE, GRUPPO 4.

log 3

)

1. Deve essere —1 < 2 — et <1, ovvero 0 < x <

2. f(x) = 62 — 302* + O(2°).

3. Sostituendo la formula per z nell’equazione si ottiene I'identitd 6a%(1 + at) = 3(1 + at) che &
verificata per a = +1/v/2.

1
4. La velocita ¢ @(t) = (—2¢* sin(e*); —2¢* cos(e?)). La distanza ¢ d = / |5(t)] dt = €* — 1.
0

5. Il raggio di convergenza ¢ R =1/2.

1 1
dx
6. L’integrale in questione si comporta come / — per a > 4 e come / per a < 4.
o ¥ 0

rae—3
Quindi converge per 0 < a < 2.

7. Equazione a variabili separabili. La soluzione cercata & x(t) = exp (2et2 — 264) — 2.

,,,,,,,,,,,,,,,,,, —y=x4-1
! soluzioni

soluzioni - \

y=—arctan(x-2)
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PRIMA PARTE, GRUPPO 5.

log 3

1. Deve essere e?® — 3 # 0, ovvero z # 5

2. f(z) = 42? — 42* + O(2°).

3. Sostituendo la formula per z nell’equazione si ottiene I'identita 12a?(1 + at)? = 3(1 + at)? che
e verificata per a = £1/2.

1
2

4. La velocita ¢ #(t) = (2¢ *sin(e™"); —2e " cos(e™")). La distanza & d = / |5(t)]dt =2 — =.
O e

5. Il raggio di convergenza ¢ R = 0.

1
6. L’integrale in questione si comporta come / e quindi converge per 0 < a < 4.
0

xafg

7. E i iabili bili. La soluzi ta e z(t) ! 1

. uazione a variablll separabill. a Soluzione cercata € - = - — 1.
d P e2(2t—1)
8.
A
1 y=larctan(x=2)|

PRIMA PARTE, GRUPPO 6.

log 3

1. Deve essere —1 < 2 — e2® <1, ovvero 0 < x < 5

2. f(x) =1—2*+O(a®).

3. Sostituendo la formula per x nell’equazione si ottiene I'identita 6a?(1 + at)™* = 12 (1 + at)™*
che ¢ verificata per a = +/2.

1
4. La velocita & #(t) = (3e* cos(e®); 3e* sin(e®)). La distanza & d = / |5(t)| dt = et — 1.
0
5. 1l raggio di convergenza ¢ R = 1/3.

1
dx
6. L’integrale in questione si comporta come / —5, ¢ quindi converge per 0 < a <1 /3.
0 A

1
7. Equazione a variabili separabili. La soluzione cercata ¢ z(t) = e 1 1.
et —

y

—Y=1/(x-1)?

1 S ‘ X
soluzioni soluzioni
y=arctan(|x|-1)
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SECONDA PARTE, GRUPPO 1.

1. a) Scriviamo la funzione f nella forma

flz):= (COS(21'2))1/$2 —1=-exp <3312 log (cos(2x2))) —1.

Utilizzando lo sviluppo cost = 1 — t2/2 4+ O(t*) con t = 222 otteniamo
cos(22%) =1 — 2z + O(2®).
Utilizzando quindi lo sviluppo log(1 +t) =1 — t + O(¢?) con t = —2z* 4+ O(2®) otteniamo
log (cos(22?)) = log(1 — 22" + O(a®))
= 22" + O(2®) + O((—22")?) = —22* + O(2®),
e dunque
;12 log (cos(2z%)) = —22° + O(z%).

Infine, usando lo sviluppo e! = 1 +t + O(?) con t = —22? + O(z°) otteniamo

exp (% log (cos(22%)) ) = exp (- 222 + O(a))
=1-22"40(z% + O((—22%)%) =1 — 22" + O(2"), (1)
da cui segue f(z) = —22% + O(2*) e quindi
p.p.(f(z)) = —227. (2)

b) Usando la formula (2) otteniamo
p.p.(f(x) — axz) = (=2 —a)z? per ogni a # —2.

Per a = —2 dobbiamo invece usare uno sviluppo piu preciso di f. Per ottenerlo, procediamo
come prima utilizzando perd lo sviluppo et = 1+t +12/2+ O(t?) al posto di ! = 1+t + O(t?)
nella formula (1):

1
exp (—2 log (cos(2x2))> =exp (— 22 + O(2))
x
1
=1-222 4+ 0(2%) + 5( — 222 + O(x6))2 +0((—227)?)
=1—22% 4 22* + O(a").
(Che per ottenere uno sviluppo piu preciso di f basti rendere piu preciso solo lo sviluppo
dell’esponenziale, e non quello del coseno e del logaritmo, non e per nulla evidente e anzi puo

sembrare sbagliato; solo controllando con cura i resti ci si rende conto che & corretto.)
Dalla formula precedente si ottiene infine f(z) + 222 = 22* + O(2%) e quindi

p.p.(f(z) +22°%) = 22*.

2. Risolvo direttamente il punto b). Per iniziare, riscrivo la disequazione exp(z?) > z® per ogni
x > 0 nella forma
z? > alogx per ogni z > 0.
Osservo adesso che questa disequazione & automaticamente verificata per x < 1 perché per tali

il logaritmo & negativo (mentre x? & positivo). La domanda diventa quindi: per quali a > 0
vale che 2% > alog x per ogni z > 1, ovvero

CE2

>a perognix > 17
log x

(Ho diviso per log z, che & positivo per x > 1, e quindi la disequazione non cambia.)
Ponendo f(z) := x?/logz si vede che quest’ultima disequazione vale se e solo se

.
/o) 2
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(E come al solito, se il minimo non esistesse andrebbe sostituito dall’estremo inferiore.)
Per calcolare il minimo di f studio il segno della derivata

) = z(2logz — 1)

)

log®x
ottenendo che f decresce nell’intervallo (1,+/e] e cresce nella semiretta [/e, +00). Pertanto /e
¢ il punto di minimo assoluto di f relativamente alla semiretta (1,+00), e quindi

min f(z) = f(Ve) = 2e,

e in particolare i valori di a cercati sono quelli tali che a < 2e.

Come conseseguenza dell’analisi appena fatta otteniamo infine la risposta alla domanda a):
siccome 16/3 < 2e, la disequazione exp(z?) > 216/3 ¢ verificata per ogni 2 > 0.

. a), b). La soluzione dell’equazione generale differenziale lineare (*) puo essere ottenuta tramite
la formula

z:$01n+j1+j2

dove Zop € la soluzione generale dell’equazione omogenea associata, vale a dire

Z—2ax+4x =0, (3)

mentre T; e Zo sono rispettivamente soluzioni particolari delle equazioni non omogenee
I — 2ax + 4z = 8t (4)
& — 2ad + 4 = 42" (5)

Calcolo di x o, L’equazione caratteristica associata alla (3) & A2 — 2a) + 4 = 0, e le soluzioni

Sono
M=a+vVa2—4, d=a—Va®—14;

in particolare il discriminante ¢ positivo per a > 2, nullo per a = 2 e negativo per 0 < a < 2.
Pertanto
Tom(t) = < €*(c1 + cat) per a = 2,

e (cy cos(wt) + cosin(wt)) per 0 < a < 2,

per a > 2,

dove w := y/|a? — 4] e ¢1, ¢2 sono numeri reali qualunque.

Calcolo di Z7. Poiché il termine noto della (4) & un polinomio di primo grado, cerco Z; tra i
polinomi di primo grado, cioe della forma 7 = byt + by. Sostituendo questa espressione nella
(4) otteniamo

(4b1 — 8)t + (4b0 — 2(1()1) =0,
e questa identita e soddisfatta per ogni ¢ se i coefficienti 4b; — 8 e 4byg — 2ab; sono entrambi
nulli, ovvero se by = 2 e by = a; la soluzione cercata ¢ quindi

571:2t+a.

Calcolo di T3 per a # 2. Poiché il termine noto della (5) & un multiplo di e, e questa
funzione non risolve I'equazione omogenea (3), cerco 2 tra i multipli di e?, cio¢ della forma
T = be?!. Sostituendo questa espressione nella (4) otteniamo l'identita (8 —4a)be? = 4e?!, che
¢ soddisfatta se (8 — 4a)b = 4, ovvero se b = 1/(2 — a); la soluzione cercata ¢ quindi

th

9 _
Calcolo di T9 per a = 2. In questo caso sia e?! che te?® risolvono I'equazione omogenea (3),

e quindi cerco Zo della forma ; = bt2e?!. Sostituendo questa espressione nella (4) otteniamo
I'identitd 2be?t = 4e?'4, che & soddisfatta per b = 2; la soluzione cercata ¢ quindi

To = per a # 2.

Zo = 2t%® pera=2.

¢) Per quanto visto sopra, per a > 2 la soluzione generale della (*) &

2t

z(t) = creMt 4 et 42+ 26 .
—a
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Osserviamo ora che \; > Ay e A\; > a > 2, quindi tutti gli addendi alla destra dell’'uguale
nell’equazione precedente (tranne il primo, ovviamente) sono trascurabili rispetto a e** per
t — +00; pertanto

x(t) ~ creMt se e #0,
da cui segue che

e ¢ >0,
lim z(t) = lim ceMt = {+OO ea

t—+o00 t—+o0 -0 sec; <0.

In particolare la soluzione z(t) tende a 400 se ¢; > 0 (qualunque sia cg).

4. a) Osserviamo che la funzione f(x) € ben definita, positiva e continua per z > 0, ma non &
definita per z = 0; quindi l'integrale da studiare & improprio semplice in 0 ed ammette solo due
comportamenti: o converge a un numero finito (positivo), oppure diverge a +oc.

Per capire quale dei due casi si verifica, studio il comportamento asintotico di f(z) per z — 0.
Usando lo sviluppo €' — 1 ~ ¢ per ¢ — 0 con ¢t = x* ottengo exp(z®) — 1 ~ 2% e dunque

f(z) = ! !

(exp(a®) = 1)+t ™ goler

Quindi

1 .
/0 f(z)dz sicomporta come /0 (et

e pertanto @ finito se e solo se a(a +4) < 1, vale a dire 0 < a < —2 + /5.

b) Questo integrale & improprio semplice in 400, e come il precedente ammette solo due casi:
0 converge a un numero positivo finito oppure diverge a +oo. Usando che ef > t° per t — +00
e per ogni b > 0 ottengo

exp(z?®) — 1 ~ exp(z?®) > (%)° = 2%
e quindi
(eXp(xa) _ 1)a+4 > xba(a+4) )
Prendendo ora b = m ottengo
1 1
(exp(z?) = 1)** > 2%, f(z) = <=,

(exp(z®) —1)e+% = a2
e pertanto l'integrale floo f(z) dx & finito per confronto asintotico con floo j—g, per ogni a > 0.

5. a) Per ogni € R indico con V, la sezione ottenuta intersecando V' con il piano ortogonale
all’asse delle = e passante per il punto = (o meglio il punto (z,0,0)).

sezione V, Y

,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,, l
2 o / intersezione di V
proiezione di V, ! con il piano xy
sul pianoxy "2

Come si vede dal disegno, V. € una corona circolare con raggio esterno r. = 2 e raggio interno
r; =2 —e 1*l e quindi

arcalVe) = w2 = r?) = (4 — (2 — ¢ ?) = m(ele| - ¢~
b) Com’& noto, il volume di V' & dato da

+oo 400
volume(V) = / area(Vy) dz = 77/ ge~ 1=l — e 2lel gy

—00 — 00
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e siccome la funzione integranda e pari, 'ultimo integrale e il doppio di quello con estremi di
integrazione 0 e 400, vale a dire
“+o0

—2z
e
=Tr.

—4e™" +

+oo
volume(V) = 27r/ 47" —e M dyr =21
0

SECONDA PARTE, GRUPPO 2.

1. Analogo al gruppo 1:
(-2 —a)x* per a # —2;
228 per a = —2.

pp-(f(x)) = —22*; pp.(f(z) - az?) = {

2. b) Analogo al gruppo 1: i valori di a cercati sono a < 4e.
a) Siccome 21/2 < 4e la disuguaglianza in questione vale per ogni z > 0.
3. Analogo al gruppo 1.
a) e b). La soluzione & x = xoy + &1 + T2 dove:
creM?t 4 coetet per a > 2,
Tom(t) = < €*(c1 + cat) per a = 2,
e (cy cos(wt) + cosin(wt)) per 0 < a < 2,

con A :=a++va?2—9, :=a—+va? -9, w:=/|a® — 9|, e ¢, co numeri reali qualunque;

3t
2a < se a # 3
Ty=t+—, Tp=(30¢ ’
' 9 2 {3t263t sea=3.

c¢) La soluzione z(t) tende a +0o se ¢; > 0 (qualunque sia c3).
4. Uguale al gruppo 1.

5. Analogo al gruppo 1: la sezione V, & una corona circolare con raggio esterno r. = 3 e raggio
interno r; = 3 — e~ 1|, e quindi
—+oo
area(V,,) = W(Ge*m - 672@') ,  volume(V) = / area(V,)de = 11r.

— 00

SECONDA PARTE, GRUPPO 3.

1. Uguale al gruppo 1.

2. b) Uguale al gruppo 1: i valori di a cercati sono a < 2e.
a) Siccome 11/2 > 2e la disuguaglianza in questione non vale per ogni x > 0.
3. Analogo al gruppo 1.
a) e b). La soluzione & x = xoy, + &1 + T2 dove:
creM?t 4 cpeet per a > 2,
Tom(t) = < €*(c1 + cat) per a = 2,

e (cy cos(wt) + cosin(wt)) per 0 < a < 2,

con A\ :=a++vVa?2—4, \g:=a—Va? -4, w:=/|a? —4], e ¢1, ca numeri reali qualunque;
b) b ) bl b

2t
a = se a # 2
Ti=t+5, Tp=4°72 ’
! 2 2 {Qtzezt se a = 2.

c¢) La soluzione z(t) tende a +0o se ¢; < 0 (qualunque sia c3).
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4.

5.

Analogo al gruppo 1: I'integrale in a) & finito se 0 < a < —1 + /2, mentre l'integrale in b) &
finito per ogni a > 0.

Uguale al gruppo 1.

SECONDA PARTE, GRUPPO 4.

1.

2.

3.

4.

5.

Uguale al gruppo 2.

b) Uguale al gruppo 2: i valori di a cercati sono a < 4e.

a) Siccome 11 > 4e la disuguaglianza in questione non vale per ogni > 0.

Analogo al gruppo 1.
a) e b). La soluzione & x = xom, + &1 + T2 dove:

creM?t 4 cgeat per a > 2,

Tom(t) = < ¥ (c1 + cot) per a = 2,
e (cy cos(wt) + casin(wt)) per 0 < a < 2,

con A\ :=a++va2—9, :=a—+va® -9, w:=/|a® — 9|, e ¢, ca numeri reali qualunque;

3t

2a . {;3 se a # 3,

T =3+ =, T2=
! 3 ? —3t%e3t sea=3.
c¢) La soluzione z(t) tende a +00 se ¢; < 0 (qualunque sia c3).

Uguale al gruppo 3.

Uguale al gruppo 2.

COMMENTI

Seconda parte, esercizio 1. Diversi dei presenti hanno calcolato la parte principale di f(z) come
segue (tralascio i resti, che non sono il punto):

2 1
f(z) = (cos(2x2))1/x -1=(1- 29c4)1/"‘”2 -1=1+ ;(—Qx‘i) —1=-22%,

dove nel secondo passaggio ¢ stato usato lo sviluppo (1+%)* = 1+at cont = —2z* e a = 1/22.
Anche se il risultato ¢ corretto, la procedura & sbagliata perché non si puo applicare questo
sviluppo con a non costante. E infatti in situazioni analoghe questa procedura porta a risultati
errati.

Seconda parte, esercizio 2. Molti dei presenti hanno riscritto la disequazione exp(z?) > x¢
(mi riferisco qui al gruppo 1) come z? > alogw, e quindi hanno diviso per logz ottenendo
2?/logx > a, ma questo passaggio non & corretto perché log x non & sempre positivo. Con poche
eccezioni, le stesse persone hanno quindi cercato di calcolare il minimo di f(z) := 2%/ logz per
x > 0 senza accorgersi che questa funzione ha un’asintoto verticale in 1 (dove non ¢ definita)
e che 'estremo inferiore dei valori € —oo; in particolare queste persone non si sono accorte che

V€ & solo un punti di minimo locale di f(x). Anche se il risultato finale & corretto, questa
soluzione & concettualmente sbagliata (in modo anche grave).

Seconda parte, esercizio 2. Una soluzione alternativa consiste nel riscrivere la disequazione come
r~%xp(2z?) > 1 (mi riferisco al gruppo 1) e quindi calcolare il valore minimo della funzione
™% exp(z?) tra tutti gli = > 0.

Un’altra soluzione consiste nel riscrivere la disequazione come 2% —alog z > 0 e quindi calcolare
il valore minimo della funzione z? — alog x tra tutti gli = > 0.
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Seconda parte, esercizio 3. Diversi dei presenti hanno omesso di scrivere la soluzione dell’equa-
zione omogenea nel caso in cui ’equazione caratteristica ha radici complesse, oppure ’hanno
scritta incompleta (senza specificare i valori di p e w che appaiono nella formula) oppure sba-
gliata (per esempio, nel caso del gruppo 1, alcuni hanno scritto w = va? — 4, per cui w non &
un numero reale).

Seconda parte, esercizio 3. Nel calcolare le costanti che determinano le soluzioni particolari,
alcuni dei presenti hanno ottenuto valori che dipendono da t, per cui le costanti non sono
costanti; questo € un errore grave.

N

Seconda parte, esercizio 3. Il punto ¢) & stato svolto da pochi, e pochissimi hanno messo
chiaramente in evidenza il punto chiave, vale a dire che la soluzione ¢ asintoticamente equivalente
a cre*! (quando ¢; # 0).

Seconda parte, esercizio 4. Molti dei presenti hanno dato la risposta corretta al punto b), vale
a dire che I'integrale e finito per ogni a > 0, ma senza dare alcuna dimostrazione, o nel migliore
dei casi dicendo che la funzione integranda & trascurabile rispetto a 1/2% per x — +o0o. Questo
fatto & vero, ma non cosi evidente da non richiedere alcuna dimostrazione. (La sensazione & che
per molti 'integrale converge semplicemente perché ¢’e un esponenziale di mezzo. . .)



Analisi Matematica I per Ingegneria Gestionale, a.a. 2016-17

52 SCRITTO DEL SECONDO APPELLO, 1 FEBBRAIO 2017 — SOLUZIONI

PRIMA PARTE, GRUPPO 1.

7 11
1. Le soluzioni sono —7 <z < 1—271'.

2. Tl punto di minimo assoluto ¢ z = —3/2; il punto di massimo assoluto non esiste.
3. I risultati sono: a) non esiste; b) +o0; c¢) 1.
4. Utilizzando il cambio di variabile y = 1 + 428 ottengo

1 1

y3

1
96

0 27 1 (Y dy 1

1 L A-8)4 dr = - T4 T oR

oo (14 4a8) 32 Jiy 96 Yoo
5. I valori di a cercati sono a > 2.

6. R = +oc.

7. Cerco z tra i polinomi di secondo grado, vale a dire & = at? + bt + ¢, e ottengo = = 2t* — 4.

8. y
y=9(x)

soluzioni

PRIMA PARTE, GRUPPO 2.

1. Le soluzioni sono — < z < —.

w3
Wl N

2. Il punto di minimo assoluto non esiste; il punto di massimo assoluto ¢ = = 4.
3. T risultati sono: a) 1; b) 0; ¢) non esiste.
4. Utilizzando il cambio di variabile y = 1 + 42* ottengo

1 1

y2

0 z3 1 [t ody 1

A =15 3= T3

oo (14 4a#) 16 /1oy 32 too
5. I valori di a cercati sono 0 < a < 2.

6. R=0.

7. Cerco x tra i polinomi di secondo grado, vale a dire & = at? + bt + ¢, e ottengo z =t — 1.
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PRIMA PARTE, GRUPPO 3.

1.

.

| Ot

Le soluzioni sono — <z <

B

1l punto di minimo assoluto & x = —3/2; il punto di massimo assoluto ¢ x = 0.
I risultati sono: a) 0; b) +o00; c¢) non esiste.

Utilizzando il cambio di variabile y = 1 + 42° ottengo

/0 LA N dy:_l‘ll __ 1

0o (14+426)2 24 /o y? 24 |yt | oo 24 °

I valori di a cercati sono a > 3.

R = +o0.

Cerco z tra i polinomi di secondo grado, vale a dire x = at? + bt + ¢, e ottengo & = —2t% — 2.
=100 A

PRIMA PARTE, GRUPPO 4.

1.

2.

3.

- 2
Le soluzioni sono §7T <z< 677.
Il punto di minimo assoluto non esiste; il punto di massimo assoluto ¢ x = 3.

I risultati sono: a) —2; b) —oo; ¢) 1.

. Utilizzando il cambio di variabile y = 1 + 42® ottengo

1

/0 A S /NS U B L U

oo (14 428)5 32 )0 y® 128 [y*], ..~ 128

I valori di a cercati sono a > 3.

R=2.

Cerco « tra i polinomi di secondo grado, vale a dire x = at? + bt + ¢, e ottengo = = —2t> + 4.
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PRIMA PARTE, GRUPPO 5.

1.

. ) 7
Le soluzioni sono —7 <z < 1—271'.

Il punto di minimo assoluto ¢ x = —2; il punto di massimo assoluto non esiste.
I risultati sono: a) 1; b) 0; ¢) 1.

Utilizzando il cambio di variabile y = 1 + 42 ottengo

1

/0 3 J 1 [t ody 1)1 1
—_— Al = — _— = —— | — = —— .
oo (1 4z%)4 16 J oo y* 48 1y3 | o 48
I valori di a cercati sono 0 < a < 3.
)
R=—-.
2
Cerco z tra i polinomi di secondo grado, vale a dire = = at? + bt + ¢, e ottengo # = —t* + 1.

L N -X
2O R

soluzioni _, \‘

PRIMA PARTE, GRUPPO 6.

*

.. ™
Le soluzioni sono — <z < —.
2 12

. Il punto di minimo assoluto ¢ = 0; il punto di massimo assoluto ¢ x = 3.

I risultati sono: a) non esiste; b) 0; ¢) non esiste.

Utilizzando il cambio di variabile y = 1 + 425 ottengo

/0 2° p 1 [t dy 1)1 1
S b A -
oo (1 +426)3 24 /Lo y? 48 1y? | o 48
I valori di a cercati sono a > 2.
2
R=-.
5
Cerco z tra i polinomi di secondo grado, vale a dire z = at® + bt + ¢, e ottengo = = —t> — 1.
—=f Y
y=1(x) A
‘ fffffff 1
o Y=9(¥)
-2

I

soluzioni
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SECONDA PARTE, GRUPPO 1.

1. Dividendo I'equazione (*) per 2% — 3 ottengo

e:C

2_3 ¢ (1)

(il passaggio & corretto perché z2 — 3 vale zero solo per z = +4/3, e queste non sono soluzioni
dell’equazione). Studio quindi la funzione

f@) = ——

Questa funzione ¢ definita per ogni x # 4+/3, & negativa per —v/3 < x < /3 e positiva
altrimenti. Inoltre

lim  f(z)= lim f(z)= lim f(z)=+o0

x—(—V3)~ z—(V3)* z—+00
lim f(z)= lim f(z)= -0,
z—(—V3)* ) x—(v/3)~ )

EIEI f(z)=0.

Infine, studiando il segno della derivata

x

f(z) = m(IQ — 2z —3)

ottengo che f cresce negli intervalli (—oo, —v/3), (—v/3, —1] e [3, +00), e decresce negli intervalli
(—1,v/3) e (v/3,3]. In particolare —1 & un punto di massimo locale, e f(—1) = —1/(2¢), mentre
3 un punto di minimo locale, e f(3) = e3/6.

Utilizzando queste informazioni traccio il grafico riportato nella figura sotto.

{

LA
AT

Fp | | » X
x@:

a) Chiamo N il numero di soluzioni dell’equazione (*), o equivalentemente dell’equazione (1).
Usando dalla figura sopra si vede subito che

1 per0<a<e®/6,
N =<2 pera=e’/6,

3 pera>e3/6.
b) Sempre dalla figura sopra & evidente che z(a) tende a L = —/3 per a — +oo0.
¢) Devo trovare la parte principale per a — 400 di

2(a) :== z(a) — L = z(a) + V3.
Sostituendo = con z — /3 I'equazione (1) diventa
o o3 V3

2-3 (z—3)2-3 - 22 — 232

(attenzione, anche se non lo scrivo esplicitamente, sia x che z sono funzioni di a). Ora, siccome
z(a) — 0 per a — +00, ho che

e*—V3 e V3 1
22 —2/32 - —2V3z 72\/§e‘/§z

a =

(2)
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e quindi I'equazione (2) diventa

1 1
Q~————— OoVVero zn~————.
2\/36\/§Z 2\/36\/§a
In conclusione
1 1
.p-lx(a)— L) =p.p.(2(a) = ——F - — er a — +00.
p-p-(z(a) — L) = p.p.(2(a)) 23 a P
2. a) Riscrivo la disequazione che determina i punti di A come
1 1
1l <y<-14-— "
(e[+2)7 == 77 ([ +2)1
f-(z) f+(z)

Disegno i grafici delle due funzioni f_(z) e fi(z) partendo dal grafico (ben noto!) della funzione
1/x*, e ottengo il disegno sottostante, dove A & Iinsieme in grigio.

L’area di A & dunque data dall’integrale improprio

+oo
area(d) = [ fi(2)— f_(2)da

+o0 dr +oo +oo 1
:2/ 7:4/ (x+2)tde =4
—oo (|2 +2)* 0 0 6

(nel terzo passaggio ho utilizzato che la funzione integranda ¢ pari per passare dall’integrale da
—00 a +oo all’integrale da 0 a +00).

(r+2)73
-3

b) Considero una generica retta verticale di equazione & = a con a > 0, e indico con A_ e Ay
le parti di A che stanno rispettivamente a sinistra e a destra di questa retta (vedere la figura
sopra). Il punto & trovare a in modo tale che A, (la parte pit “piccola”) soddisfi

1
L 3
cosi facendo si ottiene infatti che area(A_) = area(A) — area(A) = 1/9, e quindi l'area di A_
¢ il doppio di quella di Ay.
Poiché larea di A, & data da

“+oo
area(Ay) = 2/ (x+2)"*dr =2

a

area(Ay) =

+00_ )

(x+2)73
- 3(a+2)3

-3

a
imponendo la (3) ottengo

2 1 . 3
- & =+V12-2~0,29.
Sat2p 18 cioe a 0,29

3. a) Si tratta di una serie a termini positivi, che quindi converge ad un numero finito oppure
diverge a 4+00. Applico ora il criterio del rapporto: indicando con a,, I'n-esimo addendo della
serie ottengo

2 2
n?+1 n2+2n+2

an, (n+1)2+1
e quindi
400 sea>1,
=41 sea=1,
0 se )0 <a<l.

. Gn41
lim —+
n—-+oo Ay,
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Pertanto la serie converge per a < 1 e diverge per a > 1.

Per a = 1 il criterio del rapporto non permette di determinare il comportamento della serie,
ma il criterio del confronto asintotico mostra che la serie si comporta come la serie armonica
generalizzata Y 1/n?, e in particolare converge.

b) Faccio vedere che la serie

+oo 1

& approssimata dalla somma parziale

2
1 1 1 21
So=S — = =2 2625
? ;(n2+1)2("2) T T

con errore inferiore a 1073, ovvero che
|S — S| <1073, (4)

Osservo per cominciare che

o0

1

questo dimostra che S — S5 & un numero positivo, e quindi la stima (4) si riduce a S —So < 1073,
Osservo inoltre che per n > 3 si ha n24+1>324+1=10en?> 3n, e quindi
1 1
5 < )
(n?2 4+ 1) 202 10 - 23n

da culi si ottiene infine

= . = = <
10-8 1-1/8 10-82-7 4480 — 103

(nella terza riga ho usato la formula per la serie geometrica di base 1/8).

SECONDA PARTE, GRUPPO 2.

1. Procedo come per il gruppo 1 e riscrivo 'equazione nella forma f(x) = a con

Il grafico di f assomiglia a quello del gruppo 1, con le seguenti differenze:
e ¢li asintoti verticali sono in i\/g;
e il punto di minimo locale & x = —2, e f(—2) = —1/(4€?);
e il punto di massimo locale ¢ z =4, e f(4) = e*/8.

a) Partendo dal grafico di f si vede subito che

1 per0<a<e!/s,
N=(2 pera=c¢e*/8,
3 pera>el/8.

b) Partendo dal grafico di f si vede subito che L = —/8.
1 1

¢) Procedendo come per il gruppo 1 si ottiene p.p.(:c(a) - L) = fm -
e a
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2. Analogo al gruppo 1.
a) area(A4) = 1/8.
b) La retta cercata & quella di equazione x = v/24 — 4 ~ 0,90.

3. a) Simile al gruppo 1. Usando il criterio del rapporto si vede che la serie S converge per a < 1
e diverge per a > 1, e diverge anche per a = 1 per confronto asintotico con la serie armonica.
b) La serie S si approssima con la somma parziale

2 1 11
So = — ==+ —=0,1822...
2 nz::l m+2)20% 6 ' 64
con errore inferiore a, 1073, Per dimostrarlo procedo come per il gruppo 1, partendo dalla stima
1 < 1
(n+2)2m* — 5.23n"°

da cui ottengo

> 1 1 <1 1 1
S— 9= —_— < — =<
? ;2("2)(7124—1)_10;8" 2240 ~ 10

SECONDA PARTE, GRUPPO 3.

1. Procedo come per il gruppo 1 e riscrivo ’equazione nella forma f(z) = a con
efL’

f) = .

La funzione f & la stessa del gruppo 1 (il cui grafico & stato disegnato sopra).

a) Partendo dal grafico di f si vede subito che

0 per —1/(2e) < a <0,
N =<1 pera=-1/(2e),
2 pera< —1/(2e).

b) Partendo dal grafico di f si vede subito che L = ++/3.

)

e

¢) Procedendo come per il gruppo 1 si ottiene p.p.(x(a) — L) = 5

S

SHE

2. Analogo al gruppo 1.
a) area(A) = 1/6.
b) La retta cercata & quella di equazione x = v/12 — 2 ~ 0,29.

3. Uguale al gruppo 1.

SECONDA PARTE, GRUPPO 4.

1. Procedo come per il gruppo 1 e riscrivo 'equazione nella forma f(x) = a con

La funzione f & la stessa del gruppo 2.
a) Partendo dal grafico di f si vede subito che
0 per —1/(4e?) <a <0,
N =<1 pera=—1/(4¢?),
2 per a < —1/(4€?).
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b) Partendo dal grafico di f si vede subito che L = ++/8.

)

¢) Procedendo come per il gruppo 1 si ottiene p.p.(x(a) — L) = Z .2

&

2. Analogo al gruppo 1.
a) area(A4) = 1/8.
b) La retta cercata ¢ quella di equazione x = v/24 — 4 ~ 0,90.

3. Uguale al gruppo 2.

COMMENTI

e Seconda parte, esercizio 1. La maggior parte dei presenti, pur avendo svolto correttamente il
punto a), non ha risolto il punto b) che pure & elementare, e sopratutto analogo ad esercizi gia
dati in piu di un’occasione in passato.

e Seconda parte, esercizio 3. E possibile affrontare il punto a) in molti altri modi; per esempio,
utilizzando il criterio della radice invece che il criterio del rapporto. Inoltre per dimostrare che
la serie diverge per a > 1 si puo usare che ’addendo a,, tende a +00, mentre per dimostrare
che converge per a < 1 si puo usare il confronto con la serie geometrica a™: vale infatti che
an, < a™ < a"™ per ogni n (per tutti i gruppi).
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PRIMA PARTE, GRUPPO 1.

2x

L a) x4—2x2+2; b) 2

2. K eckakd.
3. a=m/4.

4. Utilizzando la sostituzione y = x* + 1 si ottiene

1 3 2
2z 1 1
——dr = — —1/4q
/o Va1 2/1 yows

5. f(z)= (1 +2z*)log(1 + 22*) = (1 4 22*) (22 — 22® + O(2'?)) = 2z* + 22% + O(a'?).

2
y3/4 2(23/4 _ 1)
213/4|, 3

4/na +oo

X nisin(1/n9) N =xXn 1
6. Z e R Z e = Z —3a—3 converge per a > 5/3.
=1 n=1 n=1

7. La soluzione cercata ¢ z(t) = —2cos(2t) + 2

8. Il periodo e T' = 1; il grafico e disegnato nella figura accanto.

PRIMA PARTE, GRUPPO 2.

62° +622 3
- . b) 2 —log?2.
V228 — 212 /2 — b’ ) PR

2. hgd<Kak e

1. a)

3. a=-—m/4.

4. Utilizzando la sostituzione y = % + 1 si ottiene

T 1 1 1
= e == —1/3 gy = =42/3 — Z(26 £ 1)2/3 )

/ W €z 3 /y Y 2y +c 2(33 + ) +c

5. f(x)= (3+a?)sin(22?) = 3+ 2%) (22 — 32° 4+ O(2'0)) = 622 — 22 + O(21?).
+oo too
4" log(1+1 4n

6. ; % ~ Z /a ;(4/a )" converge per a > 2.
7. La soluzione cercata ¢ z(t) = — cos(2t) + 1 /\_

8. 1l periodo & T' = 2; il grafico & disegnato nella figura accanto. /

PRIMA PARTE, GRUPPO 3.

423 2
x ; b) — —log3.
x

1. _—
2) 8 + 224 + 2’

2. d<akgbke.

3. a=3m/4.
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4. Utilizzando la sostituzione y = x® + 1 si ottiene

1
A:ﬁ+1 /‘*

5. f(z)= (1 —a*)log(l + 22*) = (1 — 2*)(22* — 22® + O(2'?)) = 22* — 42® + O(a?).

2

1
= —log2.

—|logy
;3

too 4 s a too 4-a
n*sin(1/n%) n )
6. —_— = > 0.
nEZI 1 nEZI 5 converge per ogni a

7. La soluzione cercata ¢ x(t) = — cos(3t) + 1

8. 1l periodo e T = m; il grafico € disegnato nella figura accanto.

PRIMA PARTE, GRUPPO 4.

43 4 4
1. a) x = x i b)1—
Vort — a8 V2 — 1A

2. b eka<kd.

8 |

3. a=—n/4

4. Utilizzando la sostituzione y = z* + 1 si ottiene

1 2 2
A P S T L T
/4x4+1z 2/y y=3y’" +e 3(:c+) +c
5. f(x)= (3 —a*)sin(22?) = (3 — 2*)(22” — 32° 4+ O(2'0)) = 622 — 62° + O(21?).
+oo 4 . a +oo 4 a “+oo
n*sin(1/n%) n*/n 1
6. szz 3a :Zn4a—4 converge per a > 5/4.
n=1 n=1 n=1
7. La soluzione cercata & x(t) = —sin(2t) + 2t

8. Il periodo & T = 1; il grafico & disegnato nella figura accanto.

PRIMA PARTE, GRUPPO 5.

2x 3

W ey P

2. c<b<a<d
3. a=—3r/4.

4. Utilizzando la sostituzione y = x% + 1 si ottiene

1 1 2 s 1
= dr== | yVay ==
/o Vo1 3/1"’ V=3

5. f(z)= (1 —2?)log(1 + 22?) = (1 — 2%) (222 — 22* + O(2%)) = 222 — 42* 4+ O(2®).

2/312 1
LI I N
2/3 ], 2

+oo +oo
4" log(1+1 4n
6. E 4'log(1 +1/a™) ~ E /o = E (4/a*)™ converge per a > /2.

a3n + n2 aSn
n=1 n=1
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8. Il periodo e T = 2; il grafico e disegnato nella figura accanto.

PRIMA PARTE, GRUPPO 6.

7. La soluzione cercata & z(t) = —3 sin(2t) + ¢

1. a)

2z _ +2 )
V2rZ — 2%t V2 — a2’

LeKakdkb.

2
b) log3 — —.
x

. a=m/4
. Utilizzando la sostituzione y = 2% + 1 si ottiene

22° 1 [d 1 1
/xﬁiﬁ_ldfczg Zyzglogy+c:§log(x6+l)+c.

. f(z)= (3 — 2%)sin(2z) = (3 — 2?)(2z — 32° + O(a®)) = 6z — 62° + O(z7).

Xy sin(1/n%) Xy
. Z — & Z —- non converge per alcun a > 0.
n=1 ns+n n=1 n

<<

y=f

2 m

. La soluzione cercata & z(t) = —% sin(3t) +t

. Il periodo e T = m; il grafico & disegnato nella figura accanto.

SECONDA PARTE, GRUPPO 1.

1. a) Usando lo sviluppo cost = 1 — t2/2 + O(t*) con t = 2z ottengo

cos(2z?) =1 — 2z* + O(?).
Usando poi lo sviluppo (1 +¢)% = 1 + 6t + O(t?) con t = —22* + O(28) ottengo
(cos(2x2))6 = (1-22"+ O(acg))6
=1+6[—22"+0(z®)] + O[(—22")*] =1 -122" + O(2%),
e quindi f(z) = —122* + O(2®), da cui segue infine che
p-p.(f(x)) = —122".
b) Partendo da quanto fatto al punto precedente ottengo subito che
p.p.(f(z) + az?) = (a — 12) 2 per a # 12.

Per a = 12 devo invece usare uno sviluppo piu preciso di f(z). Partendo dallo sviluppo
cost =1—12/2+t1/24 4+ O(t%) con t = 2x ottengo

cos(22?) =1 — 22 + 228 + O(a'?) ;
usando quindi lo sviluppo (1+%)® = 146t + 15t +O(t3) con t = —22* + %xs + O(2'2) ottengo
(cos(2x2))6 =(1—-2z" 4 22% + 0(51312))6
=1+6[—2z*+ 225+ O(x'?)] + 15[ — 22* + O(z®)]” + O[(—22")?]
=1-122" +42% + O(2"?) + 15 [42® + O(2"?)] + O(2"?)
=1-122" +642% + O(2'?),

2
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e quindi f(z) = —122* + 64 2% + O(2'?), da cui segue che
p.p.(f(z) +122%) = 6425

. a) La funzione f(z) & definita per ogni z € R, sempre positiva, pari, e tende a 0 per x — +o0.
Studiando inoltre il segno della derivata vedo che f(x) & crescente nella semiretta x < 0 e
decrescente nella semiretta = > 0. Infine risolvendo la disequazione f(x) < f(z — 1) ottengo
x>1/2.

Sulla base di queste informazioni traccio il disegno sottostante.

b) L’area di A & data da

+oo
area(A) = /1/2 flx=1)— f(z)dz, (1)

e per capire se questo integrale improprio & finito o meno studio il comportamento asintotico
della funzione f(x — 1) — f(z) per  — +o00. Per cominciare osservo che

fa-1)= (a2~ 20 +2)7 =220 (1 - 2~ 0 ) T
=201+ Jrt 4 O~

(nell’ultimo passaggio ho usato lo sviluppo (1 + ¢)~%/3 = 1 — /3 + O(t?) con t = x72).
Analogamente

f@) = @ + )7V = a2 (1) T
=223 (1= 22724 0(z™")).
Mettendo insieme questi due sviluppi ottengo infine che
fl@—=1)— f(z) ~ 22753 per z — +oo,

da cui segue che l'integrale improprio che da l’area di A si comporta come floo z75/3dz, ed in
particolare ¢ finito.

. a) All’istante t, la distanza di P dall’origine & data da
dt) = [P()] = /(262 = 2)2 + (82— 1)2) = | /16 +- 204 — 22 4 4.
La funzione d(t) & definita per ogni ¢t € R, pari, e tende a +o0o per t — +o00, e la derivata
t(3tt+2t2 - 3
d/(t) _ ( 3)
\/tﬁ +2t4 — 242 + 3

si annulla per t = 0 e t = +1/+/3; confrontando quindi i valori di d in questi punti (e per
t — 400) ottengo che i punti di minimo di d sono t = +1/+/3, e quindi

dmln:d(il/\/g):%

b) Esplicitando ¢ in funzione di « ottengo

e quindi
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Dunque la traiettoria di P & I'unione dei grafici di f(z) e —f(z).

Per disegnare questi grafici osservo che f(z) ¢ definita per > —2/3, & positiva per > 4/3, ed
& asintoticamente equivalente a (/2)3/2 per  — +oo0; studiando inoltre il segno della derivata
ottengo che f(z) decresce per x < 0 e cresce per x > 0.

Sulla base di queste informazioni ottengo il disegno sottostante; in particolare la traiettoria
interseca I'asse delle = per = —2/3 e x = 4/3, e I'asse delle y per y = £2/(3v/3).

Yy

r‘——f (X)

SECONDA PARTE, GRUPPO 2.

1. Analogo al gruppo 1.

(a—18) 2t sea # 18,

_ 4 4y _
p.p-(f(x)) = -182%, p.p.(f(z) +az”) = {1501,8 se a = 18,

2. a) Il grafico di f ¢ simile a quello del gruppo 1, come pure 'insieme A.
b) L’area di A ¢ data da

+o0 +o0 dx
area(A):/ f(xfl)ff(x)dxx/ =73
1/2 1 €
ed in particolare ¢ finita.
3. Analogo al gruppo 1.
a) All’istante ¢ la distanza di P dall’origine &

d(t) = V16 + 74 — 582 + 1,
il valore minimo viene assunto per t = —1//3, e vale duin = 2/(3V/3).
b) Esplicitando y in funzione di  ottengo

y==xf(x) con f(z):= %(1‘4—2) Ve+1,

e disegnando il grafico di f e —f ottengo una traiettoria simile a quella del gruppo 1; in questo
caso le intersezioni con 'asse delle x sono a z = —1 e x = 2, e quelle con 'asse delle y sono a

y = £2/(3v/3).

SECONDA PARTE, GRUPPO 3.

1. Analogo al gruppo 1.

(a—12)2% sea# 12,

p.p.(f(z)) = 122, pp.(f(z) +az’) = {64:1712 se a =12,

2. a) Il grafico di f ¢ lo stesso del gruppo 1, mentre I'insieme A & dato nella figura sotto.
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b) L’area di A & data da

+o0 +oo
area(A)Z/ f(x)—f(x—l—l)d:r%/ %’

-1/2 1
ed in particolare ¢ finita.

. Uguale al gruppo 1.

SECONDA PARTE, GRUPPO 4.

1. Analogo al gruppo 1.

(a—18)2% sea # 18,

p.p.(f(z)) = —182°%, p.p.(f(z)+az®) = {1501,12 se a = 18,

. a) Il grafico di f ¢ lo stesso del gruppo 2, mentre I'insieme A ¢ simile a quello del gruppo 3.
b) L’area di A & data da
+o0 o0 dx
area(A):/ f(x)ff(:chl)dxz/ Yok
-1/2 1 3/
ed in particolare ¢ finita.

. Uguale al gruppo 2.

COMMENTI

e Seconda parte, esercizio 2. Nessuno ha risolto correttamente il punto b). La maggior parte dei
presenti che ci hanno provato ha scritto che

+oo +oo
area(A) = / fle—1)dx — / f(z)dx

1/2 1/2
(faccio riferimento al gruppo 1, ma lo stesso vale per gli altri gruppi), ovvero ha scomposto
I'integrale nella formula (1) come differenza di due integrali.
Tuttavia f(z — 1) ~ f(z1) ~ 1/2%/3, e quindi entrambi questi integrali valgono 4oo, il che
significa che questa scomposizione non ¢ corretta. Invece (quasi) tutti quelli che I’hanno fatta
ne hanno dedotto erroneamente che ’area di A non & definita, o peggio ancora che ¢ infinita.

Seconda parte, esercizio 3. Molti dei presenti hanno impostato in modo errato il punto a),
cominciando a calcolare la distanza percorsa da P in un non ben definito intervallo di tempo,
invece che considerare la distanza di P dall’origine. Si tratta di un errore di impostazione grave.
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PRIMA PARTE, GRUPPO 1.

1. I valori di 7 e a sono a) 2v/2, —37/4; b) 2, —7/2; c) 2, —27/3.
2. a) non esiste; b) 0; ¢) 0.
3. flx) = =223 4+ 225 + O(29).

4. La velocita & #(t) = €' (sin(2t) + 2 cos(2t), —2sin(2t) 4 cos(2t)). In particolare |5(t)| = v/5¢,
e la distanza percorsa ¢ d = f_ooo |U(t)] dt = /5.

+oo
5. La serie si comporta come Z ——5- € quindi converge per 0 < a < 1/2.
n<— a

n=1
6. Il raggio di convergenza ¢ R = 3/4.

7. x(t) = ce %'sint con ¢ € R.

PRIMA PARTE, GRUPPO 2.

1. I valori di 7 e a sono a) v/2, 3w/4; b) 3, —1/2; c) 2V/3, 27/3.
2. a) 1; b) +o0; ¢) 1/2.
3. f(z) = =223 — 425 + O(2?).

4. La velocita & 0(t) = e (sin(3t) + 3 cos(3t), —3sin(3t) + cos(3t)). In particolare |7(t)| = v10¢,
e la distanza percorsa € d = fi)oo |0(t)] dt = V/10.

+oo
5. La serie si comporta come E ~73q © quindi converge per a > 0.
n

n=1

6. Il raggio di convergenza ¢ R = 3.

7. x(t) = ce* sint con ¢ € R.

PRIMA PARTE, GRUPPO 3.

1. T valori di 7 e a sono a) 4, —7/2; b) /2, —=37/4; c) 2v/3, —57/6.
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2. a) 0; b) +o00; ¢) —o0.
3. flx) =8+ 223 —22° + O(2?).

4. La velocita ¢ #(t) = e'(—2sin(2t) + cos(2t), sin(2t) + 2 cos(2t)). In particolare |7(t)| = v/5¢,
e la distanza percorsa ¢ d = f_ooo |U(t)] dt = /5.

+oo
5. La serie si comporta come Z —5. © quindi converge per 0 < a < 1.
na—

n=1
6. Il raggio di convergenza ¢ R =1/4.

7. x(t) = ce 'sin(2t) con ¢ € R.

y=exp(=|x)

PRIMA PARTE, GRUPPO 4.

1. T valori di 7 e a sono a) 3, —7/2; b) 2v/2, 3n/4; c) 2, 57/6.
2. a) —o0; b) +o0; ¢) —2.
3. flx) =2+ 23 — 225+ O(2).

4. La velocita & #(t) = e*(—3sin(3t) 4 cos(3t), sin(3t) + 3 cos(3t)). In particolare |7(t)| = v10€,
e la distanza percorsa ¢ d = fi)oo |0(t)] dt = V/10.

+oo
5. La serie si comporta come — ¢ quindi converge per a > 3.
E na—

n=1
6. Il raggio di convergenza ¢ R = 1.

7. x(t) = cet sin(2t) con ¢ € R.

SECONDA PARTE, GRUPPO 1.

1. Usando lo sviluppo di Taylor e/ =1+ ¢+ t2/2 + O(3) con t = 225 ottengo

f(z) := {/exp(226) — 1 = /226 + 2212 + O(x18),

e raccogliendo 2x% sotto la radice,

f(z) = V222 /1 + 26+ O(z12).
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Usando ora lo sviluppo ¥/T+ = (1 +)!/% = 1+1/3+ O(t?) con t = 25 + O(z'?) ottengo
: 6 , 5
fla) = V227 [1 + % +0(z12)} = V227 + %zg +O0(z').

Questa formula implica chiaramente che la parte principale di f(x) per  — 0 & v/2 22, e inoltre

o) an? o L (V2 0)a? seadt V2,
?ms se a= /2.

a) La funzione f(x) & definita (e continua) per ogni € R, & positiva per > 1 e negativa
altrimenti. Inoltre tende a —oo per x — —o0, e tende a 0 per x — +o00. Studiando poi il segno
della derivata f’(z) = (2 — x)e™* ottengo che f(x) cresce per z < 2 e decresce per x > 2; in
particolare z = 2 ¢ il punto di massimo assoluto. Utilizzando queste informazioni disegno il
grafico sottostante (le proporzioni non sono quelle reali).

b) Usando la prima formula per i volumi dei solidi di rotazione (e la figura sopra) ottengo

“+00 9 +o0 e
volume(V,) = 77/ (f(x)) do = 77/ (22 =2z + 1)e * do = 12
1 1

(L’ultimo passaggio nasconde una doppia integrazione per parti, in cui ogni volta ho preso la
primitiva di e=22.)

¢) Usando la seconda formula per i volumi dei solidi di rotazione (e la figura sopra) ottengo

+o0 +o0 67
volume(V,) = 27r/ x f(x)de = 27r/ (22 —x)e T dr = — .
1 1 €

(L’ultimo passaggio nasconde una doppia integrazione per parti, in cui ogni volta ho preso la
primitiva di e~?.)

a) Per la definizione di integrale improprio, i limiti di f(z) per x che tende a 0o coincidono

con
+oo
L::/ 7dt .
. 1+

Questo integrale improprio semplice esiste ed e positivo perché la funzione integranda e positiva,
ed e finito per confronto asintotico con l'integrale improprio f1+oo t=odt.

b) La funzione integranda 1/(1+¢°) in (*) & ben definita e positiva per t > —1, e gli estremi di
integrazione 1 e (z+1)? sono entrambi positivi, e quindi strettamente maggiori di —1. Pertanto
lintegrale che definisce f(x) ¢ proprio per ogni z € R, e I'insieme di definizione di f & tutto R.
Inoltre il valore di f(z) ¢ positivo se Pestremo di integrazione (z + 1)? & maggiore dell’estremo
di integrazione 1, vale a dire se x > 0 oppure z < —2, si annulla per x = 0e x = —2, ed &
negativo per —2 < x < 0.

Studiando il segno della derivata

2(x +1)
@) =+——F1
1+ (z+1)
ottengo infine che f(x) decresce per x < —1 e cresce per x > —1; in particolare x = —1 & il

punto di minimo assoluto. Utilizzando queste informazioni disegno il grafico sottostante.
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c¢) Per 2 — 0 l'estremo di integrazione superiore in (*) converge a 1, che & 'estremo di integra-
zione inferiore. Quindi i valori assunti della funzione integranda 1/(1+t°) per ¢ nell’intervallo di
integrazione sono sempre pit vicini al valore dell’integranda per t = 1, vale a dire 1/2. Pertanto

Ao gt o g (14a)? -1
1 1

140 2 2 ’
e quindi la parte principale di f(z) per x — 0 & z.
(Una dimostrazione piu precisa del fatto che f(z) ~ z la si ottiene mostrando tramite la regola
di de L’Hépital che il limite del rapporto f(z)/x per x — 0 & uguale a 1; nel farlo si usa la
formula per f’ data sopra.)

SECONDA PARTE, GRUPPO 2.

1. Procedendo come per il gruppo 1 otteniamo

flz)=v22+ \”2 + O(z'%)

da cui segue che la parte principale di f(z) per z — 0 & V222, e inoltre

9 (\/i—a)ac2 se a # /2,
%xﬁ se a = 2.

. a) Il grafico di f & molto simile a quello del gruppo 1. Le differenze piu significative sono che
f(z) & negativa per x < 2 e positiva altrimenti, cresce per x < 3 e decresce altrimenti.

b) Analogo al gruppo 1:

volume(V,,) = 7r/+oo (f(:v))2 dor = W/+OO(1'2 —dx 4+ 4)e”* de =
2 2

4et
¢) Analogo al gruppo 1:
Hoo oo 8w
volume(V,) = 27/ z f(x)de = 27r/ (22 — 2z)e " dx = — -
2 2 €

3. Uguale al gruppo 1.

COMMENTI

e Prima parte, esercizio 6. Molti dei presenti hanno risolto l’esercizio trascurando gli addendi

n? e n presenti nel numeratore e nel denominatore del coefficiente della serie, e tenendo solo

gli esponenziali 3" e 227, Questo passaggio ¢ corretto quando gli esponenziali tendono a
infinito, cioe quando all’esponente c’e il segno +.

e Seconda parte, esercizio 2. Molti dei presenti hanno impostato male il calcolo del volume al

punto ¢), pur essendo completamente standard.
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PRIMA PARTE, GRUPPO 1.

1. I valori di a cercati sono quelli per cui la derivata f’(z) := 322 (2 cos(2x3) + a) ¢ positiva per
ogni z € R, vale a dire a > 2.
2. L’ordine corretto ¢ b € a € d < c.

2
3. fx) ~ — perz = 0.

4. L’accelerazione & d(t) := (— cost, 12t — 6m); la seconda componente si annulla solo per t = 7/2,
dove si annulla anche la prima, e quindi @(t) = 0 per t = 7/2.

2x 2
5. f(z) = — .
P& = ~ 15 oy
+oo
. . . . dx e o 1
6. L’integrale in questione si comporta come —5—3, ¢ quindi ¢ finito per a < 3
1 X

7. Si tratta di un’equazione a variabili separabili; la soluzione & z(t) = tan ((t — 1)e’ +1).

8. Y

PRIMA PARTE, GRUPPO 2.

1. T valori di a cercati sono quelli per cui la derivata f'(z) := 322 (3 cos(3x3) + a) ¢ positiva per
ogni z € R, vale a dire a > 3.

2. L’ordine corretto ¢ b < d <€ a < c.

24
3. f(z) ~ — perz - 0.

4. L’accelerazione ¢ @(t) := (6t — 6, —m2 cos(mt)); la prima componente si annulla solo per t = 1,
dove perd non si annulla la seconda, e quindi non esiste alcun t per cui @(t) = 0.

3z 3

S S@) = T T T G

dx 1

+oo
6. L’integrale in questione si comporta come / ——77; € quindi & finito per a > —.
1 X a+1/ 4

7. Si tratta di un’equazione a variabili separabili; la soluzione & z(t) = tan (26t2 — 2).

8. y
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PRIMA PARTE, GRUPPO 3.

1. I valori di a cercati sono quelli per cui la derivata f(z) := 5z* (3 cos(3z°) + a) ¢ positiva per
ogni z € R, vale a dire a > 3.

2. L’ordine corretto ¢ ¢ € d < a < b.
3. f(x) ~ —x* per x — 0.

4. L’accelerazione € d(t) = (—4 cos(2t), 24t — 6m); la seconda componente si annulla solo per
t = /4, dove si annulla anche la prima, e quindi @(¢) = 0 per ¢t = w/4.

2x 2
5. f'(z) = - )
@) 1+212 14 (22)8
too dx
6. L’integrale in questione si comporta come / —3—5, © quindi ¢ finito per a < 1.
1 :I:

7. Si tratta di un’equazione a variabili separabili; la soluzione ¢ z(t) = tan ((t —1)et + %)

PRIMA PARTE, GRUPPO 4.

1. T valori di a cercati sono quelli per cui la derivata f'(z) := 5x* (4 cos(4z”) + a) & positiva per
ogni z € R, vale a dire a > 4.
2. L’ordine corretto e d € ¢ < b < a.

28
3. f(z) ~ — perz - 0.

4. L’accelerazione & d(t) := (6t — 2, —w?sin(7t)); la prima componente si annulla solo per t = 1/3,
dove pero non si annulla la seconda, e quindi non esiste alcun ¢ per cui d(t) = 0.

_ R 3

T 142 14 (32)8°

5. f'(=)

T dg
xa—2

6. L’integrale in questione si comporta come / e quindi e finito per a > 3.

1
7. Si tratta di un’equazione a variabili separabili; la soluzione & z(t) = tan (2et2 - 26).

8. y
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SECONDA PARTE.

1. Partiamo direttamente dal punto b), di cui a) & un caso particolare.
Come prima cosa riscrivo la disequazione come

a <x?+4r —6logx per ogni x > 0, (1)
e ponendo f(z) := 22 + 4z — 6log x ottengo che questa condizione equivale a
< inf .
s

Per calcolare estremo inferiore dei valori di f(x), osservo che questa funzione ¢ definita e
continua per ogni z > 0, e studiando il segno della derivata prima
2
(@) :2x—|—4—§ _ 2z +4x —6
x x
ottengo che f(z) decresce per x < 1 e cresce per x > 1. Quindi z = 1 ¢ il punto di minimo
assoluto di f, e

1 f = 1 = 1 =
inf f() = min f(z) = f(1) =5,
da cui segue che la (1) vale per a < 5.
In particolare vale per a = 4, e quindi la risposta alla domanda a) ¢ affermativa.

2. La funzione integranda
1

(14 cosx)®
¢ definita, continua e positiva nell’intervallo (—m,7) ma non & definita agli estremi, e quindi
Iintegrale che dobbiamo studiare ¢ improprio in +7, ed ammette solo due possibili comporta-
menti: ¢ finito oppure vale +oo.
Siccome la funzione integranda e pari, ottengo inoltre

/” dv 2/0 dx
_r(T4cosz)e 7 J_ (1 +cosz)o’

Studio 'integrale alla destra dell’'uguale, che & improprio in —7, applicando il cambio di variabile
y = + 7 in modo da ricondurmi ad un integrale improprio in 0:

/0 dx - /7‘!‘ dy B /1 dy _ 1 ﬁ
e (Tfcosz)e  Jy (T4cos(y—m)e Jo (I—cosy) ~ Jo 92

(nel terzo passaggio ho usato 'identita cos(y — m) = — cosy, mentre nel quarto ho usato il fatto
che 1 — cosy ~ y?/2 per y — 0 e il principio del confronto asintotico).

Mettendo insieme le formule precedenti ottengo infine che 'integrale di partenza si comporta
come

1 dy
o v’
ed in particolare ¢ finito per a < 1/2, ed & +oo altrimenti.

3. Per calcolare il volume del solido V', integro le aree delle sezioni di questo solido ortogonali alla
retta T'. Per la precisione, fisso I'asse delle x in modo che coincida con la retta T e che 0 sia il
punto in cui 7" e tangente alla circonferenza di partenza.

sezione V,

Indico quindi con P, il piano ortogonale a T che passa per z, e osservo che la sezione V,, := VNP,
& una corona circolare con raggio esterno r. e raggio interno r; dati da

re=r+\Vr2—22, ri=r—+12—22.



Analisi Matematica I per Ingegneria Gestionale, a.a. 2016-17

SCRITTO DEL QUINTO APPELLO, 3 LUGLIO 2017 — SOLUZIONI 73

Pertanto ’area di V,, ¢ data da

2 2

area(V,) = 72 — mr? = dnr\/r2 — x

e il volume di V ¢ dato da

volume (V) = /

—r

T

,
area(V,,) dx = 47r7“/ V2 —a2dx = 273

(Nell’'ultimo passaggio ho usato che I'integrale corrisponde all’area della semicirconferenza di
raggio r, e quindi vale 772 /2.)

COMMENTI

e Prima parte, esercizio 1. Diversi dei presenti hanno risposto indicando dei valori di a che
dipendono da x; ma la risposta alla domanda se una funzione & crescente o meno su tutto il
dominio non dipende da x. Si tratta di un errore grave.

e Prima parte, esercizio 8. Pur trattandosi di un esercizio molto facile, molti dei presenti hanno
dato risposte gravemente errate (cosa che attribuisco ad una scarsa comprensione del significato
geometrico delle coordinate polari).
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PRIMA PARTE, GRUPPO 1.

1. Il punto di massimo ¢ x = 3. Il punto di minimo non esiste.
2. I valori di a cercati sono a > 4.

3. f(x) := 2e**sin(1 + 22).

4. Usando il cambio di variabile t = 1 + 22 si ottiene

/4:1: cos(1+:z:2)d:z::2/costdt:2sint+c:2sin(1+x2)+c.

5. Nessun a.

X an X (=/3)"
Z(/)

6. Si tratta di una serie esponenziale: Z Tl = exp(z/3).
n=0 n=0

7. Le soluzioni cercate sono z(t) = cre®t f e —et 4 e cone; >0e e qualunque.

i

soluzioni |

PRIMA PARTE, GRUPPO 2.

—_

. Il punto di massimo & = = 3. Il punto di minimo ¢ x = —1.
2. I valori di a cercati sono a > 1.
3. fl(z) :==e "sin(l — x).

4. Integrando per parti si ottiene

/x cos(%) dx =2z sin(g) — /25111(%) dxr = 2x Sin(;) +4cos<g) +c.

5. Ogni a > 0.
6. Si tratta di una serie geometrica: 2 % = :: (f)ﬂ =1_ 22/3 =3 _3332 .
7. Le soluzioni cercate sono z(t) = ce ™ —e~' + 73! con ¢ qualunque.
8. y
ot rTlog(xﬂ)
A
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PRIMA PARTE, GRUPPO 3.

—_

. Il punto di massimo non esiste. Il punto di minimo ¢ x = 0.
2. I valori di a cercati sono a > 0.
3. f'(x) := 2e** cos(1 + 22).

4. Usando il cambio di variabile t = 1 + 22 si ottiene
2

= 2sin(2) — 2sin(1).
1

1 2
/ 4 cos(1+m2)dm:2/ costdt =2|sint
0 1

5. Ogni a > 0.
+oo n +o00o n
. . . . z (z/2)
6. Si tratta di una serie esponenziale: Z gl = Z = exp(z/2).
n=0 n=0
7. Le soluzioni cercate sono z(t) = e+ e —et—e 2 cone; >0e ey qualunque.

8. y

yTlog(X+1)

soluzioni

e-1

PRIMA PARTE, GRUPPO 4.

—_

. Il punto di massimo non esiste. Il punto di minimo & x = 0.
2. I valori di a cercati sono a > 3.
3. fl(z):=e "cos(l—x).

4. Integrando per parti si ottiene

™

T COS(f) dr = |2z sin(f) — 281H(£> dr =21 + 4cos(£> =27 —4.
0 2 271, 0 2 27,
5. Nessun a.
—+o00 3n “+o00 3\" 1 2
6. Si tratta di una serie geometrica: nZ:;J Z—n = nz:: <x2> =1z ey =5 3
7. Le soluzioni cercate sono z(t) = ce ™! —e™" — e con ¢ qualunque.

8. Y

y=ex %F]J (1-x)3

DA

::L ‘
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SECONDA PARTE.

1. Per cominciare, trovo x, per ogni a € R, ovvero trovo la soluzione dell’equazione differenziale
i = 2% — 4 che soddisfa la condizione iniziale 2(0) = a. L’equazione in questione ¢ a variabili

separabili e si riduce alla forma
dx
= [ dt. 1
IE= )

Tenuto conto che

[5i=1] sta gt =t 2 ogle 2 = e E5
dalla (1) ottengo
log’i:;’:#—l—c con c € R,
vale a dire
Zi:rz =+ee conceR.

e poiché de® puo essere una qualunque costante ¢’ diversa da zero, posso riscrivere la precen-
dente equazione come

r—2 /At
=ce"’,
T+ 2
imponendo infine la condizione iniziale z(0) = a ottengo ¢’ = Z—jrg (sono esclusi i valori a = 2,
per cui ¢ =0, ed a = —2 per cui ¢’ non & definita). Esplicitando infine la  ottengo per a # +2
4 a—2
z,(t) = ——— -2 conc = . 2
alt) 1—clet a+2 )

I valori iniziali a = 42 sono quelli per cui si annulla il denominatore z2 — 2 in (1), ed in tal
caso la soluzione x, non ¢ data dalla formula precedente, ma ¢ la funzione costante x,(t) = a.

a) In base a quanto fatto sopra

4

Questa funzione ¢ definita per ogni ¢t € R, & descrescente (perché il denominatore 1 + e*t &
chiaramente crescente), tende a 2 per  — —o0, e tende a —2 per & — +00.

b) Consideriamo prima le soluzioni z, con a # £2, vale a dire quelle date dalla formula (2).

Chiaramente, tali soluzioni sono definite per ogni ¢ € R se e solo se il denominatore 1 — ¢/e**

non si annulla per alcun ¢, ovvero se e solo se la costante ¢’ = erg ¢ negativa (ricordo che ¢

non puo essere nulla), ovvero se e solo se —2 < a < 2.

A questi valori di @ a cui vanno aggiunti a = 2, per cui z, ¢ la soluzione costante, ed & quindi
definita per ogni t € R.

Riassumendo, z,(t) ¢ definita per ogni ¢t € R se e solo se —2 < a < 2.

2. L’integrale

+oo
/ (z+1)* —z%dz
1

e improprio semplice a +0co, e poiche la funzione integranda e positiva, ammette solo due
possibili comportamenti: o converge ad un numero finito e positivo, oppure diverge a +oc. Per
capire quale dei due casi si verifica determino la parte principale della funzione integranda per
T — +00:
a a a |:< 1 ) ¢ :| a? a—1
(z+1D)*—a=2*||14+—-] —1| ~a"— =ax (3)
x x

(nel secondo passaggio ho utilizzato lo sviluppo di Taylor (1+y)® = 1+4ay+ O(y?), che riscrivo
nella forma (1 +y)® — 1 ~ ay per y — 0, unitamente al cambio di variabile y = 1/x).
Dalla (3) si ottiene infine che I'integrale improprio di partenza si comporta come f1+oo x* e,
ed in particolare e finito per a < 0, infinito per a > 0.
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3. a) L’angolo « varia tra 0 e 7 (esclusi).

arco di lunghezza L

a / r

b) La figura sopra mostra chiaramente che le lunghezze ¢ e L possono essere espresse in funzione
dell’angolo « e del raggio r:

£=2rsina, L=2ra.
Quindi posso scrivere anche la quantitd E come funzione di o e di r:

1 1 '
E:L(1+—2> +€:2o{—|— <1+Sma> 7‘]
T T «

Pertanto, fissato «, per trovare la figura A che minimizza il valore di E devo trovare il valore
di r > 0 che rende minima la funzione

1 ( sina)
-+ {1+ T
r o

Studiando il segno della derivata di questa funzione, ottengo facilmente che il punto di minimo

assoluto (per r > 0) &
. -1/2
sin o
Tmin = <1 + > 5
o

1/2

mentre il valore minimo di E ¢
E(a) =4(a® + a sina)
c¢) Calcoliamo la derivata (rispetto alla variabile a) della funzione E(«) data nella formula
precedente:
E'(a) =2(c®+ sina)71/2((2 + cosa)a + sina) .
Osserviamo ora che per 0 < a < m questa derivata & strettamente positiva (sono infatti positive

le quantita «a, sin o, 24 cosa). Ne deduco che anche la funzione E(«) & strettamente crescente
per 0 < a < 7, da cui segue che

e F(a) non ha alcun punto di massimo o minimo all’interno dell’intervallo 0 < o < r;
e lestremo inferiore dei valori E(«a) viene raggiunto per a — 0, e vale 0;
e l'estremo superiore dei valori E(«) viene raggiunto per oo — 7, e vale 4.
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PRIMA PARTE, GRUPPO 1.

2

T
1. Le soluzioni sono 0 < z < 303

2. La retta tangente ha equazione y = —

3. La funzione f & continua se e solo se b = ae? — 4.

4. Lo sviluppo cercato ¢ f(z) = 1 —22? — 2* + O(2°).

5. Usando il cambio di variabile y = 1+z* ottengo /

4
6. Il raggio di convergenza ¢ R = 3"

7. Equazione a variabili separabili; la soluzione & z(t)

y=larcatn(x+1)|

PRIMA PARTE, GRUPPO 2.

N &

<z <.

——1

3

- s
1. Le soluzioni sono 0 < x < 13

2. La retta tangente ha equazione y = —x + —.

3. La funzione f e continua se e solo se b =

<z<

T
5

2

a
- —4
e

3

8 d
%dwz?/—y:2logy—|—c:210g(1+x4)+c.
T )

—log(2 — t*).

4. Lo sviluppo cercato ¢ f(z) = 622 — 62* 4+ 1025 + O(2®).

(<
5. Integrando per parti ottengo / 16 2% log x dx =

1

5
6. Il raggio di convergenza ¢ R = 1

424 log

€ e 1
—/4w4fdx:3e4+1.
1 1 T

7. Equazione a variabili separabili; la soluzione & x(t) = tan(2t? — 2).

8. y
soluzioni 1 y=1-x4

y=—|arcatn(x-2)|

i

»X
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PRIMA PARTE, GRUPPO 3.

11
1. Le soluzioni sono 0 < x < %, Tﬂ <z <.
2. La retta tangente ha equazione y = —g + 1.

3. La funzione f e continua se e solo se b = ¢ 9
e
4. Lo sviluppo cercato ¢ f(z) =1 — 22 — 2% + O(2?).

1 3 2
8 d

5. Usando il cambio di variabile y = 1 + 2% ottengo / T e = 2/ Y _ 2log 2.
o 1+at 1Y

3
6. Il raggio di convergenza ¢ R = 1
7. Equazione a variabili separabili; la soluzione & z(t) = tan(t> — 1).
8. y

1 y=1-x4
| y=—farcain(x-2)|

e

o

PRIMA PARTE, GRUPPO 4.

1. Le soluzioni sono 0 < z < <z <

S
ol 3

7T
6 ’

3
2. La retta tangente ha equazione y = —x — 5

3. La funzione f ¢ continua se e solo se b = ae — 1.

4. Lo sviluppo cercato ¢ f(z) = 62® — 62° + 102° 4+ O(2'?).

1
5. Integrando per parti ottengo / 16 23 log z do = 42t log - — /4x4 —dx =4z*logz — 2 + c.
x

4
6. Il raggio di convergenza ¢ R = 5
7. BEquazione a variabili separabili; la soluzione & z(t) = —log(2 — t%).

y=larcatn(x+1)|

‘—‘1 1

soluzioni
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SECONDA PARTE.

1.

a) Calcolo prima la soluzione generale dell’equazione omogenea associata. Le soluzioni dell’e-
quazione caratteristica A% — 2a\ + 9 = sono

/\172:a:|:\/a2—9

ed in particolare devo considerare i seguenti tre casi:
(i) se a > 3 allora A; e A2 sono reali e distinte, e quindi

ZTom(t) = 1 Mt 4 epe™t con eq,eo € R. (1a)
(ii) se a = 3 allora A\; = A\ = 3 e quindi
Tom(t) = €¥(c1 + cat) con ¢y, o €R. (1b)

(iii) se 0 < a < 3 allora A1 2 = a+wi con w:= V9 — a?, e quindi
Tom(t) = € (c1 cos(wt) + cosin(wt)) con ¢y, ¢z € R. (1c)

Cerco ora una soluzione particolare dell’equazione di partenza (*) tra le funzioni del tipo Z(t) =
b1t + be con b — 1,by € R. Sostituendo questa espressione nell’equazione (*) ottengo I'identita

gblt + 9b2 - 2ab1 = 18t

che & soddisfatta per ogni ¢ se e solo se 901 = 18 e 9by — 2ab; = 0, vale a dire by =2 e by = %a.
Pertanto la soluzione particolare cercata ¢

4
B(t) =2t + 5“ . 2)
Sommando la soluzione dell’equazione omogenea Zy, in (la)-(1c) con la soluzione particolare

Z in (2) ottengo infine la soluzione generale di (*).

b) Osservo che la soluzione particolare & data in (2) soddisfa Z(t) < € per t — +o0. Pertanto
esiste una soluzione di (*) che soddisfa la proprieta che z(t) > €' se e solo esiste una soluzione
dell’equazione omogenea con questa stessa proprieta.

Date le formule (1b) e (1c) posso escludere i valori a < 3, per cui zom(t) < €%, e supporre che
a > 3. In questo caso la formula (1a) mostra che & possibile scegliere i coefficienti ¢1, ¢2 in modo
che Tom(t) > e a patto che almeno una delle due radici caratteristiche A1, Ao sia strettamente
maggiore di 9. O meglio, che lo sia la pit grande delle due soluzioni, vale a dire che

a+vVa2—9>9.

Risolvendo questa disequazione ottengo a > 5.

. a) La funzione f(z) & definita per tutti gli x € R per cui 'argomento del logaritmo che appare

nella definizione ¢ ben definito e strettamente positivo, vale a dire tutti gli = # 0 tali che

16
a? =1+ —>0.
x

Moltiplicando questa disequazione per z? ottengo la disequazione z* — 22 + 16 > 0, che &
verificata per ogni € R, come conseguenza del fatto pilt generale che t? —t + 16 > 0 &
verificata per ogni t € R (dato che il discriminante & strettamente negativo).

Riassumendo, f(z) ¢ definita per ogni x # 0.

b) Per disegnare il grafico di f(z) osservo innanzitutto che si tratta di una funzione pari, e
quindi mi basta studiarla per > 0. Osservo inoltre che f(x) che tende a +o00 per x — 0 e per
x — +00, e per la precisione f(x) ~ 2logx per x — +oo.

Inoltre studiando il segno della derivata

2(z* — 16)
f'(a) = (2t — 22 1 16)
x(z* — 22 4+ 16)
vedo che f(z) decresce per 0 < x < 2 e cresce per & > 2. In particolare 2 = 2 & il punto di
minimo assoluto (insieme a x = —2), mentre il valore minimo & f(2) = log?7.
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Usando queste informazioni traccio il grafico riportato nella figura sotto.

y=2logx

: i -
-2 ‘/12 4 X

c¢) Per disegnare 'insieme A risolvo la disequazione f(z) < 2logz, ottenendo & > 4. L’insieme
A & quindi quello riportato nella figura sopra.

d) L’area di A ¢ data dal seguente integrale (improprio semplice a +00):

+oo
area(A4) = / 2logz — f(x)dz
4
+o0 1
= / log (z°) — log <m2 —1+ ;2) dx
4

Feo 1 16 oo dy
= —log|\l——=5+—|de= — < +o0
4 T T 1 X

e quindi 'area di A ¢ finita. (Nel secondo passaggio ho usato l'identita loga—logb = —log(b/a),
nel terzo ho usato il criterio del confronto asintotico piu il fatto che
1 16 1 16 1
log 1_ﬁ+ﬁ N—ﬁ—k?fv—ﬁ per x — +00,

ottenuto a sua volta a partire dallo sviluppo log(1 4+ ¢) ~ ¢ per t — 0.)

. La funzione integranda
f(l’) = (eCE _e)a

e ben definita (e continua) per ogni z tale che la base e” — e della potenza al denominatore &
strettamente positiva, vale a dire per x > 1. Inoltre per tali z la funzione & sempre positiva. Ne
segue che lintegrale di f(z) tra 1 e +00 ¢ improprio sia in 1 che in +00 ed ammette solo due
comportamenti: o diverge a +o0o oppure converge ad un numero finito e positivo. Per capire
quale dei due casi si verifica lo spezzo come

+oo

2
f@)de= [ fa)ds+ |

I I

ed analizzo separatamente il comportamento dei due integrali impropri semplici I e II.
Comincio da II. Osservo innanzitutto che

+oo
1 f(z) da (3)

f(z) ~e " per x — 4o0.

Quindi, se a < 0 allora f(z) tende a +00 per © — +00, mentre se a = 0 allora f(z) tende a 1
(anzi, vale sempre 1); in entrambi ne deduco che IT diverge a +00, e questo ¢ sufficiente a dire
che anche 'integrale di partenza diverge a 4o0.

Invece se a > 0 allora f(z) ~ e %"
che puo essere calcolato ed ¢ finito.
Resta dunque da studiare l'integrale I. Per prima cosa uso il cambio di variabile y = z + 1 per
ricondurmi ad un integrale improprio in 0:

R
1(em=e)* Jo (evtl—e)r e Jy (ev—1)*7

usando lo sviluppo e¥ — 1 ~ y ottengo che I si comporta come fol dy/y® e in particolare ¢ finito
se a < 1, e diverge altrimenti.

Mettendo insieme quanto fatto otteniamo che l'integrale di partenza e finito se 0 < a < 1, e
diverge a +o0o altrimenti.

per x — +oo, e quindi II si comporta come f;oo e dz,
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COMMENTI

e Prima parte, esercizio 1. Si tratta di un esercizio piuttosto standard, ma la maggior parte dei
presenti lo ha svolto male (per la precisione, quasi tutti hanno dato solo le soluzioni in una
meta dell’intervallo prescritto).

e Prima parte, esercizio 3. Molti dei presenti hanno trovato una coppia di numeri a,b per cui f
¢ continua, ma non tutte le coppie.

e Seconda parte, esercizio 1. Anche questo esercizio € molto standard, e tuttavia la maggior parte
dei presenti lo ha risolto male o solo in parzialmente. In particolare molti hanno impostato
in modo scorretto la ricerca della soluzione particolare, mentre altri hanno scritto in modo
incompleto la soluzione dell’equazione omogenea nel caso a < 3.



