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Introduzione. Lo scopo del corso è di dare una panoramica di alcuni dei risultati e problemi
fondamentali della moderna teoria del calcolo delle variazioni, arrivando a includere, anche se solo
marginalmente, argomenti che sono stati oggetto di ricerca in tempi relativamente recenti.

Programma del corso [versione: 6 giugno 2016].

1. Richiamo dei concetti di base del calcolo delle variazioni: variazione prima di un funzionale
ed equazione di Eulero-Lagrange. Condizioni al bordo di Dirichlet, di Neumann, e di Ro-
bin; esempi di problemi con ostacolo, di problemi vincolati e di problemi con discontinuità
libera. Variazione interna e forma di Du Bois-Reymond dell’equazione di Eulero-Lagrange.
Equazione delle geodetiche per superfici in RN .

2. Il metodo diretto del calcolo delle variazioni: esistenza per semicontinuità e compattezza.
Condizioni di coercività per funzionali definiti su spazi di Sobolev del primo ordine (W 1,p)
con e senza condizioni al bordo. Teoremi di semicontinuità rispetto alla topologia debole degli
spazi di Sobolev, e risultati di esistenza dei minimi per funzionali integrali in forma canonica
nel caso scalare, vale a dire F (u) :=

∫
Ω
f(x, u,∇u) dx con u : Ω → R. La convessità come

condizione necessaria e in alcuni casi sufficiente. Seconda dimostrazione della semicontinuità
per funzionali con integranda f(x,∇u) convessa nella seconda variabile: riduzione per blow-
up al caso di una funzione affine.

3. Teoremi di semicontinuità ed esistenza dei minimi per funzionali integrali con integranda
f(x,∇u), con u : Ω → RM (caso vettoriale). Quasiconvessità, policonvessità e convessità di
rango uno; relazioni tra queste nozioni e la semicontinuità debole su spazi di Sobolev.

4. Rilassamento di un funzionale: definizione e motivazioni. Casi significativi: rilassamento di
un funzionale non semicontinuo, rilassamento di un funzionale definito solo su un sottoinsie-
me di funzioni regolari. Esempi di problemi mal posti; p-capacità di un insieme K in Rn

e rilassamento del funzionale di Dirichlet con u assegnata su K. Esempi di fenomeno di
Lavrentiev in dimensione 1 e superiore. Rilassamento di funzionali con integranda f(x,∇u)
ed u scalare.

5. Calcolo della variazione prima in forma debole per funzionali definiti su spazi di Sobolev.
Dimostrazione che i minimi soddisfano l’equazione di Eulero-Lagrange in forma debole, al-
meno in alcuni semplici casi. Dimostrazione della regolarità W 2,2 (e W 2,p) per minimi di
funzionali con integranda |∇u|2 + g(x, u), u scalare. Breve discussione dei funzionali più
generali, sempre nel caso scalare.

6. Superfici di area minima: variazione prima dell’area ed equazione di Eulero-Lagrange in
forma geometrica. Risultati di esistenza per superfici di dimensione due in forma parame-
trica ottenuti per minimizzazione dell’energia di Dirichlet con opportune condizioni al bordo
(approccio di Douglas e Radó): il punto chiave è l’esistenza di parametrizzazioni conformi
per superfici diffeomorfa al disco (Teorema di Lichtenstein). Dimostrazione del Teorema di
Lichtenstein (a parte la regolarità) e traccia della dimostrazione del teorema di esistenza di
Douglas.

7. Gamma-convergenza: motivazioni, definizione, ed esempi elementari. Proprietà generali
della Gamma-convergenza. Primo esempio di Gamma-convergenza: teorema di Modica-
Mortola sulla convergenza dei funzionali di Ginzburg-Landau scalari (o funzionali di Cahn-
Hilliard-van der Waals). Secondo esempio: omogeneizzazione per funzionali con integranda
f(x/ε,∇u), con dimostrazione dettagliata nel caso uni-dimensionale, e solo accennata nel
caso di dimensione generale.

Prerequisiti. Sono prerequisiti essenziali i contenuti fondamentali dei corsi di Analisi 3, Elementi
di Calcolo delle Variazioni, Istituzioni di Analisi Matematica. In particolare serviranno la teoria
standard degli spazi di Sobolev e le nozioni di base riguardanti la variazione prima di un funzionale,
l’equazione di Eulero-Lagrange, la nozione di derivata debole (o distribuzionale), le topologie deboli
per spazi di Banach, le funzioni armoniche, e la formula dell’area.
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Modalità d’esame. L’esame consiste di due parti: un seminario su un argomento concordato
con il docente, seguito da un orale sugli argomenti fondamentali del corso. Gli appelli verranno
concordati individualmente con ogni studente.


