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Avvertenze. Gli scritti d’esame per il corso di Analisi Matematica I per Ingegneria Gestionale si
compongono di due parti: una prima parte con otto domande o problemi molto semplici a cui si
deve dare solo la risposta, ed una seconda con tre problemi a cui si deve invece dare una soluzione
articolata in dettaglio. Il tempo a disposizione ¢ di un’ora per la prima parte e di due ore per la
seconda. Per la sufficienza sono solitamente richieste almeno cinque risposte corrette nella prima
parte, ed un problema completamente risolto nella seconda.

La prima sezione di questa raccolta contiene i testi di tutti gli scritti, incluse le prove in itinere,
mentre la seconda contiene una breve traccia delle soluzioni.

Programma del corso [versione: 15 dicembre 2013]. Sono riportati in corsivo gli argomenti
non fondamentali.

1. FUNZIONI E GRAFICI

1.1 Richiamo delle nozioni di base di trigonometria.

1.2 Funzioni e grafici di funzioni: dominio di definizione, immagine, funzione inversa; fun-
zioni crescenti e descrescenti. Funzioni elementari: funzioni lineari, potenze, esponenzia-
li, logaritmi, funzioni trigonometriche (seno, coseno, tangente) e funzioni trigonometriche
inverse.

1.3 Operazioni sui grafici di funzioni. Interpretazione di equazioni e disequazioni in termini di
grafici di funzioni.

2. LIMITI DI FUNZIONI E CONTINUITA

2.1 Limiti di funzioni e funzioni continue.
2.2 Proprieta elementari dei limiti. Forme indeterminate.

3. DERIVATE

3.1 Derivata di una funzione: definizione e significato geometrico. Interpretazioni fisiche:
velocita e accelerazione.

3.2 Derivate delle funzioni elementari e regole per il calcolo delle derivate.

3.3 Segno della derivata e monotonia. Segno della derivata seconda e convessita. Individuazione
dei punti di massimo e di minimo di una funzione. Uso delle derivate per disegnare il grafico
di una funzione.

3.4 Teoremi di de ’'Hopital. Confronto tra i comportamenti asintotici di esponenziali, potenze
e logaritmi all’infinito e in zero.

3.5 Funzioni asintoticamente equivalenti (vicino ad un punto assegnato). Trascurabilita di una
funzione rispetto ad un altra. Notazione di Landau (“o piccolo” e “o grande”). Parte
principale di una funzione (all’infinito e in zero).

3.6 Sviluppo di Taylor (in zero) di una funzione. Formula del binomio di Newton. Uso degli
sviluppi di Taylor per il calcolo dei limiti e delle parti principali. Il numero e. Giustificazione
della formula €' = cosx + isinx tramite gli sviluppi di Taylor.

4. ALCUNI RISULTATI ASTRATTI

4.1 Numeri interi, razionali e reali. Completezza dei numeri reali.

4.2 Successioni e limiti di successioni. Collegamento con i imiti di funzioni.

4.3 FEsistenza del minimo e del massimo di una funzione continua su un intervallo chiuso
(teorema di Weierstrass). Teorema di esistenza degli zeri.

4.4 Teoremi di Lagrange e di Cauchy. Dimostrazione della formula di Taylor con resto di
Lagrange.

4.5 Prime nozioni di calcolo combinatorico. Disposizioni con e senza ripetizioni, combinazioni,
permutazioni.

5. INTEGRALI

5.1 Definizione dell’integrale definito di una funzione in termini di area del sottografico.
Approssimazione dell’integrale tramite somme finite. Un’interpretazione fisica dell’integrale.

5.2 Primitiva di una funzione e prima versione del teorema fondamentale del calcolo integrale.

5.3 Primitive delle funzioni elementari e regole per il calcolo delle primitive (integrali indefiniti)
e degli integrali definiti.



5.4 Calcolo delle aree delle figure piane. Calcolo dei volumi delle figure solide, e dei solidi di
rotazione in particolare.

. INTEGRALI IMRPROPRI E SERIE NUMERICHE

6.1 Integrali impropri semplici. Criterio del confronto e del confronto asintotico (per funzioni
positive); criterio della convergenza assoluta (per funzioni a segno variabile).

6.2 Integrali impropri non semplici.

6.3 Serie. Criteri di convergenza per le serie a termini positivi: criterio dell’integrale, del con-
fronto, e del confronto asintotico. Esempi fondamentali: la serie geometrica (3 a™) e la
serie armonica generalizzata (D> 1/n®). Criterio della convergenza assoluta per serie a segno
variabile.

. EQUAZIONI DIFFERENZIALI

7.1 Esempi di equazioni differenziali tratti dalla meccanica. Significato dei dati iniziali.

7.2 Equazioni lineari del primo ordine.

7.3 Equazioni a variabili separabili.

7.4 Equazioni lineari del secondo ordine a coefficienti costanti, omogenee e non omogenee.
Calcolo della soluzione particolare per certe classi di termini noti.
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PRIMA PARTE, GRUPPO 1.

1. Determinare 'insieme di definizione della funzione . =
— 2 —

4171
2. Calcolare le derivate delle seguenti funzioni: a) °logz; b) e L c) STt

3. Calcolare i seguenti limiti: a) lim e’ b) 1im+\/§10g(2x); c) lirf} 2z sin(1/x).
T——00 z—0 T——+00

4. Trovare la parte principale per  — 0 di f(z) := 23 + log(1 — z3).

5. Determinare il numero delle possibili sigle formate da tre lettere diverse dell’alfabeto italiano
(di 21 lettere), seguite da un numero compreso tra 1 e 40.

6. Trovare ¢ € [—m, 7] per cui vale I'identita sin(z — 7) = cos(x + ¢).

7. Sia f la funzione il cui grafico ¢ dato nella figura accanto.
Risolvere (graficamente) la disequazione f(z) > 5.

8. Disegnare 'insieme dei punti (z,y) talichee™ -1 <y <1—e 7.

PRIMA PARTE, GRUPPO 2.

1
1. Determinare l'insieme di definizione della funzione 2:17 =
2 —
. . .. 3 z2—-1 91_1
2. Calcolare le derivate delle seguenti funzioni: a) z°logx; b) e ; ©) 32
logz x4 2P

c) 1

3. Calcolare i seguenti limiti: a) lim e b) lim lim Tog(227)"

z—+00 z—0+ 22 + 1’

4

4. Trovare la parte principale per x — 0 di f(z) := 2* — sin(a2%).

5. Determinare il numero delle possibili sigle formate da due lettere diverse dell’alfabeto italiano
(di 21 lettere), seguite da un numero compreso tra 1 e 30.

Y

6. Trovare ¢ € [—m, 7] per cui vale I'identita cos(z — 7) = sin(x + ¢).

7. Sia f la funzione il cui grafico &€ dato nella figura accanto.

. - . 21
Risolvere (graficamente) la disequazione f(x) > 2% — 3.

8. Disegnare l'insieme dei punti (z,y) tali che e™® — 1 < y < 0.

PRIMA PARTE, GRUPPO 3.

1
~1+v1-2%

1. Determinare 'insieme di definizione della funzione

2w+2

2. Calcolare le derivate delle seguenti funzioni: a) 2% log; b) ez3+2; c) yESE

3. Calcolare i seguenti limiti: a) lim (2 4+ 2?%); b) lim+(gc_1 +logz); c) liril x?sin(1/z).
T——00 x—0 r—+00

4. Trovare la parte principale per x — 0 di f(z) := z* + log(1 — z%).
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5. Determinare il numero delle possibili sigle formate da tre lettere diverse dell’alfabeto italiano
(di 21 lettere), seguite da un numero compreso tra 1 e 30.

6. Trovare ¢ € [—m, 7] per cui vale l'identita sin(z + 7) = cos(x — ¢).

7. Sia f la funzione il cui grafico ¢ dato nella figura accanto.

Risolvere (graficamente) la disequazione f(z) > —1.

8. Disegnare Iinsieme dei punti (z,y) taliche e™ —1 <y <e* —1.

PRIMA PARTE, GRUPPO 4.

_Vr—4
14+v1—22

1. Determinare 'insieme di definizione della funzione

3x+2
2. Calcolare le derivate delle seguenti funzioni: a) 2~ logz; b) e 2, c) 9ot
3. .2 1 ot +a?
3. Calcolare i seguenti limiti: a) LgToo(x +1z°); b) ngloo(x_ +logz); c) ili% log(322)"

3

4. Trovare la parte principale per x — 0 di f(z) := 2% — sin(23).

5. Determinare il numero delle possibili sigle formate da due lettere diverse dell’alfabeto italiano
(di 21 lettere), seguite da un numero compreso tra 1 e 40.

6. Trovare ¢ € [—m, 7] per cui vale l'identita cos(x + 7) = sin(x — ¢).

7. Sia f la funzione il cui grafico ¢ dato nella figura accanto.
Risolvere (graficamente) la disequazione f(z) > e~ 7.

8. Disegnare l'insieme dei punti (z,y) taliche e™® —1 >y > e* — 1.

PRIMA PARTE, GRUPPO 5.

1. Determinare l'insieme degli z € (0,7) tali che tan(xz/2) > 1.

1 4
2. Calcolare le derivate delle seguenti funzioni: a) sin(1 4 22?); b) z%e™%; c) log [(x;)} .
3 |
3. Calcolare i seguenti limiti: a) lim arctan(e®); b) lim 2°2%; c¢) lim
T—+00 xr——+00 x—0 x

4. Trovare i punti di massimo e di minimo assoluto della funzione f(r) := 23 — 12z + 20 relativa-
mente all’intervallo —3 < z < 0.

5. Determinare il numero delle possibili sigle di 8 lettere che si possono scrivere usando 3 volte la
lettera A e 5 volte la B.

6. Riordinare le funzioni che seguono in modo da ottenere un’affermazione corretta:

2

—logr < 2* <3< x> +272 peraz— 0T, y

7. Sia f la funzione il cui grafico & dato nella figura accanto.
Disegnare I'insieme dei punti (x,y) tali che f(z) <y < f(z +1).

8. Disegnare il grafico di | sin z| e risolvere (graficamente) la disequa-
zione | sin x| > 2.
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PRIMA PARTE, GRUPPO 6.

1.

Determinare I'insieme degli « € (0, ) tali che sin(2z) < 1/2.

)

Calcolare le derivate delle seguenti funzioni: a) cos(1 — 22%); b) z%e™; c) log { 1
x

1-+v1
Calcolare i seguenti limiti: a) lim cos(e®); b) lim x22%; c) 111%7“.
T——00 T——00 r— xT

Trovare i punti di massimo e di minimo assoluto della funzione f(z) := x® — 12z — 20 relativa-
mente all’intervallo 0 < x < 3.

Determinare il numero delle possibili sigle di 7 lettere che si possono scrivere usando 3 volte la
lettera A e 4 volte la B.

Riordinare le funzioni che seguono in modo da ottenere un’affermazione corretta:

$4 T

2 3
<log(r+1) < — < z° per x — +o0. y

2 +1 3=

Sia f la funzione il cui grafico & dato nella figura accanto.
Disegnare l'insieme dei punti (x,y) tali che y < |f(x)|.

Disegnare il grafico di |cosz| e risolvere (graficamente) la dise-
quazione |cosz| > .

PRIMA PARTE, GRUPPO 7.

1.

Determinare U'insieme degli x € (0, 7) tali che cos(2z) < 1/2.

Calcolare le derivate delle seguenti funzioni: a) cos(1 — x3); b) z2e?*; c) log [

=)

x4

. 1
Calcolare i seguenti limiti: a) lim cos(m + e®); b) liril %; c) hrf xsin(1/z).
T——00 T— 400 €T x— 400

Trovare i punti di massimo e di minimo assoluto della funzione f(x) := 2% — 12z + 10 relativa-
mente all’intervallo —3 < z < 1.

Determinare il numero delle possibili sigle di 7 lettere che si possono scrivere usando 2 volte la
lettera A e 5 volte la B.

Riordinare le funzioni che seguono in modo da ottenere un’affermazione corretta:

+x

1 3 +
—logzr < Lz’ K2 perx—07. y

2

Sia f la funzione il cui grafico ¢ dato nella figura accanto.
Disegnare l'insieme dei punti (z,y) tali che 1 f(z) <y < f(x).

Disegnare il grafico di |arctanz| e risolvere (graficamente) la
disequazione | arctanz| > 2 — z.

PRIMA PARTE, GRUPPO 8.

1.

Determinare I'insieme degli « € (0, 27) tali che sin(z/2) < 1/2.
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2. Calcolare le derivate delle seguenti funzioni: a) sin(1 4+ z%); b) z3¢**; ¢) log [

=)

23
241 log(1 — z*
3. Calcolare i seguenti limiti: a) lirf arctan(l — e*); b) lirf z 21_ i C) lir% Lgx).
T—+00 T—+00 T— €T

4. Trovare i punti di massimo e di minimo assoluto della funzione f(z) := 23 — 12z — 10 relativa-
mente all’intervallo 0 < z < 4.

5. Determinare il numero delle possibili sigle di 8 lettere che si possono scrivere usando 4 volte la
lettera A e 4 volte la B.

6. Riordinare le funzioni che seguono in modo da ottenere un’affermazione corretta:
x 2

3
log(z+1) < —= <

5% z5+1<<x2 per x — 400. y

7. Sia f la funzione il cui grafico ¢ dato nella figura accanto.
Disegnare l'insieme dei punti (x,y) tali che f(z — 1) <y < f(x).

8. Disegnare il grafico di |e* — 1| e risolvere (graficamente) la
disequazione |e* — 1] < 2 —z.

SECONDA PARTE, GRUPPO 1.

4

1. a) Dire se la disequazione z* — % > 2log x vale per ogni « > 0 oppure no.

b) Dire per quali a € R la disequazione 2* + a > 2log = vale per ogni = > 0.

2. Si consideri la funzione
1 — cos(2z)
f(x) T exp(xQ)

a) Trovare la parte principale per x — 0% di f(z).
b) Per ogni a € R trovare la parte principale per z — 07 di f(x) + ax.

3. Data la funzione
flx) =23z —2),
per ogni a > 0 indichiamo con R, la retta tangente al grafico di f nel punto di ascissa a, e con
g(a) Pascissa del punto di intersezione di R, con dell’asse delle x (quando esiste).

a) Calcolare g(a) per ogni a > 0.

b) Determinare I'insieme di tutti g(a) con a > 0.

SECONDA PARTE, GRUPPO 2.

6

1. a) Dire se la disequazione z° — % > 3logx vale per ogni x > 0 oppure no.

b) Dire per quali a € R la disequazione 2% + a > 3log x vale per ogni z > 0.

2. Si consideri la funzione
1 — cos(2z)
fla) = —7—.
cosx
a) Trovare la parte principale per x — 0% di f(z).
b) Per ogni a € R trovare la parte principale per z — 07 di f(x) + az.

3. Data la funzione
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per ogni a > 0 indichiamo con R, la retta tangente al grafico di f nel punto di ascissa a, e con
g(a) Vascissa del punto di intersezione di R, con dell’asse delle z (quando esiste).

a) Calcolare g(a) per ogni a > 0.

b) Determinare 'insieme di tutti g(a) con a > 0.

SECONDA PARTE, GRUPPO 3.

2

1. a) Dire se la disequazione x* — % > 4log x vale per ogni x > 0 oppure no.

b) Dire per quali a € R la disequazione x? + a > 4log x vale per ogni = > 0.

2. Si consideri la funzione
&/sin(3x)
T =)
a) Trovare la parte principale per x — 07 di f(z).
b) Per ogni a € R trovare la parte principale per x — 0% di f(z) + ax.

3. Data la funzione
fla) == a"(z -9),
per ogni a > 0 indichiamo con R, la retta tangente al grafico di f nel punto di ascissa a, e con
g(a) Vascissa del punto di intersezione di R, con dell’asse delle x (quando esiste).

a) Calcolare g(a) per ogni a > 0.

b) Determinare I'insieme di tutti g(a) con a > 0.

SECONDA PARTE, GRUPPO 4.

3

1. a) Dire se la disequazione z* — % > 6log x vale per ogni x > 0 oppure no.

b) Dire per quali a € R la disequazione x 4+ a > 6log x vale per ogni z > 0.

2. Si consideri la funzione
/sin(3x
flx):= Vsin(3z) .
CcoS T

a) Trovare la parte principale per x — 07 di f(z).
b) Per ogni a € R trovare la parte principale per z — 07 di f(z) + az.

3. Data la funzione
f(z) :=23(z —6),
per ogni a > 0 indichiamo con R, la retta tangente al grafico di f nel punto di ascissa a, e con
g(a) Vascissa del punto di intersezione di R, con dell’asse delle z (quando esiste).

a) Calcolare g(a) per ogni a > 0.

b) Determinare I'insieme di tutti g(a) con a > 0.
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PRIMA PARTE, GRUPPO 1.

47 +1 in(2x))*
1. Calcolare i seguenti limiti: a) lim R b) lim (sin(2z)) ; ¢) lim cos(e

r—2
=400 3% — 17 7 250 log(1 + 224) z——00 )

2. Scrivere lo sviluppo di Taylor all’ordine 4 di log(1 — 222).

1/3

3. Calcolare il seguente integrale: V1 — 3z da.
0
> 1+n3
4. Dire per quali a > 0 la serie a termini positivi —————— risulta essere finita.
perq P Vzl—na+3n2a

n=1
—+o00
5. Dire per quali a € R 'integrale improprio / 2% e =% dx risulta essere finito.
1

6. Cercare una soluzione particolare dell’equazione differenziale & 4 = = ef + 2.
7. Trovare la soluzione di & = (1 + z%)e’ che soddisfa z(0) = 1.

8. Disegnare il grafico di y = log |z — 1].

PRIMA PARTE, GRUPPO 2.

1. Calcolare i seguenti limiti: a) HIJP log
r—r 100

1 .3 -1 . (log(1 + 2x))*
= ) b) lLim == ¢) lim S8
(x2 1)’ ) Am ey 9l sin(2z%)

2. Scrivere lo sviluppo di Taylor all’ordine 4 di 1 — cos(2x).

1/4
3. Calcolare il seguente integrale: V1 —4xdz.
0
> 1+nd
4. Dire per quali a > 0 la serie a termini positivi —————— risulta essere finita.
perd P nz::l 2 — no + 2p3a

+oo
5. Dire per quali a € R l'integrale improprio / 2% log z dx risulta essere finito.
1

6. Cercare una soluzione particolare dell’equazione differenziale & + 2z = et + 2.
7. Trovare la soluzione di & = (1 + 2?)sint che soddisfa z(0) = 1.

8. Disegnare il grafico di y = |log(z — 1)|.

SECONDA PARTE, GRUPPO 1.

1. Dato a > 0, si consideri ’equazione differenziale
T —2at + 4 =4t *)
a) Trovare la soluzione generale della (*) per a = 2.

b) Trovare la soluzione generale della (*) per a qualunque.

c) Dire per quali valori di a esiste una soluzione x(t) della (*) tale che z(t) > e*' per t — +oo.

T
1
- dx risulta essere finito.

2. Dire per quali @ > 0 l'integrale improprio / —_—
(1+ cosx)

—T
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3. a) Disegnare l'insieme E dei punti (z,y) tali che 922 + 32 < 9.
b) Calcolare il volume del solido A ottenuto facendo ruotare E attorno all’asse delle x.

¢) Calcolare il volume del solido B ottenuto facendo ruotare E attorno all’asse delle y.

SECONDA PARTE, GRUPPO 2.

1. Dato a > 0, si consideri ’equazione differenziale
i — 2ad + 9z = Ot (*)
a) Trovare la soluzione generale della (*) per a = 3.
b) Trovare la soluzione generale della (*) per a qualunque.

¢) Dire per quali valori di a esiste una soluzione x(t) della (*) tale che z(t) > €% per t — +o0.
2. Uguale al gruppo 1.

3. a) Disegnare l'insieme E dei punti (z,y) tali che 422 + 32 < 4.
b) Calcolare il volume del solido A ottenuto facendo ruotare E attorno all’asse delle x.

c¢) Calcolare il volume del solido B ottenuto facendo ruotare E attorno all’asse delle y.
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PRIMA PARTE, GRUPPO 1.
1. Determinare I'insieme di definizione della funzione arcsin(1 — 2?2).
2. Calcolare le derivate delle seguenti funzioni: a) /2 + 22; b) tan(z?); c¢) log ((z +1)**).
3. Trovare la parte principale per z — 0 di e*” — cos(2z?%).
4. Determinare il numero N delle possibili sigle formate da una cifra (compreso tra 1 e 9) seguita
da tre lettere diverse dell’alfabeto italiano (di 21 lettere).
5. Calcolare il seguente integrale indefinito: / e3sm L cog g da.
6. Trovare la soluzione dell’equazione differenziale & + 3tz = 0 che soddisfa z(0) = 2.
- 1
7. Dire per quali a > 0 la serie Z (n2 —n)log (1 + —) converge ad un valore finito.
na
n=1
. o . . . 1
8. Disegnare l'insieme A dei punti (z,y) tali che —arctanz <y < W
T —
PRIMA PARTE, GRUPPO 2.
1. Determinare I'insieme di definizione della funzione arcsin(z? — 3).
2. Calcolare le derivate delle seguenti funzioni: a) v/1 —22; b) tan(z®); c) log ((z + 1)*).
3. Trovare la parte principale per z — 0 di e=%" — cos(2z?).
4. Determinare il numero N delle possibili sigle formate da una cifra (compreso tra 1 e 9) seguita
da due lettere dell’alfabeto italiano (di 21 lettere).
in(1 —21
5. Calcolare il seguente integrale indefinito: / de
x
6. Trovare la soluzione dell’equazione differenziale & + 2/t = 0 che soddisfa z(1) = 2.
= 1
7. Dire per quali a > 0 la serie Z (n* +1)log (1 — 7) converge ad un valore finito.
n
n=1
. o . . . 1
8. Disegnare l'insieme A dei punti (z,y) tali che W <y < arctan(x — 1).
T —
PRIMA PARTE, GRUPPO 3.
1. Determinare I'insieme di definizione della funzione arccos(2z? — 3).
2. Calcolare le derivate delle seguenti funzioni: a) v/222 — 1; b) tan(e®); c¢) log ((z — 1)**).
3. Trovare la parte principale per x — 0 di log(1 + 22?) — 2sin(z?).
4. Determinare il numero N delle possibili sigle formate da una cifra (compreso tra 1 e 9) seguita

da tre lettere dell’alfabeto italiano (di 21 lettere).
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1—3cosz

5. Calcolare il seguente integrale indefinito: / e sinz dx.

6. Trovare la soluzione dell’equazione differenziale & + 3tz = 0 che soddisfa z(1) = 1.

- 1
7. Dire per quali a > 0 la serie Z (n —n?)log (1 - 7) converge ad un valore finito.
n

n=1

8. Disegnare l'insieme A dei punti (z,y) tali che 3 <y < arctanz.

1
(@ 1)

PRIMA PARTE, GRUPPO 4.

1. Determinare I'insieme di definizione della funzione arccos (302 — i)

2. Calcolare le derivate delle seguenti funzioni: a) /1 +22; b) tan(logz); c) log ((z — 1)**).
3. Trovare la parte principale per x — 0 di 4sin(2?) — log(1 + 42?).

4. Determinare il numero N delle possibili sigle formate da una cifra (compreso tra 1 e 9) seguita
da due lettere diverse dell’alfabeto italiano (di 21 lettere).

cos(2logx + 2)
x

5. Calcolare il seguente integrale indefinito: / dx.

6. Trovare la soluzione dell’equazione differenziale & + 3z/t = 0 che soddisfa z(1) = 3.

o0
1
7. Dire per quali a > 0 la serie E (1 —n%)log (1 + —2) converge ad un valore finito.
n
n=1
1

8. Disegnare l'insieme A dei punti (z,y) tali che —arctan(z — 1) <y < TR
T

SECONDA PARTE, GRUPPO 1.

1. Dato a > 0 consideriamo l’equazione
3 =a(z? —4). (*)
a) Determinare il numero di soluzioni dell’equazione (*) per a = 5.
b) Determinare il numero di soluzioni dell’equazione (*) per ogni a > 0.

c¢) Per ogni a > 0 indichiamo con z(a) la pit grande delle soluzioni di (*). Determinare il limite
e quindi la parte principale di x(a) per a — +oo.

2. Dato a € R, sia z(t) la soluzione dell’equazione differenziale
t=x(r—2)
che soddisfa la condizione iniziale z(0) = a.
a) Calcolare x(t) per a = 1 e disegnarne il grafico.

b) Dire per quali @ € R l'insieme di definizione della soluzione x(t) ¢ tutto R.

3. Dato a > 0, consideriamo le funzioni

CLSL’2

f(z) = Sy © g(x) :=sin(2/x),
e indichiamo con A Uinsieme dei punti (z,y) tali che x > 1 e f(x) <y < g(z).

a) Trovare la parti principali di f(z), g(z) e g(x) — f(x) per x — +oo.
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b) Dire per quali a I'insieme A ¢ limitato.

c) Dire per quali a U'insieme A ha area finita.

SECONDA PARTE, GRUPPO 2.

1. Dato a > 0 consideriamo ’equazione
22% = a(4 — 2?). (*
a) Determinare il numero di soluzioni dell’equazione (*) per a = 11.
b) Determinare il numero di soluzioni dell’equazione (*) per ogni a > 0.

c¢) Per ogni a > 0 indichiamo con z(a) la pilt piccola delle soluzioni di (*). Determinare il limite
e quindi la parte principale di x(a) per a — +oo.

2. Dato a € R, sia z(t) la soluzione dell’equazione differenziale
i =uz(x+4)
che soddisfa la condizione iniziale z(0) = a.
a) Calcolare z(t) per a = —2 e disegnarne il grafico.

b) Dire per quali a € R 'insieme di definizione della soluzione z(t) & tutto R.

3. Dato a > 0, consideriamo le funzioni

f(z) = xSLL e g(z) :=sin(1/2?),

e indichiamo con A Uinsieme dei punti (z,y) tali che x > 1 e f(x) <y < g(z).
a) Trovare la parti principali di f(z), g(x) e g(z) — f(z) per z — +oo.
b) Dire per quali a I'insieme A & limitato.

c¢) Dire per quali a 'insieme A ha area finita.
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PRIMA PARTE, GRUPPO 1.

1.

Risolvere la disequazione tan(2z) > —1 per 0 < z < /2.

= 1)2z
Calcolare le derivate delle seguenti funzioni: a) ﬁ; ) %
x
1 — cos(22?)

Determinare la parte principale per £ — 0 di ———F——%~.
x? sin(x + x3)

. Mettere le funzioni che seguono nel giusto ordine per rispetto alla relazione < per x che tende

a +o0o (per esempio b € d < ¢ < a):
x° 1 rt
;o b) 377 42 s d) .
2) 1+2’ ) +a% o) cosb(1/x)’ ) 3+logx

+oo 5
Calcolare/ x e ™% dx.
0

Trovare la soluzione dell’equazione differenziale & + = = 3¢ che soddisfa z(0) = 1.

too 2a
n
Dire per quali a > 0 la serie ———— converge a un numero finito.
per q ; g converg
. . . 1
Disegnare il grafico della funzione y =1 — ———.
(z—1)*

PRIMA PARTE, GRUPPO 2.

1.

8.

Risolvere la disequazione tan(2z) < v/3 per 0 < z < 7/2.

. ) .. x «f (x —1)3
Calcolare le derivate delle seguenti funzioni: a) m; b) ==
-z
1 — cos(2x?)

Determinare la parte principale per x — 0 di ————~.
a3 sin(x — x3)

Mettere le funzioni che seguono nel giusto ordine per rispetto alla relazione < per x che tende
a 400 (per esempio b < d <€ ¢ < a):
6
T 1 1
a) ——; b)) ——; ¢) ———; d)ztlogz.
) 1+ a2 ) 3% + b ) sin®(1/x) ) &

Calcolare /xel_%z dx.

Trovare la soluzione dell’equazione differenziale & + xz = 3¢ che soddisfa z(0) = 2.

—+o0 .
. . . 2" +sinn .
Dire per quali a > 0 la serie E ————— converge a un numero finito.
- n®+mn
. . . 1
Disegnare il grafico della funzione y = ’1 ~ )

PRIMA PARTE, GRUPPO 3.

1.

Risolvere la disequazione tan(2x) > 1 per 0 < x < 7.
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922z
Calcolare le derivate delle seguenti funzioni: a) ﬁ; b) Gro—=

2
_ 6—296

Determinare la parte principale per x - 0 di ———.
x4 sin(x + x3)

. Mettere le funzioni che seguono nel giusto ordine per rispetto alla relazione < per x che tende

a 400 (per esempio b € d € ¢ K a):

5 3
a)

x
2+logz

x 1
- . b) —— R 2. d
1422’ ) cost(1/z)’ ) s )

+oo 5
Calcolare/ x> % dx.
0

Trovare la soluzione dell’equazione differenziale & + x = 2¢ che soddisfa z(0) = 3.

n? +logn

T2 converge a un numero finito.
n®+n

—+o0

Dire per quali a > 0 la serie Z
=1

1

Disegnare il grafico della funzione y = W.
7l —

PRIMA PARTE, GRUPPO 4.

1.

Risolvere la disequazione tan(2x) > —1 per —7/2 < z < 0.

- 1)2z
. Calcolare le derivate delle seguenti funzioni: a) ﬁ; b) (“T;rf)
€T x
1 — cos(222)

Determinare la parte principale per x — 0 di ——~.
x4 sin(x — x3)

Mettere le funzioni che seguono nel giusto ordine per rispetto alla relazione < per x che tende
a 400 (per esempio b < d < ¢ < a):
5 4

x
37 +a% d) ———.
c) +a2% d) 3+logzx

1 T
2) cosb(1/x)’ b) 1+’

Calcolare /xe3_2”’2 dx.

Trovare la soluzione dell’equazione differenziale & + x = 2¢ che soddisfa z(0) = 1.

+oo 3a
n
Dire per quali a > 0 la serie ———— converge a un numero finito.
perd Z::l n3 4 3" 8
. . . 1
Disegnare il grafico della funzione y =1 — —.
(x—1)3

PRIMA PARTE, GRUPPO 5.

1.

2.

Risolvere la disequazione tan(2x) < v/3 con —7/2 < z < 0.

x o (x —1)3

Calcolare le derivate delle seguenti funzioni: a) m; b) =
—x x
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_ 6—23:2
3. Determinare la parte principale per x = 0 di ———F=.
23 sin(z + x3)
4. Mettere le funzioni che seguono nel giusto ordine per rispetto alla relazione < per x che tende
a +o0o (per esempio b € d € ¢ K a):
1 20 1
a ;b :¢) ——:  d) z*loga.
) sin®(1/x) ) 14 2?2 ) 3% 4 a5 ) &
+o0 5
5. Calcolare / et~ dr.
0
6. Trovare la soluzione dell’equazione differenziale & — x = t che soddisfa z(0) = 2.
+oo .
3" +s
7. Dire per quali a > 0 la serie Z Lmsn converge a un numero finito.
ot n®+n
. . . 1
8. Disegnare il grafico della funzione y = ‘1 — —4‘.
x

PRIMA PARTE, GRUPPO 6.

1.

Risolvere la disequazione tan(2z) > 1 per —w < z < 0.

T 221’

Calcolare le derivate delle seguenti funzioni: a) ———; i
(14 22)4

2" 1

Determinare la parte principale per z — 0 di ——— .

xsin(z — 23)

Mettere le funzioni che seguono nel giusto ordine per rispetto alla relazione < per x che tende

a +o0o (per esempio b € d < ¢ < a):

x° 1 x

S T |
1+ 22’ 2 cost(1/z)’ ) 2+ logx

3
a) 37" +a2% b)

Calcolare /xe4*x2 dzx.

Trovare la soluzione dell’equazione differenziale # — x = ¢ che soddisfa z(0) = 3.

n3 +logn

T3 converge a un numero finito.
n®+n

+oo

Dire per quali a > 0 la serie Z
n=1

1

Disegnare il grafico della funzione y = W
7l —

SECONDA PARTE, GRUPPO 1.

1.

a) Dire se la disequazione 212 + 3z — 2 > log z & soddisfatta per ogni x > 0 oppure no.

b) Dire per quali ¢ € R la disequazione 2x? + 3x — ¢ > log x & soddisfatta per ogni x > 0.

Dato a > 0 consideriamo la funzione f(z) := 1 — (cos(1/z))".

a) Calcolare al variare di ¢ il limite di f(z) per x — +o0.

+oo
b) Dire per quali a U'integrale improprio / f(x) dzx esiste ed & finito.
1
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3. Da un cilindro di raggio di base r e altezza r viene rimosso un pezzo tramite un taglio a “V”,
ottenendo il solido A descritto da due diverse proiezioni assonometriche nella figura sottostante
(quella di destra corrisponde alla proiezione ortogonale lungo la direzione dello spigolo del taglio,
vale a dire 1’asse a nel disegno di sinistra).

=

a) Disegnare le sezioni piane di A ortogonali allo spigolo del taglio, vale a dire all’asse a nel
figura sopra a sinistra, e calcolarne ’area.

b) Calcolare il volume di A.

SECONDA PARTE, GRUPPO 2.

1. a) Dire se la disequazione 322 + z — 2 > log x & soddisfatta per ogni = > 0 oppure no.

b) Dire per quali ¢ € R la disequazione 322 + x — ¢ > log x & soddisfatta per ogni z > 0.

2. Dato a > 0 consideriamo la funzione f(z) :=1— (1 — 1/(2z%))*»*.

a) Calcolare al variare di a il limite di f(z) per x — +oc.

—+oo
b) Dire per quali a I'integrale improprio / f(x) dzx esiste ed & finito.
1

3. Uguale al gruppo 1.

SECONDA PARTE, GRUPPO 3.

1. a) Dire se la disequazione 222 — 3x + 1 > logx & soddisfatta per ogni z > 0 oppure no.

b) Dire per quali ¢ € R la disequazione 222 — 3z + ¢ > log z & soddisfatta per ogni z > 0.

.’I:2

2. Dato a > 0 consideriamo la funzione f(x):=1— (cos(2/z%))

a) Calcolare al variare di ¢ il limite di f(x) per x — +o0.

—+oo
b) Dire per quali a I'integrale improprio / f(x) dzx esiste ed & finito.
1

3. Uguale al gruppo 1.

SECONDA PARTE, GRUPPO 4.

1. a) Dire se la disequazione 322 — z — 1 > logz & soddisfatta per ogni 2 > 0 oppure no.

b) Dire per quali ¢ € R la disequazione 322 — x — ¢ > log x & soddisfatta per ogni z > 0.

2. Dato a > 0 consideriamo la funzione f(z) := 1 — (1 — 1/2®)*"ne,

a) Calcolare al variare di ¢ il limite di f(z) per x — +oc.

+oo
b) Dire per quali a I'integrale improprio / f(z) dx esiste ed & finito.
1

3. Uguale al gruppo 1.
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PRIMA PARTE, GRUPPO 1.

1. Trovare un numero reale a per cui vale l'identita trigonometrica cos(z — ) = sin(z + a).

1
2. Trovare il valore minimo della funzione f(z) := ——— per —1 <z < 3.
2 -4 +5
. €5m _ eQz
3. Calcolare i seguenti limiti: a) lim '°6%; b) lim €% ¢) lim
T—+00 r——+00 z—0 X COSXx

4. L’allenatore di una squadra giovanile di calcio a 5 ha a disposizione 8 giocatori che possono
ricoprire tutti i ruoli incluso quello di portiere. Quante diverse formazioni puo schierare?

4
4
5. Calcolare / —dz.
s G- 2@+2)
+oo 1 + xQCL
6. Dire per quali a > 0 risulta essere finito l'integrale improprio / dx.
2 er

7. Trovare la soluzione dell’equazione differenziale & = v/te3® che soddisfa z(1) = 0.

8. Risolvere graficamente la disequazione e™* > ——.
x

PRIMA PARTE, GRUPPO 2.

1. Trovare un numero reale a per cui vale l'identita trigonometrica cos(z + a) = sin(z — 7).

2. Trovare il valore minimo della funzione f(z) := per —1 <z <1.

z2 —4x+6
log(1 + 42?%) — 222 .
3. Calcolare i seguenti limiti: a) lim og(l + 4a”) — 2 ; b) lim (logz)®; ¢) lim S
z—0 T CoST z——+00 z—=1lx —1

4. L’allenatore di una squadra giovanile di calcio a 5 ha a disposizione 1 portiere e 7 giocatori che
possono ricoprire tutti gli altri i ruoli. Quante diverse formazioni puo schierare?

4
3
5. Calcolare / ——dx.
3 (@—1)(z+2)
2 e sinx
6. Dire per quali a > 0 risulta essere finito l'integrale improprio / 5o dT.
0o T

2x
7. Trovare la soluzione dell’equazione differenziale & = ﬁ che soddisfa x(0) = 0.

1
8. Disegnare I'insieme dei punti (z,y) tali che log(z +1) <y < = 4 1.
x

PRIMA PARTE, GRUPPO 3.

1. Trovare un numero reale a per cui vale l'identita trigonometrica cos(z — 7/2) = sin(z + a).

2. Trovare il valore minimo della funzione f(x) := per -3 <z <1

2 +4x+5

. Ce . — . cosw . sinx
3. Calcolare i seguenti limiti: a) lim z~'°8%; b) lim ;oc) lim ————.
z—0+ z—1logz z—0 e4? — 27
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4. L’allenatore di una squadra giovanile di calcio a 7 ha a disposizione 9 giocatori che possono
ricoprire tutti i ruoli incluso quello di portiere. Quante diverse formazioni puo schierare?

6
4
5. Calcolare / ——dx.
3 (@ —2)(x+2)
3 cos(2x)
6. Dire per quali a > 0 risulta essere finito l'integrale improprio / 5 dz.
o T

2x

Vi

7. Trovare la soluzione dell’equazione differenziale & = che soddisfa z(1) = 0.

. 1
8. Disegnare l'insieme dei punti (z,y) tali che e <y < ——.
T

PRIMA PARTE, GRUPPO 4.

1. Trovare un numero reale a per cui vale 'identita trigonometrica cos(z + a) = sin(z — 7/2).

2. Trovare il valore minimo della funzione f(z) := per —1 <z <1

224+ 4z +6
. s _ 1
3. Calcolare i seguenti limiti: a) 9112% Tog(1 f?;g)c —5 b) $1LI8+ 2108, () il_>ml (2_71)2'

4. L’allenatore di una squadra giovanile di calcio a 7 ha a disposizione 1 portiere e 8 giocatori che
possono ricoprire tutti gli altri i ruoli. Quante diverse formazioni puo schierare?

4
3
5. Calcol —————dz.
selase [y

“+o0 a
¢ -1
6. Dire per quali a > 0 risulta essere finito l'integrale improprio / T T.
0 z
eSz
7. Trovare la soluzione dell’equazione differenziale & = e che soddisfa x(0) = 0.

—_

8. Risolvere graficamente la disequazione log(z + 1) > — + 1.
x

SECONDA PARTE, GRUPPO 1.

1. Dato a > 0 si consideri la funzione
f(z) = 2exp(—az?).

a) Tracciare un disegno approssimativo del grafico di f.

b) Calcolare la distanza dall’origine del punto del grafico di f di ascissa z e trovare il valore di
x per cui questa distanza ¢ minima.

2. Dato a € R si consideri 'equazione differenziale
i+ 2ad + (2a + 8)x = e~ (*)

a) Trovare la soluzione generale della (*) per a = 4.

b) Dire per quali a esiste almeno una soluzione x di (*) che quando ¢ tende a +oo si scrive
come z(t) = ce' + o(e') con ¢ # 0.

¢) Scrivere le soluzioni che soddisfano quanto richiesto al punto precedente.
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+o0 d
3. Per ogni z > 0 sia f(z) := exp(z?) — exp(z!/?). Discutere I'integrale improprio .

0 f(x)

SECONDA PARTE, GRUPPO 2.

1. Dato a > 0 si consideri la funzione
f(z) = —3exp(—az?).

a) Tracciare un disegno approssimativo del grafico di f.

b) Calcolare la distanza dall’origine del punto del grafico di f di ascissa z e trovare il valore di
x per cui questa distanza ¢ minima.

2. Dato a € R si consideri I'equazione differenziale
& +4ai + (4a+ 3)x =73, (*)

a) Trovare la soluzione generale della (*) per a = 3/2.

b) Dire per quali a esiste almeno una soluzione x di (*) che quando ¢ tende a +oo si scrive
come z(t) = cet/? + o(e?/?) con ¢ # 0.

¢) Scrivere le soluzioni che soddisfano quanto richiesto al punto precedente.

oo dx
3. Per ogni z > 0 sia f(z) := exp(z'/?) — exp(x?). Discutere I'integrale improprio —

o flx)

SECONDA PARTE, GRUPPO 3.

1. Dato a > 0 si consideri la funzione

f(z) = —2exp(—az?).
a) Tracciare un disegno approssimativo del grafico di f.

b) Calcolare la distanza dall’origine del punto del grafico di f di ascissa = e trovare il valore di
x per cui questa distanza & minima.

2. Dato a € R si consideri ’equazione differenziale
&+ 2ad + (20 4 8)x = e M. (*)

a) Trovare la soluzione generale della (*) per a = 4.

b) Dire per quali a esiste almeno una soluzione z di (*) che quando ¢ tende a +oo si scrive
come z(t) = ce! + o(e') con ¢ # 0.

¢) Scrivere le soluzioni che soddisfano quanto richiesto al punto precedente.

) T dy
3. Per ogni z > 0 sia f(z) := exp(z'/3) — exp(x?). Discutere I'integrale improprio —

0 f(x)'

SECONDA PARTE, GRUPPO 4.

1. Dato a > 0 si consideri la funzione

f(z) = 3exp(—az?).
a) Tracciare un disegno approssimativo del grafico di f.

b) Calcolare la distanza dall’origine del punto del grafico di f di ascissa x e trovare il valore di
x per cui questa distanza ¢ minima.
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Dato a € R si consideri ’equazione differenziale
&+ 4ai + (4a+ 3)x =73, (*
a) Trovare la soluzione generale della (*) per a = 3/2.
b) Dire per quali a esiste almeno una soluzione x di (*) che quando ¢ tende a +oo si scrive
come x(t) = cet/? + o(e*/?) con ¢ # 0.
¢) Scrivere le soluzioni che soddisfano quanto richiesto al punto precedente.
T dg

Per ogni x > 0 sia f(z) := exp(z?) — exp(z'/?). Discutere 'integrale improprio —

0 f(x)
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PRIMA PARTE, GRUPPO 1.

1.

Trovare un angolo a € [0, 27) per cui vale la seguente identita: sin(x + 7/3) = cos(z — ).

log(1 + 2®) b) Tim 22 log(1 + %)

Calcolare i seguenti limiti: a) lim _—
& ) =0 x3 — sin(z3)

#=too log(2 + 22)
Trovare il punto di massimo della funzione xe™? relativamente all’intervallo 2 < z < 4.
Quante sono i numeri di 4 cifre che iniziano con una cifra dispari?
Calcolare I’area dell’insieme del piano delimitato dai grafici delle funzioni 22 — 1 e  + 1.

+oo
Dire per quali a > 0 la serie Z (\3/ 1+n-2e— 1) converge.

n=1

2t

Trovare la soluzione dell’equazione & = €222 che soddisfa la condizione iniziale z(0) = 1.

Risolvere graficamente la disequazione e™* — 1 < —1/x.

PRIMA PARTE, GRUPPO 2.

1.

Trovare un angolo « € [0,27) per cui vale la seguente identita: sin(z — 7/6) = cos(z — «).

log(1 + 4z*)

1— 4
Calcolare i seguenti limiti: a) lim exp(a’) im ———=.
z—+o0 log(1l + x2?)

z—0 x2log(1 + 2z2)

; b)

T relativamente all’intervallo 2 < x < 4.

Trovare il punto di minimo della funzione xe™
Quante sono i numeri di 3 cifre distinte che iniziano con una cifra dispari?

Calcolare I'area dell'insieme del piano delimitato dai grafici delle funzioni 1 — 222 e 2z — 3

—+oo
Dire per quali a > 0 la serie Z (\2/ 1+n-20 — 1) converge.
n=1

2t

Trovare la soluzione dell’equazione & = e?'z% che soddisfa la condizione iniziale x(0) = —1.

Disegnare 'insieme dei punti (z,y) tali che e™% — 1 >y > 1/22.

PRIMA PARTE, GRUPPO 3.

. Calcolare i seguenti limiti: a) lim

. Trovare un angolo « € [0, 27) per cui vale la seguente identita: sin(x — 7/3) = cos(x — ).

2% log(1 — 22?) R log(2 + ?)
z=0 1 —exp(z?) = 7 s>+ log(l+23)

Trovare il punto di massimo della funzione ze~? relativamente all’intervallo 0 < z < 2.
Quante sono i numeri di 4 cifre distinte che iniziano con una cifra dispari?
Calcolare I’area dell’insieme del piano delimitato dai grafici delle funzioni 2% + 1 e x + 3.

+oo
Dire per quali @ > 0 la serie Z (\3/ 1+mn-3e— 1) converge.

n=1
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7. Trovare la soluzione dell’equazione @ = e~‘z? che soddisfa la condizione iniziale x(0) = 2.

8. Disegnare l'insieme dei punti (z,y) tali che e —1 <y < —1/x.

PRIMA PARTE, GRUPPO 4.

1. Trovare un angolo « € [0, 27) per cui vale la seguente identita: sin(x + 7/6) = cos(x — «).

log(1 + 4z?) . 3 —sin(z?)

b) lim

2. Calcolare i seguenti limiti: a) lim e m

a—+oo log(1+24)’
3. Trovare il punto di minimo della funzione xe~? relativamente all’intervallo 0 < z < 2.
4. Quante sono i numeri di 3 cifre che iniziano con una cifra dispari?
5. Calcolare I’area dell’insieme del piano delimitato dai grafici delle funzioni 3 — 222 e 2z — 1.
+o00
6. Dire per quali a > 0 la serie Z (W — 1) converge.
n=1
7. Trovare la soluzione dell’equazione & = e *z? che soddisfa la condizione iniziale z(0) = —2.

8. Risolvere graficamente la disequazione e =% — 1 > 1/z2.

SECONDA PARTE, GRUPPO 1.

—+oo
1. Discutere al variare di a € R l'integrale improprio / (e” —e)' 2.
1

2. Usando un trapano con una punta di diametro 5 millimetri, faccio un foro perfettamente cen-
trato che passa da parte a parte una sfera piena di diametro 13 millimetri. Calcolare il volume
dell’oggetto cosi ottenuto.

3. Sia f : R — R una funzione crescente, e dato p punto del grafico di f, indichiamo con 7}, il
triangolo delimitato dalle seguenti rette: l'asse delle z, la retta verticale passante per p, e la
retta normale al grafico di f in p (vale a dire la retta passante per p e ortogonale alla retta
tangente).

a) Disegnare T}, e calcolarne I’area (in funzione dell’ascissa di p).

b) Determinare le funzioni f per cui 'area di T}, ¢ la stessa per tutti i punti p del grafico di f.

SECONDA PARTE, GRUPPO 2.

+oo
1. Discutere al variare di a € R 'integrale improprio / (e® — e)1+3“dx.
1

2. Usando un trapano con una punta di diametro 8 millimetri, faccio un foro perfettamente cen-
trato che passa da parte a parte una sfera piena di diametro 17 millimetri. Calcolare il volume
dell’oggetto cosi ottenuto.

3. Uguale al gruppo 1.
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PRIMA PARTE, GRUPPO 1.

1 2
1. Calcolare le derivate delle seguenti funzioni: a) z?e™2; b) log [M]
—x
2. Mettere le funzioni che seguono nel giusto ordine rispetto alla relazione < per x — 400

143 o
. b 33—30. .
2) 1+ 2%’ )@ P ©) logz’

d) 27 4 22

1—22—-4/1 2
3. Trovare la parte principale per z — 0 di VI-a? - Vite .

1+e 2=
+o0 oo
4. Sapendo che / exp(—t?) dt = /T, calcolare / exp (—Q(m - 1)2) dz.

4
1
5. Dire per quali a € R l'integrale /a PR dx € improprio e semplice.
6. Trovare la soluzione dell’equazione differenziale & — x = —1 tale che z(0) = 0.
+oo
2n+1
7. Calcol
alcolare nz:% m

8. Disegnare il grafico di |f(2x)| dove f ¢ la funzione in figura.

PRIMA PARTE, GRUPPO 2.

1— 2
1. Calcolare le derivate delle seguenti funzioni: a) log [(l‘)} . b) z%e737,

(1+x)
2. Mettere le funzioni che seguono nel giusto ordine rispetto alla relazione < per x — 400
) 1423
a .
2422

b) 247", ¢) 3"logw; d) 3% —2®.

cos(z?)

VI—22 —V1+a2

3. Trovare la parte principale per x — 0 di

+oo +oo

4. Sapendo che / exp(—t?) dt = /7, calcolare / exp (—3(z + 1)?) dz.

— o0 — 00
4 1
5. Dire per quali a € R l'integrale / — 5 dx & improprio e semplice.
o T*+22 -3

6. Trovare la soluzione dell’equazione differenziale & + 2 = —1 tale che x(0) = 0.

+o0 3n+1
7. Calcolare Z TR
n=0

8. Disegnare il grafico di %f(x + 1) dove f ¢ la funzione in figura.

PRIMA PARTE, GRUPPO 3.

1 3
1. Calcolare le derivate delle seguenti funzioni: a) z3e~2%; b) log [El—‘_mQ] .
—x
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2. Mettere le funzioni che seguono nel giusto ordine rispetto alla relazione < per £ — 400
1427
a)

m; b) 27%4%; ¢) 3 ®logx; d) 37"

Y1+ 22 — 1+ 22
3. Trovare la parte principale per z — 0 di Vid a2 —V1+zx

143
+oo —+oo
4. Sapendo che / exp(—t?) dt = /7, calcolare / exp (73(1 — 1)2) dz.

4
1
5. Dire per quali a € R l'integrale / — %5 dx ¢ improprio e semplice.
o T=—3x+2

6. Trovare la soluzione dell’equazione differenziale & — xz = 1 tale che x(0) = 0.

+oo 3n
7. Calcolare Z yEESE
n=0

8. Disegnare il grafico di |f(x)| — 1 dove f & la funzione in figura.

PRIMA PARTE, GRUPPO 4.

1— 3
1. Calcolare le derivate delle seguenti funzioni: a) log [(m)} : b) z3e737,

(1+x)?
2. Mettere le funzioni che seguono nel giusto ordine rispetto alla relazione < per x — 400
143"
a)

SFwTl b) 2733%; ¢) 2 %loga; d) 27",

cos(z3)

3. Trovare la parte principale per z — 0 di .
V1+2? = V1+a?

+oo +o00

exp(—t?) dt = /, calcolare / exp (—2(z +1)*) da.

—00

4. Sapendo che /

—o0
4
5. Dire per quali a € R l'integrale / — 5 dz € improprio e semplice.
o T2—2x -3

6. Trovare la soluzione dell’equazione differenziale & + x = 1 tale che x(0) = 0.

400 n

7. Calcolare Z ErEg
n=0

8. Disegnare il grafico di |f(z) — 1] dove f & la funzione in figura.

SECONDA PARTE.

1. Dato a > 0, consideriamo I’equazione differenziale
Z+4+x=1+sin(at). *)
a) Per ogni a > 1 trovare la soluzione di (*) che soddisfa z(0) = ¢(0) = 0.

b) Trovare la soluzione generale della (*) per a = 1.

n + logn

+o0
2. Studiare al variare di @ € R il comportamento della serie E T loa®n
n?log“n

n=2
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3. a) Dire per quali a € R la funzione f(z) = x° — ax® + 9z & crescente, e per tali a tracciarne
approssimativamente il grafico.
b) Per ogni a per cui f & iniettiva determinare le parti principali della funzione inversa f~!(y)
per y — 0 e per y — +o00.
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PRIMA PARTE, GRUPPO 1.

1
1. Dire per quali a € R vale che 08T _ O(z®) per x — 0T,
x
2. Calcolare i ti limiti: a) li vsin @ b)) lim 2 °ET o) Tim —
. Calcolare i seguenti limiti: a) lim, log(1 + 522) — 322 ) Lam ; C) lim CEE

3. Quante sono le possibili targhe automobilistiche formate da 2 lettere (dell’alfabeto italiano), 3
cifre (comprese tra 1 e 9), e poi di nuovo 2 lettere, con il vincolo che le prime 2 lettere siano
vocali e le ultime 2 siano consonanti.

+o0o
4. Per ogni a > 0 calcolare / xe “Cdx.
0

X pa— sin(n®)
5. Dire per quali @ > 0 la serie Z v e

n=1

converge.

6. Dire per quali a € R la funzione z(t) := t*logt risolve I'equazione differenziale ti + 2x = t*.
7. Trovare la soluzione generale dell’equazione differenziale & — 4% + 4x = 0.

8. Disegnare il grafico della funzione y = 2|sinz| — 1.

PRIMA PARTE, GRUPPO 2.

log =
1. Dire per quali a € R vale che g2 = O(z?) per z — +o0.
x
; sinz
2. Calcolare i seguenti limiti: a) lim #/®; b) lim "% ¢) lim i
x—0+ r—+00 r—0 e3% — edT

3. Quante sono le possibili targhe automobilistiche formate da 2 lettere (dell’alfabeto italiano), 3
cifre (comprese tra 1 e 9), e poi di nuovo 2 lettere, con il vincolo che le 4 lettere siano tutte
diverse.

4. Per ogni a > 0 calcolare /sce*“ dx.

n® — log(n®)

+oo
5. Dire per quali a > 0 la serie Z pE——T
n

n=1

converge.

6. Dire per quali a € R la funzione z(t) := t*logt risolve I’equazione differenziale t@ + 3z = t*.
7. Trovare la soluzione generale dell’equazione differenziale & + 4% + 5z = 0.

8. Disegnare il grafico della funzione y = 2| cosz — 1|.

PRIMA PARTE, GRUPPO 3.

1. Dire per quali a € R vale che e” logz = o(z*) per z — +00.

log(1 4 32?) — 2?2
2. Calcolare i seguenti limiti: a) lim og(1 + .a: )@ ; b) lim (2logx)®; ¢) lim cos(e”).
z—0 rsinxT r——+00 T—r—00
3. Quante sono le possibili targhe automobilistiche formate da 2 lettere (dell’alfabeto italiano), 3
cifre (comprese tra 1 e 9), e poi di nuovo 2 lettere, con il vincolo che le prime 2 lettere e le 3
cifre siano tutte diverse.
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0
4. Per ogni a > 0 calcolare / xe dzx.

—00

@ — cos(n®)

+oo
n
5. Dire per quali @ > 0 la serie Z I converge.
n=1

ogn + n3@
6. Dire per quali a € R la funzione z(t) := t®logt risolve I'equazione differenziale ti: — x = t*.
7. Trovare la soluzione generale dell’equazione differenziale & + 4% + 4x = 0.

8. Disegnare il grafico della funzione y = 1 — sin |z|.

PRIMA PARTE, GRUPPO 4.

log(1
1. Dire per quali a € R vale che log(1+ ) = o(z®) per x — 0.
log x
62:v _ 64x
2. Calcolare i seguenti limiti: a) lim 22'°€%; b) lim cos(e”); c) lim
T—+00 T—r—+00 z—0 X COoSXT

3. Quante sono le possibili targhe automobilistiche formate da 2 lettere (dell’alfabeto italiano), 3
cifre (comprese tra 1 e 9), e poi di nuovo 2 lettere, con il vincolo che le 3 cifre e le ultime 2
lettere siano tutte diverse.

4. Per ogni a > 0 calcolare /xe‘”” dz.

+oo

a 21’L
5. Dire per quali @ > 0 la serie Z I nt
1=1

W converge.

6. Dire per quali @ € R la funzione z(t) := t®log ¢ risolve l’equazione differenziale ti — 2z = t°.
7. Trovare la soluzione generale dell’equazione differenziale & — 4% + 5x = 0.

8. Disegnare il grafico della funzione y = sin |z — 7|.

SECONDA PARTE.

1. Dato a € R, consideriamo la funzione
f(z):=a® 32>+ 2z +a.
a) Che equazione deve soddisfare z affinché la retta tangente la grafico di f nel punto di ascissa
x passi per 'origine?
b) Determinare al variare di @ € R quante sono le rette tangenti al grafico di f che passano per
Porigine.
2. Dato a > 0, sia A l'insieme dei punti (z,y) tali che
o <y < (L+27)".
a) Disegnare approssimativamente 'insieme A per a = 1/2.
b) Dire per quali a l'area di A & finita.

3. Tra tutti i coni (retti e a base circolare) iscritti nella sfera di raggio R trovare quello di volume
massimo.
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PRIMA PARTE, GRUPPO 1.

51
1. Calcolare le derivate delle seguenti funzioni: a) z%e~*; b) log (27)

L3 ) e’ ) 1 tan(3x2).

2. Calcolare i ti limiti: li b
alcolare 1 seguenti limiti: a) lim ) Jim o im —

a—0+ log

3. Determinare il numero delle possibili sigle di 8 lettere che si possono scrivere usando 3 volte la
lettera A e 5 volte la B.

4. Trovare il punto di minimo della funzione xe?® relativamente all’intervallo —1 < z < 0.

5. Per ogni a > 0 calcolare /(sinx + 1)%cosx dx.

+oo 29+ 1,3@
6. Dire per quali @ > 0 risulta essere finito I'integrale improprio / Tdm.
2

7. Trovare la soluzione generale dell’equazione differenziale & + 4& + 5z = 10.

8. Disegnare il grafico di f(x) := ——— — 1 e risolvere graficamente la disequazione f(z) < —z.

(z—1)?

PRIMA PARTE, GRUPPO 2.

3
1
1. Calcolare le derivate delle seguenti funzioni: a) log (%), b) ze 2®,
73—
. Cqeege . 223 . . 6oz
2. Calcolare i seguenti limiti: a) im ———; b) lim ——; ¢) lim z°2%.
z—0 tan(3z?) z—7t sine z——o0

3. Determinare il numero delle possibili sigle di 7 lettere che si possono scrivere usando 3 volte la
lettera A e 4 volte la B.

4. Trovare il punto di massimo della funzione ze?® relativamente all’intervallo —1 < z < 0.

¢* (logz — 1)*
x

5. Per ogni a > 0 calcolare / dx.

€

sin(2x)
xr3a

1
6. Dire per quali a > 0 risulta essere finito l'integrale improprio / dx.
0

7. Trovare la soluzione generale dell’equazione differenziale & — 44 + 5x = —5.

1

8. Disegnare il grafico di f(z) := CEE

— 1 e risolvere graficamente la disequazione f(z) > x.

PRIMA PARTE, GRUPPO 3.

-1
1. Calcolare le derivate delle seguenti funzioni: a) log (%), b) 23e?*.
x

3 3
2. Calcolare i seguenti limiti: a) mli>r111+ loglogz; b) ;g% m; c) zEIEloo por

3. Determinare il numero delle possibili sigle di 7 lettere che si possono scrivere usando 2 volte la
lettera A e 5 volte la B.
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4. Trovare il punto di massimo della funzione ze?* relativamente all’intervallo 0 < z < 1.

w/2
5. Per ogni a > 0 calcolare / (sinz + 1)? cosz dz.
—m/2
. . . o . . [? cos(2x)
6. Dire per quali a > 0 risulta essere finito l'integrale improprio / 5 dx.
0 X
7. Trovare la soluzione generale dell’equazione differenziale & — 42 + 5z = —10.

1
3 + 1 e risolvere graficamente la disequazione f(x) < x.

8. Disegnare il grafico di f(x) := m

PRIMA PARTE, GRUPPO 4.

241
1. Calcolare le derivate delle seguenti funzioni: a) z%e™%; b) log <x2 + 1).
22—
. tan(3z3
2. Calcolare i seguenti limiti: a) lim cos(1+e€%); b) lim ———; ¢) lim M.
T——00 z—+o0 loglogx z—0 232

3. Determinare il numero delle possibili sigle di 8 lettere che si possono scrivere usando 4 volte la
lettera A e 4 volte la B.

4. Trovare il punto di minimo della funzione xe?® relativamente all’intervallo 0 < z < 1.

1 -1
5. Per ogni a > 0 calcolare / M dx.
x
oo ge 1
6. Dire per quali a > 0 risulta essere finito l'integrale improprio / TR T.
1 x

7. Trovare la soluzione generale dell’equazione differenziale & + 44 + 5z = 5.

8. Disegnare il grafico di f(z) := — e risolvere graficamente la disequazione f(x) > —uz.

(x+1)2

SECONDA PARTE.

1. a) Risolvere I’equazione differenziale ¢4 + 3z = e’ (per t > 0).

b) Tra tutte le soluzioni trovare quelle che hanno limite finito per ¢ — 0" (ammesso che ce ne
siano).

2. Dato a > 0, si consideri la funzione f,(z) := (2% + 2)°.

a) Determinare la parte principale g,(z) di f,(z) per £ — 400 e dire per quali a la funzione
fa & convessa.

b) Disegnare il grafico di f, al variare di a > 0.

¢) Detto A, 'insieme dei punti (x,y) tali che 2 > 0 e go(z) <y < fo(z), dire per quali a 'area
di A, ¢ finita.

3. a) Scrivere lo sviluppo di Taylor all’ordine 3 (in 0) della funzione tan z.

b) Per ogni a > 0 trovare la parte principale di f(z) := tan(z®) — tan(log(1 + z?)) per = — 0.
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PRIMA PARTE, GRUPPO 1.

1. L’insieme di definizione & (—o0o, —v/2) U (—v/2, —1] U [1,v/2) U (v/2, +00).

4m—1 /
2. a) z(1 4 2logz); b) 3z2e” "L ¢) |:2r—2:| = (2%) =log2 - 2".

3.a)0; b)0; c) 2.

4. La parte principale & —25/2.

5 N =21-20-19-40 = 319.200.

6. m/2.

7. La soluzione ¢ indicata nella figura sotto a sinistra.

8. L’insieme cercato € quello disegnato in grigio nella figura sotto a destra.

PRIMA PARTE, GRUPPO 2.

1. L’insieme di definizione & (—oo, —1] U [1,4].

9x71
39:72

/
2. a) 22(1+ 3logz); b) 2ze® L ¢) [ } = (3") =log3- 3",

3. a) +o00; b) —oo; ¢) 0.

4. La parte principale & x'2 /6.

5. N =21-20-30 = 12.600.

6. —m/2.

7. La soluzione ¢ indicata nella figura sotto a sinistra.

8. L’insieme cercato e quello disegnato in grigio nella figura sotto a destra.

b/

|

»X
soluzioni \
y:x2—% -1

PRIMA PARTE, GRUPPO 3.

1. L’insieme di definizione ¢ z € [—1,0) U (0, 1].
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2m+2 /
2. a) 23(1 +4logz); b) 3a2e™ 2; ¢) [41“] =(27") = —log2-27".

3. a) —o0; b) +o0; ¢) +oo.

4. La parte principale & —28/2.

5. N =21-20-19 30 = 239.400.

6. —m/2.

7. La soluzione ¢ indicata nella figura sotto a sinistra.

8. L’insieme cercato e quello disegnato in grigio nella figura sotto a destra.

PN

soluzioni

PRIMA PARTE, GRUPPO 4.

1. L’insieme di definizione ¢ vuoto.

3e+27’ . .
2. a) 272(1 —logz); b) 2ze® *2; ¢ [9“_1} =(37") = —log3-37".

3. a) +00; b) +o0; ¢) 0.

4. La parte principale & x°/6.

5. N =21-20-40 = 16.800.

6. m/2.

7. La soluzione ¢ indicata nella figura sotto a sinistra.

8. L’insieme cercato € quello disegnato in grigio nella figura sotto a destra.

Yy

y=ex y=f(X
)/ }P()

N -
A soluzioni . ~ — _J( ,,,,,,,,,,,,,,,,

PRIMA PARTE, GRUPPO 5.

1. [%7‘(‘771').

2. a) 4z cos(1 + 2x%); b) 3z — 2%)e™™;
!/

c) [log ((35;1)4” = (410g(m+1)—3logg;)’:xi_ 3_ x-3
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3. a) 7/2; b) +o0; ¢) —2.

4. 1T punti di massimo e di minimo assoluto cercati sono rispettivamente x = —2 e = = 0.

8
5 N = = 56.

6. 2? <3< —logzr < z® +x 2 per x — 07.
7. L’insieme cercato & quello disegnato in grigio nella figura sotto a sinistra.

8. La soluzione ¢ indicata nella figura sotto a destra.

Y y=F ()

»X
% /

PRIMA PARTE, GRUPPO 6.

soluzioni

1. (O, %’/T] U [1—527r,7r).

2. a) 4z sin(1 — 22?); b) (2z — 2?)e™%;

)

<) [log (“;I)Sﬂl — (3log(x + 1) — 4logz) = ﬁiﬂ - g = —%.

3.a)l; b)0; ¢) —1/2.

4. T punti di massimo e di minimo assoluto cercati sono rispettivamente x =0 e z = 2.

7
5. N = <3) = 35.

T 4

2
6. — <log(z+1) <

3 < 3 per x — +00.

x
2 +1
7. L’insieme cercato & quello disegnato in grigio nella figura sotto a sinistra.

8. La soluzione & indicata nella figura sotto a destra.

y

Y17 (9]
y

L« r‘—|cosx| y=X

> X
‘ soluzioni

PRIMA PARTE, GRUPPO 7.

1. [%7‘(‘7 %ﬂ.

2. a) 3z% sin(1 — 2%); b) (22 + 22%)e?;
z—1)3\7 , .
c) [log <(x41)>} = (3log(z — 1) — 4logz) :xi_ézlli
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3.a)—1; b)0; ¢) 1.

4. T punti di massimo e di minimo assoluto cercati sono rispettivamente x = -2 e z = 1.
7

5 N = =21.

6. 7° <2< —

7. L’insieme cercato & quello disegnato in grigio nella figura sotto a sinistra.

8. La soluzione & indicata nella figura sotto a destra.

( y=1 (%)

X
‘ »X
‘ soluzioni
PRIMA PARTE, GRUPPO 8.
1. (O, %7‘(’] U [%’/T,QTF).
2. a) 327 colerx ); (322 + 22°%)e?
4 3 T+3
1 41 —1) -3l = ——=— .
c) [0 ( )} og(x —1) ogx) Py e P
3.a) —7m/2; b)0; c)0.

4. T punti di massimo e di minimo assoluto cercati sono rispettivamente x =4 e x = 2.

8
5. N—<4>—7O.

2 T

3
6. ZSLH<<10g(x+1)<<x2<<ﬁperx—>+oo.

7. L’insieme cercato & quello disegnato in grigio nella figura sotto a sinistra.

8. La soluzione & indicata nella figura sotto a destra.

y, y=f(x)
/

F—y=f(x-1) \ | ] >X
soluzioni | y=2-x

SECONDA PARTE, GRUPPO 1.

1. Risolviamo direttamente il punto b), da cui poi segue la risposta al punto a).

b) Riscrivendo la disequazione come a > 2log x — 2 otteniamo che & soddisfatta per ogni z > 0
se e solo se a > m dove m ¢ il valore massimo (o meglio dell’estremo superiore dei valori)
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3.

relativamente all’'insieme (0, +00) della funzione
f(z) :=2logx — 2*

L’insieme (0,+00) coincide con l'insieme di definizione della funzione f, e studiando il segno
della derivata di quest’ultima, vale a dire

Fla) =200 2at),

si ottiene che f(x) cresce per x < 2-1/4 ¢ decresce altrimenti. Da questo segue che 271/ & il
punto di massimo assoluto di f, e dunque il valore massimo di f &
1
m:= f(271/4%) = —5(log2+1) ~ —0,846.
a) La disuguaglianza in questione coincide con quella studiata al punto b) per a = —9/10, e

siccome —9/10 < m ~ —0,846, per quanto visto al punto b) la disuguaglianza non vale per ogni
x> 0.
a) Usando lo sviluppo di Taylor cost = 1 — t2/2 + O(t*) otteniamo che
1 — cos(2x) = 22% + O(2*) ~ 222 per z — 0,
e tenendo conto del fatto che exp(x?) ~ 1 abbiamo che
f(z):= '16;;(282()2]:) ~ V222 =2z per z — 07,
ovvero la parte principale di f(z) & v/2x.
b) Per quanto visto al punto precedente, per a # —+/2 si ha che
f(2) + ax = V2x + o(x) + ax ~ (V2 +a)z

e dunque (V2 4 a)z ¢ la parte principale cercata.

Per a = —/2 la risposta ¢ pilt complicata, e richiede uno sviluppo pit preciso dei vari elementi
che compongono la funzione f(z). Usando gli sviluppi
2 44
t
cost = 1—§+ﬁ+0(t6) e Vi+t=01+0)"2= 1+§+O(t2)
otteniamo

V1= cos(2z) = \/21:2 - % + O(x9)
= V222 . 1—§+O(I4) \/ix{lf%Q+O(x4) ,

mentre dallo sviluppo e! = 1+t + O(¢?) otteniamo
exp(2?) = 1+ 2% + O(z*).

Mettendo insieme le ultime due formule (e usando ancora una volta il fatto che exp(z?) ~ 1)
otteniamo infine

fz) — \[xi\/lfcost \[asexp 2)

exp(z?)
V21 -2%/64 0(a*)] — V2z[1 + 22 + O(a?)]
N exp(z?)
~TR 0 TR
exp(xQ) YT T

a) L’equazione della retta R, ¢
y=f'(a)(z —a)+ f(a) = a®(da — 6)(z — a) + a*(a - 2)
e per definizione g(a) & il valore di « che risolve 'equazione y = 0, vale a dire

a(3a —4)
9@ = 55,73)
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per ogni a # 3/2 (per a = 3/2 la retta R, & orizzontale e non interseca 'asse delle ).
b) Viene chiesto di determinare I'immagine della funzione g(a) definita per a > 0 e a # 3/2.
Osserviamo che

lim g(a) =0, lim g(a) =400, lim g(a) =+co.

a—0t a—(3/2)* a—s+0o
Inoltre studiando il segno della derivata

oy 3a®=9a+6  3(a—1)(a—2)
90 == =37 = @a-32

si ottiene che g cresce negli intervalli (0, 1] e [2,4+00) e decresce in
[1,3/2) e in (3/2,2]. In particolare 1 & un punto di massimo locale
(con valore g(1) = 1/2) mentre 2 & un punto di minimo locale (con
valore ¢g(2) = 2). Sulla base di queste informazioni tracciamo il
disegno nella figura accanto, da cui risulta chiaro che I'immagine
di g & data dall’'unione delle semirette (—oo,1/2] e [2,+00).

@
»

immagine di g
2
N

SECONDA PARTE, GRUPPO 2.

1.

Come per il gruppo 1, la disequazione al punto b) & verificata per ogni « > 0 se e solo se a > m
dove m & il valore massimo della funzione f(z) := 3logz — 2. Si verifica quindi che f ha un
punto di massimo assoluto in z = 2716, e pertanto

1
m = f(2*1/6) — —5(10g2 + 1) ~ —07846 .

La disequazione al punto a) coincide con quella considerata al punto b) per a = —4/5 e quindi
vale per ogni x > 0 perché —4/5 = —0,8 > m.

. Procedendo come per il gruppo 1 si ottiene che la parte principale di f(z) per x — 0 & V2z, e

quindi che la parte principale di f(z) 4+ ax & (v/2+a)x per a # —v/2, ed gx?’ per a = —v/2.

. Procedendo come per il gruppo 1 si dimostra che

_ (5a—12)a
g(a) = m7

e si verifica che I'immagine della funzione g & 'unione delle semirette (—o0,4/3] e [3,4+00).

SECONDA PARTE, GRUPPO 3.

1.

Come per il gruppo 1, la disequazione al punto b) & verificata per ogni z > 0 se e solo se a > m
dove m ¢ il valore massimo della funzione f(r) := 4logx — 2. Si verifica quindi che f ha un
punto di massimo assoluto in z = 2'/2, e pertanto

m = f(21/%) = 2(log2 — 1) ~ —0,614.
La disequazione al punto a) coincide con quella considerata al punto b) per a = —3/5 e quindi

vale per ogni z > 0 perché —3/5 = —0,6 > m.

Usando il fatto che sin(3z) ~ 3z e che il denominatore nella formula che definisce f tende a 1 si
ottiene che la parte principale di f(z) per x — 0% & v/3x = 31/321/3 . Poiché inoltre z < /3
per & — 0, la parte principale di f(z) + az & 3'/32'/3 per ogni a € R.

Procedendo come per il gruppo 1 si dimostra che
~ (ba—36)a
9(9) = 55,15y

e si verifica che I'immagine della funzione g & I'unione delle semirette (—o0,4] e [9, +00).
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SECONDA PARTE, GRUPPO 4.

1. Come per il gruppo 1, la disequazione al punto b) e verificata per ogni > 0 se e solo se a > m
dove m & il valore massimo della funzione f(z) := 6logz — 3. Si verifica quindi che f ha un
punto di massimo assoluto in z = 21/3, e pertanto

m = f(21/%) = 2(log2 — 1) ~ —0,614.
La disequazione al punto a) coincide con quella considerata al punto b) per a = —1/3 e quindi

vale per ogni > 0 perché —1/3 = —0,333 > m.

2. Usando il fatto che sin(3z) ~ 3z e che il denominatore nella formula che definisce f tende a 1 si
ottiene che la parte principale di f(z) per z — 01 & /3z = 3/32/3. Poiché inoltre z < /3
per x — 0, la parte principale di f(z) + ax ¢ 31/321/3 per ogni a € R.

3. Procedendo come per il gruppo 1 si dimostra che

_ 3(a—4)a
g(a) = 2(2a—9)°

e si verifica che 'immagine della funzione g ¢ I'unione delle semirette (—oo, 3/2] e [6, +00).

COMMENTI

e Seconda parte, esercizio 1. Alcuni dei presenti hanno cercato di dimostrare la disequazione
affidandosi ai disegni dei grafici delle funzioni coinvolte. Questo non & corretto perché i grafici
sono molto vicini, e non & possibile capire da un disegno fatto a mano se si toccano o meno.

e Seconda parte, esercizio 1. Alcuni dei presenti hanno cercato di dimostrare la disequazione
assegnata confrontando il comportamento delle funzioni coinvolte all’infinito. Questo non &
corretto, perché permette solo di dimostrare che la disequazione vale per ogni x da un certo
punto in poi, mentre la domanda era se la disequazione vale per ogni = positivo.

e Seconda parte, esercizio 3a). Molti dei presenti hanno utilizzato la variabile x sia per indicare
il punto il punto del grafico di cui si considera la retta tangente, sia per indicare la variabile
indipendente nell’equazione della retta tangente stessa, cosa che ha creato molta confusione,
e ovviamente ha portato a soluzioni non corrette. (Per questa ragione nelle soluzioni scritte
sopra si € usata la variabile a per 'ascissa del punto di tangenza e la variabile x per I’equazione
della retta tangente).
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PRIMA PARTE, GRUPPO 1.

1. a) +o00; b) 8; ¢) 1.
2. —22% — 2% + o(z?).
1/3 141/3 #4731 1
3. Ponendo t = 1 — 3z si ottiene V1—3xdr = —dt = =—.
0 0o 3 4 |, 4
4. 11 termine generale della serie ¢ asintoticamente equivalente a 1/n2?~3 (a meno di un fattore
1/3) e pertanto la serie ¢ finita se e solo se a > 2.
5. Siccome x2%e~* < e~ %/ I'integrale esiste ed & finito per tutti i valori di a.
6. 2(t) = & +2
Cx(t) = =
2
7. Equazione a variabili separabili: [ 112 > = [e'dt e quindi arctanz = e’ + ¢; imponendo la
condizione z(0) = 1 si ottiene ¢ = —1 + 7/4 e infine
x(t) = tan (et -1+ g) .
s. I yelogk-1]
/
PRIMA PARTE, GRUPPO 2.
1. a) —o0; b) —1; ¢) 8.
2 2 4 4
2. 2z — 3% + o(x*).
1/4 141/4 st
3. Ponendo ¢t =1 — 4z si ottiene V1—drdr = —dt = =_.
4. 11 termine generale della serie & asintoticamente equivalente a 1/n3¢~2 (a meno di un fattore

1/2) e pertanto la serie @ finita se e solo se a > 4/3.

Siccome 2% logz > 27! quando a > —1/2 e #?*logz < x717% con § = —a — 1/2 > 0 quando
a < —1/2, U'integrale esiste ed & finito se e solo se a < —1/2

ot
z(t) = —+1.
(=1
Equazione a variabili separabili: 113 s = f sint dt e quindi arctanx = — cost 4 ¢; imponendo

la condizione x(0) = 1 si ottiene ¢ = 1+ 7/4 e infine

:U(t):tan(—cost—i—l—&—%).

y=llog(x-1)|
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SECONDA PARTE, GRUPPO 1.

1. Cominciamo con la risposta alla domanda b), che include quella alla domanda a) come caso
particolare. Poiché la (*) & un’equazione lineare del secondo ordine a coefficienti costanti non
omogenea, la soluzione generale & della forma

2(t) = &(t) + Zom ()

Dove & & una soluzione particolare della (*) e xom € la soluzione generale dell’equazione
omogenea associata alla (*). L’equazione caratteristica di quest’ultima e

M —2a\+4=0, (1)

e distinguiamo quindi tre casi sulla base del segno del discriminante A = 4(a? — 4).
Caso 1: se a > 2, cioe A > 0, allora la (1) ha due soluzioni distinte A\ 2 = a +va? — 4, per cui

At

Zom(t) = cre™’ + o€t con ¢, € R. (2)

Caso 2: se a =2, cioe A =0, allora la (1) ha due soluzioni coincidenti A; o = 2, per cui
Tom(t) = €*(c1 + cat) con c1,cp € R. (3)

Caso 3: se 0 < a < 2, cioé A < 0, allorala (1) ha due soluzioni complesse coniugate A1 2 = atwi

con w := V4 — a?, per cui
Tom(t) = €™ (cy cos(wt) + cosin(wt)) con c1,ca € Rt (4)

Cerchiamo ora la soluzione particolare Z tra i polinomi di grado 1, vale a dire della forma
Z(t) = bt + ¢; cosl facendo la (*) si riduce a (4b — 4)t + (4¢ — 2ab) = 0, e questa identitd &
soddisfatta per ogni t se (e solo se) 4b —4 = 0 e 4¢c —2ab = 0, vale a dire b =1 e ¢ = a/2.
Pertanto la soluzione particolare cercata ¢

B(t) =t + g . (5)
¢) Osserviamo che la soluzione particolare in (5) soddisfa Z(t) < e*! per ogni a, e quindi il
problema diventa quello di trovare gli a per cui esiste almeno una soluzione z(t) dell’equazione
omogenea tale che x(t) > e
Consideriamo i vari casi. Per a < 2 la formula (4) implica che zon (1) = O(e®) < e per ogni
scelta delle costanti ¢; e co (ricordo che a < 2 e quindi a < 4) e quindi nessuno di questi a
va bene. Analogamente per a = 2 la formula (4) implica che o (t) = O(te?) < e*! per ogni
scelta delle costanti ¢; e co, e neanche a = 2 va bene.
Nel caso a > 2, indichiamo con A(a) = a++/a? — 4 la maggiore delle due soluzioni dell’equazione
caratteristica. Se A(a) < 4 allora la formula (2) implica che zom(t) = O(eM9?) = O(e*) per
ogni scelta delle costanti ¢; e ¢2 e quindi a non va bene. Ma se invece A(a) > 4 allora la formula
(2) implica Zom () ~ 1Mt > e* quando ¢; # 0, e quindi queste soluzioni hanno la proprieta
desiderata.
Da quanto appena detto risulta dunque che gli a cercati sono quelli che soddisfano a > 2 e
Ma) = a+ +va? —4 > 4. Risolvendo questa disequazione otteniamo infine a > 5/2.

2. L’integrale e improprio in 7 e —m, e quindi va studiato spezzandolo come somma di due integrali
impropri semplici, per esempio

/ﬂ— 1 / 1 /O 1
1+ cosx)? . 1+ cosx)? v 1+ cosx)? v
™ 0 ™

Poiché inoltre la funzione integranda € pari, i due integrali risultano essere uguali; in particolare
I'integrale di partenza e finito se e solo se

i 1
——d
/0 (1+ cosx)® .

¢ finito. Utilizzando il cambio di variabile x = 7—t e il fatto che cos(m—t) = — cost trasformiamo

questo integrale nel seguente
™
1
—  dt 6
/0 (1 —cost)® ' (6)
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che e improprio in 0. Usando ora lo sviluppo di Taylor al secondo ordine di cost, otteniamo che
1 —cost ~ t2/2 per t — 0 e quindi la funzione integranda in (6) & asintoticamente equivalente
(a meno di un fattore 2%) a 1/t2¢. Per il teorema del confronto asintotico I'integrale in (6), e
quindi anche quello di partenza, risultano essere finiti se e solo se 2a < 1, ovvero a < 1/2.

3. a) L’insieme E & un’ellisse con centro nell’origine e assi paralleli agli assi coordinati, e per la
precisione quello parallelo all’asse delle x ha lunghezza 1 mentre quello parallelo all’asse delle
y ha lunghezza 3, come si vede nella figura sotto.
In effetti si puo disegnare F anche senza usare il fatto che si tratta di un ellisse. Risolvendo la
disequazione 922 4+ 3% < 9 rispetto alla variabile y si ottiene infatti che E coincide con 'insieme
dei punti (x,y) tali che

—f(z) <y < f(z) dove f(z):=3v1—2z2
Osserviamo che la funzione f(z) ¢ definita per —1 < x < 1, pari, e decrescente per 0 <z < 1, e
sulla base di queste informazioni possiamo tracciare il grafico di f e quindi anche I'insieme E.

y=f(x)
E
X

b) Il solido A & ottenuto facendo ruotare il grafico y = f(z) attorno all’asse delle z, e quindi la
formula per il volume dei solidi di rotazione ci da

volume(A) = /

-1

1 1

(f(m))de = 7T/ 9(1 — z?) dx = 97

-1

=12r.

x_§71

¢) Procediamo come al punto b) scambiando gli assi: risolvendo la disequazione 922 + ¢ < 9
rispetto alla variabile x si ottiene che E & I'insieme dei punti (z,y) tali che

—g(y) <z <g(y) doveg(y) :=v1-y?/9;
quindi il solido B & ottenuto a partire dalla rotazione del grafico = g(y) attorno all’asse delle
Yy, e infine
3

3 3

2 y: o
(9(»)) Gly—ﬁ/_gl—gdy—7r

y3
y— =

—dr.
27 i

-3

volume(B) = 7 /

-3

SECONDA PARTE, GRUPPO 2.

1. b) Procedendo come per il gruppo 1 si ottiene che la soluzione generale della (*) &
z(t) = Z(t) + Tom(t)

dove la soluzione particolare Z ¢ data

2a
z(t) =1+ —
(=t+2
mentre la soluzione generale dell’equazione omogenea ¢
c1eMt + coe?2t con A\ g = a4 Va2 -9 per a > 3;
Tom(t) = < €3(cy + cat) per a = 3;

e™(cy cos(wt) + cosin(wt)) con w:=+v9—a? per0<a<3.

¢) Procedendo come per il gruppo 1 si ottiene che gli a cercati sono quelli per cui a > 5.
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2.

3.

Uguale al gruppo 1.

Analogo al gruppo 1. a) L’insieme F & Dellisse con centro nell’origine e assi paralleli agli assi
coordinati di lunghezza 2 (quello parallelo all’asse delle x) e 1 (quello parallelo all’asse delle y).

b) Il solido A ¢ ottenuto facendo ruotare il grafico y = 24/1 — 2?2 attorno all’asse delle z e quindi

! Y 16r

volume(A) = 7r/ 41 — 2% dx = 4m =—.

1 1 3

¢) Il solido B & ottenuto a partire dalla rotazione del grafico x = /1 — y?/4 attorno all’asse
delle y e quindi

3
T — —

3

2 2 2

3

y

1- L gy =
LYW=

, v
12

8w

volume(B) = 77/ =—.
5 3

-2

COMMENTI

Prima parte, esercizio 1. Sorprendentemente, molti dei presenti hanno sbagliato il limite b) del
gruppo 1 e il limite c) del gruppo 2.

Prima parte, esercizio 7. Alcuni alcuni dei presenti hanno indicato solo il valore della costante c,
invece che la soluzione dell’equazione come era richiesto. Altri non hanno osservato che l'inversa
della funzione arcotangente e la tangente, o peggio ancora hanno scambiato la funzione inversa
con il reciproco.

Seconda parte, esercizio 1. Nel risolvere ’equazione per a < 2 molti dei presenti hanno scritto
w = va? — 4, che non & un numero reale (qui mi riferisco al gruppo 1, discorso analogo vale per
il gruppo 2). Altri hanno “prudentemente” evitato di scrivere la formula di w. Infine diverse
persone hanno fatto errori gravi nella risoluzione dell’equazione caratteristica, che un’equazione
di secondo grado!

Seconda parte, esercizio 1. Nel risolvere l’equazione al punto b) diversi dei presenti non hanno
calcolato la soluzione particolare, ma si sono limitati a dire che deve essere un polinomio di
primo grado.

Seconda parte, esercizio 1. Molti dei presenti hanno avuto difficolta a impostare correttamente
la soluzione del punto ¢). Molti hanno sbagliato a risolvere la disequazioni a + va? —4 >4 (o
Panaloga disequazione per il gruppo 2).

Seconda parte, esercizio 3. Al momento di scrivere i volumi di A e B come integrali, diversi dei
presenti hanno omesso il fattore 2 che in un caso era necessario, mentre altri hanno sbagliato il
dominio di definizione dell’integrale.
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PRIMA PARTE, GRUPPO 1.

1. Deve essere —1 < 1 — 22 < 1, vale a dire V2 <z <V2.

r . 2z 2/ 2y, ;L 2x
2. a) o b) o2 (27) 2z(1 + tan®(z%)); c) (2zlog(z+ 1)) =2log(x + 1) + o
3. 6zt

4. N=9-21-20-19 = 71.820.

5. Usando il cambio di variabile y = 3sinx + 1 si ottiene

63 sin z+1

. 1 eY
3sinz+1 doe = = Ydy = — =
/e cosx dx 3/6 Y 3 +c 3 +c

1‘,3

6. Equazione lineare del primo ordine: la soluzione generale ¢ z = ce™*", e ponendo z(0) = 2 si

. _ 43
ottiene z = 2e~*".

7. a> 3.

‘ i A »X
y=—arctanx
L2

PRIMA PARTE, GRUPPO 2.

1. Deveessere—l§x2—3§l,valeadire—2§x§—\/§e\/§§m§2.

T 322 9 9, 3 3z
; = 1 ; 1 1)) =31 1 .
ik b) o2 (27) 3z7(1 + tan®(z”)); ¢) (B3zlog(z + 1)) =3log(xz +1) + oo

2. a) —

3. b.
4. N =9-212 = 3.969.

5. Usando il cambio di variabile y = 1 — 2log « si ottiene

/sin(l —2logx)dx: —%/sinydy: co2sy fe— cos(1 —2210g:z:) ‘e
x

6. Equazione lineare del primo ordine: la soluzione generale & x = ¢/ t?, e ponendo xz(1) = 2 si
ottiene z = 2/t%.

7. Nessun a.

8. Y  y=arctan(x-1)

PRIMA PARTE, GRUPPO 3.

1. Deve essere —1 <222 —3 < 1,valeadire —vV2<z<-lel <z <2
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2 8) — 2 ) —C (1 4 tan2(e”)): o) (3zlog(z — 1)) = 3log(z — 1) 4 —2
' 202 — 1 cos2(e®) ’ & o x—1
3. —22°

4. N =9-213 = 83.349.

5. Usando il cambio di variabile y = 1 — 3 cos x si ottiene

. 1 ey 61730051
1—-3cosz _;
sinzdr =~ [ eVdy=">+c="—" +
/6 1IN T axr 3/6 Yy 3 C 3 C

. . . . . \ — 3 .
6. Equazione lineare del primo ordine: la soluzione generale ¢ x = ce™*", e ponendo z(1) = 1 si

. _ 43 _ 43
ottiene z = ee ¥ = el 71,

7. a> 4.

PRIMA PARTE, GRUPPO 4.

1. Deve essere —1 < 22 — 1 <1, vale a dire —é <z< é
L 1 1 + tan?(log ) ) 9
2 ; b = ; 2z log(z — 1)) = 2log(z — 1 .
) V1+a? ) x cos?(log ) T ; ¢) (2zlog(z — 1)) og(v —1) + —

3. 8z,
4. N=9-21-20=3.780.
5. Usando il cambio di variabile y = 2logx + 2 si ottiene

/Cos(Qlogx+2)dx: %/cosydy: Sir21y fe— sin(2102g:c+2) Yo
x

6. Equazione lineare del primo ordine: la soluzione generale ¢ = ¢/t*, e ponendo z(1) = 3 si
ottiene z = 3/t3.

SECONDA PARTE, GRUPPO 1.

1. Osserviamo che la domanda a) ¢ un caso particolare di b).
b) Riscriviamo l'equazione (*) come

f(x)=0 con f(z):=2%—az®+4a (1)
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e studiamo il grafico di f(x). Osserviamo che questa funzione ¢ definita per ogni = € R, tende
a 400 per x — 400 e a —oo per x — —oo. Studiando inoltre il segno della derivata

f'(x) = 32% — 2ax = x(3x — 2a)

si ottiene che f decresce per 0 < x < 2a/3 e cresce altrove; in particolare x = 0 & un punto
di minimo locale, dove la funzione assume il valore f(0) = 4a, mentre z = 2a/3 ¢ un punto di
minimo locale dove la funzione assume il valore
2a 4a 9
f(g)*27(27 @)

Nel disegnare il grafico di f(x) dobbiamo distinguere tre casi a seconda del segno di f(2a/3); per
farlo osserviamo che questa quantita € negativa, nulla o positiva a seconda che a sia maggiore,
uguale o minore del valore critico

V27T =3V3=519...

&

Dal disegno risulta chiaro che
e se a > 3v/3 'equazione (1), e quindi anche la (*), ha tre soluzioni;
e se a = 3v/3 I'equazione (*) ha due soluzioni (di cui una coincide con 2a/3 = 2v/3);
e se a < 3v/3 I'equazione (*) ha una soluzione.

a) Siccome 5 < 3/3, per a = 5 'equazione (*) ha una sola soluzione.

¢) Dal disegno sopra risulta che per a > 3+/3 la soluzione z(a) & sempre maggiore del punto
di minimo locale 2a/3, e siccome 2a/3 tende a +co quando a — +oo, allora anche z(a) tende
a 4o00. Usando ora il fatto che z(a) risolve 'equazione (*) si ottiene

23(a) = a(z?(a) — 4) ~ az*(a)

da cui segue che z(a) ~ a per a — +00.

a) L’equazione & = x(x — 2) & a variabili separabili e quindi (per z # 0,2) la scriviamo come

dx
_— = . 2
=N @)
Osserviamo ora che

dx 1,1 1 1 1 jz—2
(= ) de = Z[logle -2~ 1 -2 ‘
/x(x—Q) /2(3@—2 m) v =g [logle =2 ~loge]] = 5 log | =

e quindi la (2) diventa

)

1 T —2
flog‘ ‘:t—i—c con c € R,
2 T
e dunque
T2 L2t — 4 2,2t
x
Indicando il numero +e2¢ semplicemente come ¢ ed esplicitando la 2 otteniamo
2
.’L'(t) = m con ¢ € R. (3)
Imponendo infine che z(0) = 1 otteniamo ¢ = —1, e dunque
2
r(l) = —— .
®) 14 e?t

Questa funzione ¢ definita per ogni t € R, tende a 0 per { — 400 e tende a 2 per t — —o0;
studiando inoltre il segno della derivata si ottiene che z(t) & sempre strettamente decrescente.
Sulla base di queste informazioni tracciamo il seguente disegno approssimativo del grafico di

x(t).
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x‘(t)

»{

b) Per a = 0 e a = 2 si ha che x(t) = 0 e z(t) = 2 rispettivamente, e in entrambi i casi la
soluzione z(t) ¢ definita per ogni ¢ € R. Per tutti gli altri valori di a otteniamo z(¢) imponendo
la condizione z(0) = a nella formula (3), vale a dire

2 a—2

=——_— conc:= .
1 — ce?t a

Osserviamo che questa funzione & definita per ogni t € R se e solo se il denominatore 1 — ce’
non si annulla mai, vale a dire se e solo se ¢ < 0, ovvero 0 < a < 2. Riassumendo, la soluzione
x(t) & definita per ogni t € R se e solo se 0 < a < 2.

. a) Per x — 400 si che che f(z) ~ a/x e g(z) ~ 2/x (uso il fatto che sint ~ ¢t per t — 0 e il
cambio di variabile ¢ = 2/z), da cui segue che
9 _
g(m)—f(x)wia per  — +00 e a # 2. (4)
T
Per ottenere la parte principale di g(z) — f(z) nel caso a = 2 dobbiamo utilizzare degli svi-
luppi piu precisi sia per f(x) che per g(z). Mettendo in evidenza 2/x nell’espressione di f(z)

otteniamo ,
2x 2 1 2 -1
/(@) 42 x1+2/23 x( +2/7)

e usando lo sviluppo (1 +¢)~1 =1 — ¢+ O(t?) con il cambio di variabile t = 2/2?,

=2 -2/ ro®) =2 - L vo(=).

x T z7

Usando invece lo sviluppo sint =t — t3/6 + O(t°) e il cambio di variabile ¢ = 2/z otteniamo

- n(2) -2 b (k)

Mettendo insieme questi sviluppi otteniamo infine
4 1 4 ,

g(a:)—f(x):—g?—f—O(ﬁ)w—@ per £ — +o00 e a = 2. (4
b) Utilizzando gli sviluppi (4) e (4’) si ottiene che la funzione g(z) — f(x) ¢ asintoticamente
equivalente a una funzione positiva per a < 2 e a una funzione negativa per a > 2.
Ne deduciamo che per a < 2 la funzione g(x) — f(z) & positiva “da un certo punto in poi”,
ovvero esiste zop > 1 tale che g(x) — f(z) > 0 per ogni « > zo; quindi g(x) > f(z), e questo
significa che l'insieme A contiene punti di ascissa x per ogni x > xg. Di conseguenza A € un
insieme illimitato.
Invece per a > 2 la funzione g(x) — f(z) & negativa da un certo punto in poi, e quindi esiste
xo > 1 tale che g(z) < f(z) per ogni x > xg, e questo significa che Iinsieme A non contiene
punti di ascissa x per z > zg. Dunque A & compreso tra le rette verticali di ascisse 1 e zg, e
tra i grafici delle funzioni f e g, e in particolare ¢ un insieme limitato.

¢) Quando A & limitato, vale a dire per a > 2, la sua area ¢ sicuramente finita, mentre quando
A ¢ illimitato, vale a dire per a < 2, la sua area potrebbe essere finita o infinita. In questo caso
scriviamo A come unione di due sottoinsiemi: quello dei punti (x,y) con ascissa maggiore di
xg, detto A’, e quello dei punti con ascissa minore di xg, detto A”. Siccome A” ¢ limitato, la
sua area ¢ finita, e quindi bisogna capire se A’ ha area finita oppure no. Ma ’area di A’ & data
da

+oo
area(A’) = / g(z) — f(x)dx

0
e siccome g(z) — f(z) & asintoticamente equivalente (a meno di un fattore costante) a 1/x,
questo integrale improprio ¢ infinito. quindi A’ ha area infinita e lo stesso vale per A.
Riassumendo, A ha area finita se e solo se a > 2.
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SECONDA PARTE, GRUPPO 2.

1. b) Analogo al gruppo 1. L’equazione (*) ha tre soluzioni per a > 6v/3 = 10,39..., ha due
soluzioni per a = 6+/3, e ha una soluzione per a < 6v/3.

a) Siccome 11 > 6+/3, per a = 11 I’equazione (*) ha tre soluzioni.

c¢) Analogo al gruppo 1. La soluzione z(a) soddisfa z(a) < —a/3 e quindi tende a —oo quando
a — 400, e per la precisione z(a) ~ —a.

2. a) Risolvendo ’equazione come per il gruppo 1 otteniamo
4e4t
S lgedt
Dunque z(t) & definita per ogni ¢t € R, & decrescente, tende a 0 per t — —oc e a 4 per t — +o0.

x(t) =

b) La soluzione z(t) & definita per ogni ¢ se e solo se —4 < a < 0.
3. a) Per x — +o0 si ha f(z) ~ a/z? e g(z) ~ 1/2? e quindi
g(x)—f(x)wlx_iza per x — +oo e a # 1.
Invece per a = 1 si ha f(x) = 1/2% — 1/2% + O(1/2%) e g(x) = 1/2% — 1/(62°) + O(1/219), e

quindi

o) — f) ~ — .

x
b) Argomentando come per il gruppo 1 si ottiene che I'insieme A & limitato se e solo se g(z)— f(x)

¢ asintoticamente equivalente a una funzione negativa, vale a dire se e solo se a > 1.

c¢) A differenza di quello che succede per il gruppo 1 'area di A risulta essere sempre finita,
anche quando A é illimitato.

COMMENTI

e Seconda parte, esercizio 1. Una modo alternativo di risolvere I’esercizio consiste nello scrivere

lequazione (*) come
3

x
glx)=a con g(x):= =

(mi riferisco qui al gruppo 1) e studiare quindi il grafico della funzione g(z).

Il vantaggio di questo approccio € che la funzione g non dipende da a, e quindi ¢’¢ un unico
grafico da disegnare (senza dover distinguere vari casi come nella soluzione data sopra). Lo
svantaggio e che il grafico di questa funzione ¢ leggermente piti complesso di quello considerato
nella soluzione data sopra.

e Seconda parte, esercizio 1. Alcuni dei presenti hanno risolto ’equazione usando il seguente
“principio”: se ab = c¢ allora a = ¢ oppure b = ¢, cosa che perd non ¢ assolutamente versa se
¢ # 0. Si tratta di un errore molto grave.

e Seconda parte, esercizio 3a). Sorprendentemente nessuno dei presenti ha ricavato correttamente
la parte principale di g(z) — f(x) per il valore critico di a.
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PRIMA PARTE, GRUPPO 1.

1. Disegnando il grafico della funzione tan(2z) limitatamente all’intervallo [0, 7/2] si vede che la

disequazione & soddisfatta per x € [0, %) U [%”, g]

/

= [2(z —1)?] = 4(z +1).

2 a) 1292 ) [ G

(1 +.’IJ2)6; 9Q—x

3. 2x.

4. ckd<Ka<gh.

“+o0 1
1
5. Ponendo t = 1 — 222 si ottiene / zel =2 gy = 1 / et dt = Z.
0

—0o0

6. Si tratta di un’equazione lineare del primo ordine a coefficienti costanti: la soluzione genera-
le, che puo essere ottenuta sommando la soluzione dell’equazione omogenea ad una soluzione
particolare, & z:(t) = ae~* +3t—3 con a € R, e imponendo la condizione iniziale si ottiene infine

z(t) =4e ' +3t—3.

7. 11 termine generale a,, della serie soddisfa a, ~ n??/2" < (3/2)"/2" = (3/4)" e quindi la serie
& finita per ogni a > 0 (per confronto con la serie geometrica).

PRIMA PARTE, GRUPPO 2.

Lee o33

3 z/(x —1)°% / ’ 9
2. a) %; b) l (3?3] = [3(z — 1)*] = 9(x — 1)2.
3. 222,

4 hgagdke.

1 1 1 :
5. Ponendo t = 1 — 222 si ottiene /xelfz‘”’c2 dr = ~1 /et dt = fzet +c= 7161721’2 +c.

6. x(t) = 5e "t + 3t — 3.

7. 1l termine generale a,, della serie soddisfa a,, > 2" /n%*? che tende a +oco e quindi la serie non
e finita per alcun a.

PRIMA PARTE, GRUPPO 3.

e [l
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P

/!

w] = [4(z+1)]) =4

1+9a:2' 1k 22
6’ (z+1)

Ry
2/23.
. bk cxdxa.

—+00 1 3 3
Ponendo t = 3 — 222 si ottiene / ze372" dp — 1 / etdt = 6—.
0

— 00

x(t) = be™t + 2t — 2.

Il termine generale a,, della serie soddisfa a,, ~ 1 per a < 2, a, ~1/2pera=2e a, ~ 1/n%2
per a > 2 e quindi la serie ¢ finita quando a — 2 > 1 cioe per a > 3.

N

RIMA PARTE, GRUPPO 4.

1

2.

P

RN
2 1—112° )lx(x—i—l)h
(14 23)5 2-

/

= [2(z+1)% =4z +1).

2/x.
akKd<b<«kec.

2 o . 3—2z2 1 t L, L g op2
Ponendo ¢t = 3 — 22 si ottiene [ ze dr=—- [ e dt:fze +C:*16 +c.
z(t) =3e ! + 2t — 2.

Il termine generale a,, della serie soddisfa a,, ~ n3®/3" < (3/2)"/3" = (1/2)" e quindi la serie
¢ finita ogni a > 0 (per confronto con la serie geometrica).

RIMA PARTE, GRUPPO 5.

1

2.

3

4

ee-3-3u (-3

14 72% o (x—1)3 /_ r 2
a) T2 b)[ 1 = [3(z—1)*] =9(z— 1)

. 2/x2.

.cK<bxdxa.
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+oo 5 1 4 64
5. Ponendo t = 4 — 22 si ottiene / et T dr == / etdt = —.
0 2 ) o 2

6. x(t) =3et —t —1.

7. 1l termine generale a,, della serie soddisfa a,, > 3" /n3*® che tende a +oco e quindi la serie non
¢ finita per alcun a.

PRIMA PARTE, GRUPPO 6.

w37 3w
Leel-g-T)ul-5og)
2 92 '
1-"Tx ) = z . o
2. a) D b) [ G| T [4(z +1)] = 4.
3. —2x.

4. cKakgd<h.
2 o . 4—q? 1 t 1, 1 4 a2
5. Ponendo t = 4 — x* si ottiene [ ze dr = —3 e’ dt = —56 +c= —56 + c.

6. z(t) =4e! —t — 1.

7. 1l termine generale a,, della serie soddisfa a,, ~ 1 per a < 3, a,, ~1/2 per a =3 e a,, ~ 1/n%3
per a > 3 e quindi la serie & finita quando a — 3 > 1 cioe per a > 4.

3 } »X

SECONDA PARTE, GRUPPO 1.

1. b) Riscriviamo la disequazione 222 + 3z — ¢ > log x come
f(x)>c con f(x):=22*+3z—logw,

e osserviamo che questa disequazione é soddisfatta per ogni z > 0 se e solo se il valore minimo
m della funzione f(x) tra tutti gli « > 0 (supponendo che esista) soddisfa m > ¢. Studiando il
segno della derivata

2
f(z) = 42" +3x—1

x

otteniamo che la funzione decresce per < 1/4 e cresce per x > 1/4; da questo segue che
x = 1/4 ¢ il punto di minimo assoluto di f, e quindi i valori di ¢ cercati sono

c<m=f(1/4) = g +2log2 ~226.

a) La disequazione 222 + 3z — 2 > log x ¢ quella considerata al punto b) per ¢ = 2, e poiché
2 < m, questa disequazione vale per tutti gli z > 0.
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2.

a) Scriviamo la funzione f(z) nella forma

fl@)=1—exp(g(z)) con g(x):=x logcos(l/x?), (1)
e osserviamo che, quando x tende a +o0o, h := cos(1/xz*) — 1 converge a 0 e quindi
1
2x2a

(nell'ultimo passaggio abbiamo usato il fatto che cost — 1 ~ —t2/2 per t — 0). Dunque

log cos(1/xz*) =1log(1+h) ~ h=cos(1/z%) —1 ~ —

$1—2a
o) ~ T per oo, )
da cui segue che
o sea<1/2 1 ) sea<1/2
i =< — 3 = indi i =< 1-— =1/2
il}riloog(x) 1/2 sea=1/2 e quindi wkl_{loo f(z) 7 sea=1/2. (3)
0 SeCL>1/2 0 Sea>1/2

b) Quando x > 1 si ha che 1/z* ¢ compreso tra 0 e 1, quindi cos(1/x®) & strettamente positivo,
e pertanto la funzione f(z) & ben definita e continua, da cui segue che l'integrale che ci interessa
¢ improprio solo all’infinito. Inoltre quando z tende a 400, sappiamo dalla formula (3) che per
a < 1/2 la funzione f(x) tende a un limite strettamente positivo e quindi I'integrale improprio
vale +00. Se invece a > 1/2, usando la (1), il fatto che 1 — e* ~ —t per t — 0, e infine la (2)
otteniamo

1
f(x) ~ —g(z) ~ Sp2a—1 PO — +00;

applicando quindi il principio del confronto asintotico otteniamo che l'integrale che ci interessa
e finito se e solo se 2a — 1 > 1 ovvero a > 1.

a) Scegliamo come origine dell’asse a il centro della base del cilindro. Preso
allora il punto di coordinata x su questo asse, indichiamo con A, la sezione
corrispondente di A, vale a dire l'intersezione di A con il piano ortogonale
all’asse a che passa per il punto x. Come si vede dalla figura accanto, la
sezione A, ¢ data dall’unione di due triangoli rettangoli con base uguale
all’altezza h,, dove

hy = V12 —22.

Lo X
AeAxvisti dasopfa

A,

Da questo segue che
area(A,) = h2 =r? — 2%,

b) Per quanto visto a lezione il volume di A ¢ uguale all’integrale delle aree
delle sezioni A, per x compreso tra —r e r, vale a dire

r r h
volume(A) = / area(A,) dz AeA,vist di fronte

—-Tr

T xS,
:/ rzf:vzdx:‘rzxfg

-T

SECONDA PARTE, GRUPPO 2.

1.

2.

b) Analogo al gruppo 1. La disequazione in questione vale per ogni = > 0 se e solo se ¢ < m
dove m ¢ il valore minimo della funzione f(z) := 32% + z — logx, e facendo i conti si ottiene
m= f(1/3) =2/3 + log3 ~ 1,76.

a) La disequazione che ci interessa & quella considerata al punto b) per ¢ = 2, e poiché 2 > m,
non e soddisfata per ogni z > 0.

a) Analogo al gruppo 1. Scriviamo f(z) nella forma f(z) = 1 — exp(g(z)) dove
sinx
2z°

g(x) :==sinz log(l — 1/(2z2%)) ~ — per £ — +00,
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da cui si ottiene che

xgrfoog(x) =0 e quindi argr—ir-loo f(z)=0.
b) Poiché g(x) tende a 0 per + — 400 abbiamo che f(x) ~ —g(x); poiché inoltre |sinz| < 1
abbiamo che

1

@) ~ ()] < g1~ 1/(2a)] ~ -

Pertanto, usando i vari criteri del confronto, otteniamo che l'integrale improprio di |f(z)| &
finito se a > 1, da cui segue anche 'integrale improprio di f(z) ¢ finito se @ > 1. La discussione
di quello che succede per a < 1 & pit complicata e la omettiamo.

3. Uguale al gruppo 1.

SECONDA PARTE, GRUPPO 3.

1. b) Analogo al gruppo 1. La disequazione in questione vale per ogni z > 0 se e solo se ¢ > —m
dove m ¢ il valore minimo della funzione f(x) := 222 — 3z — log, e facendo i conti si ottiene
m= f(1) =—-1.

a) La disequazione che ci interessa & quella considerata al punto b) per ¢ = 1, e poiché 1 = —m,
e soddisfata per ogni x > 0.

2. a) Analogo al gruppo 1. Scriviamo f(x) nella forma f(z) =1 — exp(g(z)) dove

2—2a

g(x) := r*log cos(2/z") ~ —2z per x — +00,

da cui si ottiene che

—o0 sea<1 1 sea<1

. o1 . 1
Ingg(x) =¢—-2 sea=1 equindi mgrfoof(x) =4q1- o sea= 1.
0 sea>1 0 sea>1

b) Analogo al gruppo 1: Uintegrale improprio esiste ed ¢ finito se e solo se a > 3/2.

3. Uguale al gruppo 1.

SECONDA PARTE, GRUPPO 4.

1. b) Analogo al gruppo 1. La disequazione in questione vale per ogni z > 0 se e solo se ¢ < m
dove m & il valore minimo della funzione f(z) := 322 — 2 — logz, e facendo i conti si ottiene
m= f(1/2) =1/4+1log2 ~ 0,94.

a) La disequazione che ci interessa & quella considerata al punto b) per ¢ = 1, e poiché 1 > m,
non e soddisfata per ogni z > 0.

2. a) Analogo al gruppo 1. Scriviamo f(x) nella forma f(z) =1 — exp(g(z)) dove
g(x) := x sinz log(1 — 1/2%) ~ —2x'"“sinz  per x — +oo,
da cui si ottiene che

non esiste sea <1

lim .
0 sea>1

T—r+00

non esiste sea <1
(z) =

= e quindi lim T) =
0 sea>1 d T—+00 /(@) {

b) Analogo al gruppo 2: l'integrale improprio esiste ed ¢ finito se a > 2; omettiamo la discussione
di quello che succede per a < 2.

3. Uguale al gruppo 1.
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COMMENTI

Prima parte, esercizio 1. Questo esercizio ha creato difficolta alla maggior parte dei presenti,
presumibilmente perché e stato affrontato per la via meno idonea.

Prima parte, esercizio 6. Chiaramente & possibile risolvere questo esercizio applicando la formula
risolutiva per le equazioni lineari del primo ordine, ma questo comporta calcoli leggermente
piu complicati rispetto all’approccio suggerito sopra, vale a dire la risoluzione dell’equazione
omogenea e la ricerca di una soluzione particolare dell’equazione non omogenea.

Seconda parte, esercizio 2a). Per alcuni gruppi questo esercizio richiede di studiare varianti pit
o meno complicate del seguente problema: trovare il limite di (14 ¢)'/* per ¢ che tende a 0 (la
forma esatta dipende dal gruppo, ma il principio & questo).

L’approccio di molti dei presenti (riportato a questo caso semplice) ¢ stato quello di usare lo
sviluppo (14 ¢)®* =1+ ta+ --- sostituendo poi ad a il valore 1/t. Anche se in certe occasioni
puo dare il risultato giusto, questo procedimento non ¢ corretto perché ¢t non ¢ una costante e
anzi tende a +00, e infatti si ottiene come valore del limite 2 mentre quello corretto & e.

Per quanto ne so, I'unico modo “semplice” di studiare il comportamento asintotico di funzioni
della forma f(x)?®), vale a dire potenze in cui sia la base che 'esponente sono funzioni, consiste
nello scriverle come f(z)9®) = exp(g(x) log(f(z)) e quindi studiare il comportamento della
funzione g(x) log(f(z). Questo “trucco” & stato spiegato in piti occasioni, ma solo uno tra i
presenti lo ha messo in pratica.

Seconda parte, esercizio 3. Sia a’ I’asse contenuto nel piano di base del cilindro, passante per il
centro della base e ortogonale ad a: per calcolare il volume di A si possono anche considerare
le sezioni di A ortogonali all’asse a’, ovvero le intersezioni di A con i piani ortogonali al piano
della base e paralleli all’asse a: questa sezioni sono tutte rettangoli, e se si sceglie come origine
dell’asse a’ il centro della base del cilindro, preso un punto y sull’asse a’ la corrsipondente
sezione A, ha altezza |y| e base 24/r? — y2, per cui

VOlume(A):/ area(A,;)dy=/ lyl-2¢/r2 — 42 dy

-r -

2
T T 4
:/ 4y\/r2—y2dy=/ 2t1/2dt:§r3
0 0

(nel penultimo passaggio si usa il cambio di variabile t = 72 — y?).

T
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PRIMA PARTE, GRUPPO 1.

1. Va bene qualunque a della forma a = —7/2 + 2kw con k € Z.

1
2. 11 valore minimo & 0= f(=1).

3. a) +00; b) non esiste; c) 3.

8
4. N = = 56.

5. log(5/3) = log5h — log 3.

6. L’integrale ¢ finito per ogni a. y

1
7. Equazione a variabili separabili: x(t) = -3 log (3 — 2t3/2). y=—1/x (| V7€~

8. Le soluzioni sono x € (—o00,x0] U (0, +00) dove z¢ & dato nella figura

N
; X
accanto. %o
soluzioni y=—1/X

PRIMA PARTE, GRUPPO 2.

1. Va bene qualunque a della forma a = 7/2 + 2kw con k € Z.
U |
2. 1l valore minimo & —3= f(1).

3. a) 0; b) +00; c¢) non esiste.

7
v () -

5. log(5/4) = log5h — log 4.
6. L’integrale ¢ finito per a < 1.
. s s 1
7. Equazione a variabili separabili: x(t) = ~5 log(1 — 2 arctant).

8. L’insieme cercato € quello in grigio nella figura accanto.

PRIMA PARTE, GRUPPO 3.

1. Va bene qualunque a della forma a = 2kw con k € Z.

1
2. 11 valore minimo & 0= f(1).

3. a) 0; b) non esiste; c) 1/2.

9
4. N = = 36.
(7) =30

5. log(5/2) = logh — log 2.

6. L’integrale ¢ finito per a < 1/3.
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<<

1
7. Equazione a variabili separabili: x(t) = ~5 log(5 — 4/1). y=€ex

8. L’insieme cercato & quello in grigio nella figura accanto. ‘

PRIMA PARTE, GRUPPO 4.

1. Va bene qualunque a della forma a = 7 + 2k7 con k € Z.

1
2. 11 valore minimo & —3= f(=1).

3. a) 1/3; b) +o0; ¢) +o0.

8
4. N = =28.

5. log 2.
6. L’integrale ¢ finito per a > 1.
. s s 1
7. Equazione a variabili separabili: x(t) = ~3 log(1 — 3arctant).

8. Le soluzioni sono z € [x,0) U (21, +00) dove z( e x1 sono dati nella
figura accanto.

>
_q_ |
| soluzioni

SECONDA PARTE, GRUPPO 1.

1. a) Per ogni a > 0 la funzione f(z) := 2exp(—ax?) ¢ definita per ogni € R, & positiva e pari,
e tende a 0 per z — +oo. Studiando inoltre il segno della derivata f’(z) = —4ax exp(—ax?)
si vede che la funzione cresce per x < 0 e decresce per x > 0; in particolare 0 ¢ il punto di
massimo assoluto, e il valore massimo della funzione ¢ f(0) = 2. Sulla base di quanto appena
detto tracciamo un disegno approssimativo del grafico di f(x) pera=1ea=1/5.

y

y=2exp(—x2/5)
y=2exp(-x?)

i »X

b) Il punto del grafico di f di ascissa « ha ordinata y = f(x) e quindi la distanza d di questo
punto dall’origine ¢ data da

d= a2 +y? = \/$2 + f2(x) = \/x2 + 4 exp(—2az?).
Vogliamo trovare per quali z il valore di d ¢ minimo, e trattandosi di una funzione pari ci
limitiamo a considerare solo gli > 0. Studiamo quindi il segno della derivata di d per x > 0:
J— z(1 — 8aexp(—2az?))
V2 + dexp(—2az?)
Il denominatore di questa espressione e il fattore x al numeratore sono sempre positivi, mentre

studiando il segno del fattore 1—8a exp(—2ax?) al numeratore si hanno due casi: se log(8a) > 0,
vale a dire se a > 1/8, tale fattore & positivo per

log(8a)

2a
e negativo altrimenti, mentre se a < 1/8 tale fattore & positivo per ogni 2 > 0. Nel primo caso
la funzione d decresce per 0 < x < x, e cresce altrimenti, da cui segue che x, € il punto di
minimo assoluto, mentre nel secondo caso d risulta essere crescente per x > 0 e quindi 0 ¢ il

T > X =
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punto di minimo assoluto.
Riassumendo, i punti del grafico di f per cui la distanza d ¢ minima sono quelli di ascissa

_)o se a < 1/8,
|tz sea>1/8.

. a) La (*) & un’equazione differenziale lineare del secondo ordine a coefficienti costanti e non
omogenea. La corrispondente equazione caratteristica & A2 4+ 8\ 4+ 16 = 0 e I'unica soluzione &
A = —4. Pertanto la soluzione dell’equazione omogenea associata alla (*) &

Tom(t) = (c1 + cat)e™ con ¢,co €R.

Siccome il coefficiente —4 nel termine noto della (*) coincide con la soluzione (doppia)
dell’equazione caratteristica, cerchiamo una soluzione particolare della forma

i(t) = at’e™ con a € R.

Sostituendo questa espressione nella (*) otteniamo I'identita 2ae=4 = e=4 che & verificata per

o = 1/2. Pertanto la soluzione particolare cercata ¢ 3t?e~* mentre la soluzione generale &
z(t) = (c1+ cat + 3t%)e™  con cy,c3 € R. (1)

b) Distinguiamo diversi casi a seconda del segno del discriminante dell’equazione caratteristica.
Per A > 0 l’equazione caratteristica ha due soluzioni reali distinte

Mo2=—-atVa®—2a—-38

e quindi la soluzione dell’equazione omogenea &

At Aot

ZTom(t) = c1e™’ + coe con c1,c € R.

Se inoltre queste soluzioni sono entrambe diverse da —4, la (*) ammette una soluzione parti-

colare della forma ae~% (non calcoliamo il valore esatto di o perché non ci serve) e quindi la
soluzione generale e

z(t) = 1Mt 4 et + ae™* con ep,co € R.

Se invece A\; 0 Ay sono uguali a —4 la soluzione particolare sara della forma ate™**. Sia in

un caso che nell’altro si vede chiaramente che e possibile trovare una soluzione asintoticamente
equivalente a ce! per t — 400 se e solo se A\; 0 Ay sono uguali a 1, e quindi i valori di a cercati
sono quelli per cui

—a+va?—2a—-8=1;
spostando il —a a destra dell’uguale ed elevando al quadrato otteniamo un’equazione di primo
grado —2a — 8 = 2a + 1 la cui soluzione &

a=-9/4.
Per A < 0 la soluzione generale della (*) ¢ invece della forma
x(t) = €™ (c1 cos(wt) + casin(wt)) + ae™*  con c1,cp € R,

e quindi non pud mai essere asintoticamente equivalente a ce’.
Resta da considerare il caso A = 0, che si verifica per a = 4, —2. Per a = 4 la soluzione della (*)
¢ data dalla formula (1) e non ¢ mai asintoticamente equivalente a ce!. Per a = —2 la soluzione
e della forma

z(t) = (c1 + cat)e® + ae™  con cp,cy € R,
e di nuovo non pud mai essere asintoticamente equivalente a ce’.
Riassumendo, 1'unico valore di a che soddisfa quanto richiesto & a = —9/4.

c) Per a = —9/4 le soluzioni dell’equazione caratteristica sono 1 e 7/2, una soluzione particolare
della (*) & Z(t) = ae™* con o = 2/75, e infine la soluzione generale &
2
z(t) = cre + coe™? 4 %67475 con c1,co € R,

Siccome 7/2 & maggiore di 1, questa soluzione & asintoticamente equivalente a ce
ca = 0 e ¢; = ¢. Dunque le soluzioni cercate sono quelle della forma

! se e solo se

2
z(t) = ce' + 7—56_“ con ¢ # 0.
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3.

La funzione f(z) & definita per ogni z > 0 ed vale zero se
exp(z?) = exp(z'/?) & 22 =2Y? & 2(2*?-1)=0 & 2=0,z>1.

Quindi l'integrale che ci interessa ¢ improprio per x =0, z = 1 e x = +00, e per studiarlo lo
scomponiamo in integrali impropri semplici come segue:

i L e L @

Cominciamo a studiare il terzo mtegrale alla destra dell’uguale, applicando il cambio di variabile
x =14t in modo da ricondurci ad un integrale improprio in ¢t = 0:

o=, ey @

osserviamo ora che per ¢t =0 la funmone f (14t) vale 0 mentre la sua derivata vale 3/2; quindi
il suo sviluppo di Taylor all’ordine 1 &

3t

fl+1) = 5+ Oo(t%)
e pertanto per t — 0 si ha
3t N 1 2
2 f1+¢) 3¢’
da cui segue per il principio del confronto asintotico che I'integrale improprio in (3), ovvero il
terzo integrale alla destra dell’uguale in (2), & uguale a +oc.
Con lo stesso ragionamento si dimostra che il secondo integrale alla destra dell’'uguale in (2)
¢ uguale a —oo, e cio ¢ gia sufficiente a concludere che l'integrale improprio di partenza non
esiste, senza bisogno di studiare i rimanenti integrali in (2).

F1+1) ~

SECONDA PARTE, GRUPPO 2.

1.

a) La funzione f ¢ definita per ogni x € R, & strettamente negativa e pari, tende a 0 per
x — Fo00, decresce per x < 0 e cresce per x > 0; in particolare 0 ¢ il punto di minimo assoluto,
e il quindi il valore di minimo assoluto ¢ f(0) = —3. Nella figura sotto ¢ riportato il disegno
del grafico di f pera=1ea=1/10.

y==3exp(-x3)

<<

-3 =—3exp(—x?/10)

b) La distanze cercata &

d = /22 4 9exp(—2az?)
e procedendo come per il gruppo 1 si ottiene che i punti del grafico di f per cui la distanza d ¢
minima sono quelli di ascissa

. {0 se a <1/18 log(18a)

dove x4 := >
a

+z, sea>1/18
Analogo al gruppo 1. a) La soluzione dell’equazione (*) per a = 3/2 ¢
z(t) = (c1 + ot + 2t%)e ! con ¢y, € R
b) I valori di a cercati sono quelli per cui
13

1 .
M2 =—2at 4a2—4a—3:§ vale a dire a=-—cr.

c¢) La soluzione generale dell’equazione (*) per a = —13/24 &

3
z(t) = cr1e’? + 2?3 + de_?’t con ci,co € R.
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Siccome 5/3 & maggiore di 1/2 questa soluzione ¢ asintoticamente equivalente a ce*/? se e solo
se ca = 0 e ¢; = ¢, e dunque le soluzioni cercate sono

3
z(t) = cet’? + Ee_?’t con ¢ # 0.

3. Sostanzialmente uguale al gruppo 1: questo integrale improprio non esiste.

SECONDA PARTE, GRUPPO 3.

1. a) Analogo al gruppo 2.

b) La distanza d & uguale a quella nel gruppo 1, e quindi anche i punti di minima distanza.
2. Uguale al gruppo 1.

3. Sostanzialmente uguale al gruppo 1: questo integrale improprio non esiste.

SECONDA PARTE, GRUPPO 4.

1. a) Analogo al gruppo 1.

b) La distanza d & uguale a quella nel gruppo 2, e quindi anche i punti di minima distanza.
2. Uguale al gruppo 2.

3. Sostanzialmente uguale al gruppo 1: questo integrale improprio non esiste.

COMMENTI

e Seconda parte, esercizio 1b). Al momento di studiare il segno della derivata di d diversi dei
presenti hanno avuto difficoltd con lo studio del segno del fattore 1 — 8aexp(—2ax?), e in
particolare pochi si sono accorti del fatto che questo termine & sempre positivo se a < 1/8 (qui
mi riferisco al gruppo 1, ma lo stesso discorso vale per gli altri gruppi).

e Seconda parte, esercizio 2b). Come spiegato sopra, si tratta di trovare i valori di a per cui 1
risolve I’equazione caratteristica

A2+ 2\ +2a+8=0

(mi riferisco al gruppo 1) e il modo usato per risolvere questo problema consiste nello scrivere le
soluzioni A; o di questa equazione in funzione di a e di imporre che siano uguali a 1. Un modo
alternativo e piu elegante consiste nel sostituire 1 nell’equazione caratteristica, ottenendo

14+2a+2a+8=0,
e cercare quindi gli a per cui tale equazione ¢ effettivamente soddisfatta, vale a dire a = —9/4.

e Seconda parte, esercizio 3. Molti dei presenti si sono accorti del fatto che questo integrale e
improprio in 0 e +00, ma non che & improprio in 1.
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PRIMA PARTE, GRUPPO 1.

3. Il punto di massimo ¢ 2.

4. N =5-10% = 5000.

5. A—/Q(x—kl)—(xz—l)dz—g.

-1

.. . 1
per n — +oco e quindi la serie converge per a > —.
3n2a 2

6. Siha v/1+n=20—1~

7. Si tratta di un’equazione a variabili separabili:

x dx 1 e
= =¢*, cioe — = [ ¥dt, cioe — = =— +c,
x? x? T 2

e la condizione iniziale ¢ soddisfatta per ¢ = —3/2. Quindi

2
x(t) = FppeTl

soluzioni

8. La soluzioni sono g <z < 0 e x > x1 con xg e x; come in figura.

PRIMA PARTE, GRUPPO 2.

1 04—21.
3
1
2 —=; b) 2
a’) 2’ )

3. Il punto di minimo e 4.

4. N=5-9-8=360.

5. A:/1(1—2x2)—(2x—3)dm=9.

1 1
6. Si ha m -1~ 52a per n — +o0 e quindi la serie converge per a > 3
n

7. Si tratta di un’equazione a variabili separabili:
. 2t
T N dzx N 1 e
—2:th,6106 — = eAdt, cioe —— = — +e¢,
T T T 2

e la condizione iniziale & soddisfatta per ¢ = 1/2. Quindi

)
2 ! y=—1/x
t)=— . H ==
o) =~
8. L’insieme cercato & quello in grigio nella figura accanto. »X
_l, ,,,,,,,,,,,,,
=

PRIMA PARTE, GRUPPO 3.




Analisi Matematica I per Ingegneria Gestionale, a.a. 2013-14

QUARTO APPELLO, 18 GIUGNO 2014 — SOLUZIONI 61

2
2. 2; b) -.
2) 2 b) 2

3. Il punto di massimo ¢ 1.

4. N=5-9-8-7=2520.

2
5. A:/ (048) ~ (@ +1)dw = 3.
1

1 1
6. Si ha m -1~ 33 per n — +00 e quindi la serie converge per a > 3"
n

7. Si tratta di un’equazione a variabili separabili:
T ot .. [dz - o1 _
— =e ', coe [ = [eldt, cioe ——=—e""+c,
x x x

e la condizione iniziale ¢ soddisfatta per ¢ = 1/2. Quindi

2 2¢t
x(t) ‘

T2 t_1 92_¢t-

8. L’insieme cercato & quello in grigio nella figura accanto.

PRIMA PARTE, GRUPPO 4.

™
1. a=—.
‘73
1
2. —: b) 0.
2) 5 b)
3. Il punto di minimo & 0.

4. N =5-10% = 500.

5. A:/3(3—2x2)—(2x—1)dx:9.

—1

1 1
6. Si ha m -1~ 5,50 per n — +o00 e quindi la serie converge per a > 3
n

7. Si tratta di un’equazione a variabili separabili:

by .. [dz _ o1 _
— =e ', coe [ = [eldt, cioe ——=—e"+c,
x x

72
e la condizione iniziale ¢ soddisfatta per ¢ = 3/2. Quindi y
2 et f \
x(t) = = : A Y= Ux
®) 2e t -3 2—3et
8. La soluzioni sono x < x(y con xg come nella figura accanto. Xo > X
_l, ,,,,,,,,,,,,,,
soluzioni —ex—1

SECONDA PARTE, GRUPPO 1.

1. La funzione e —e € strettamente positiva per z > 1 e si annulla per x = 1. Pertanto la funzione
(e — e)1722 & ben definita e strettamente positiva per z > 1, mentre per x = 1 & ben definita
solo se I'esponente 1 + 2a ¢ strettamente positivo.

In generale dunque l'integrale che ci interessa € improprio sia in 1 che in +o00, ed esiste sempre,
in quanto integrale di una funzione positiva. Resta quindi da capire quando & finito e quando

no.
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Conviene a questo punto utilizzare il cambio di variabile x = ¢ 4+ 1 in modo da riportarsi ad un
integrale improprio in 0 e +o0c:

400 400
/ (ex o 6)1+2ad{£ _ / (et+1 _ e)1+2adt
1 0

+00 +oo
_ / (c(e! — 1))1+2adt _ 61+2a/ (et — 1)1+2a4
0 0

Spezziamo ora 1'ultimo integrale come somma dell’integrale tra 0 e 1 (improprio in 0) e dell’in-
tegrale tra 1 e +oo (improprio in +00). Osserviamo quindi che per ¢t — +o00 si ha e — 1 ~ ¢l e
quindi

(et _ 1)1+2a ~ e(1+2a)t .
Ricordiamo ora che

“+o0
/ e’ dt < 400 se e solo se b < 0,
0
e dunque, per il principio del confronto asintotico,
+oo
/ (e! —1)'2%4t < 400 se e solose 1 +2a < 0,.
1

Studiamo ora l'integrale tra 0 e 1: per t — 0 si ha e — 1 ~ t e quindi (e’ — 1)112¢ ~ ¢1+2a;
pertanto, ricordando che

1
/ tPdt < +00 se esoloseb>—1
0

ed usando di nuovo il principio del confronto asintotico, otteniamo che
1
/ (e! — 1)t < 400 seesolose 1 +2a > —1..
0

Mettendo insieme questi risultato otteniamo che I'integrale improprio di partenza ¢ finito se e
solo se —1 < 1+ 2a < 0, vale a dire

l<a< L
— a<—=.
2
Il volume dell’oggetto ottenuto B ottenuto bucando la sfera S & dato dal volume di S meno il

volume del cilindro C' e delle due calotte sferiche Dy e D5 disegnati nella figura sotto a sinistra
(per la precisione la figura riporta il disegno di una sezione assiale).

fffffffffff =
F{ ,
il

Detto R il raggio della sfera, r il raggio del cilindro (vale a dire il raggio della punta del trapano),
e h la semi-altezza del cilindro, per il teorema di Pitagora si ha

h=+vR?—-7r2=6mm. (1)

Pertanto
4 .
volume(S) = %R‘S ., volume(C) = 2mr?h = 2n(R* — h®)h. (2)

Le due calotte sferiche hanno chiaramente uguale volume, e per calcolarlo le vediamo come
solidi di rotazione, come suggerito nella figura sopra a destra:

R R

volume(D;) = / m(R* —2®)dr =7
h

Rz — —
T3

= g(QRg —3R%h 4+ h?). (3)
h
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Mettendo insieme le formule (1-3) otteniamo infine
volume(C') = volume(.S) — volume(C) — 2 - volume(D1)

(4R® — 6R’h + 6h® — 4R + 6R*h — 21°)

m

3
4

- %h?’ = (904,8 £ 0,1) mm? .

3. a) Indichiamo con x P'ascissa del punto p. Come si vede nella figura
accanto, 'angolo a corrispondente al vertice p del triangolo T, ¢
uguale all’angolo formato dalla retta tangente al grafico di f in p
e 'asse delle z, ed in particolare la tangente di « & il coefficiente
angolare della retta tangente, vale a dire f’(x). Dunque laltezza e
la base del triangolo T}, sono date rispettivamente da h = f(z) e
b= htana = f(z) f'(x), e quindi b

area(T,) = %bh = %fZ(x) ().

b) Stiamo cercando tutte le funzioni f per cui l'area di T}, assume lo stesso valore, che indichiamo
con a, per tutti i punti p, ovvero

1

§f2(x) f'(r) =a per ogni .

In altre parole f deve risolvere I'’equazione differenziale a variabili separabili % f2f" = a (quindi
la funzione incognita € f e la variabile indipendente & x, contrariamente al solito dove z & la
funzione incognita e t la variabile indipendente). Procedendo come visto a lezione si ottiene
quindi

rettanormale /[ graficodi f
retta tangente

1 1
i/fzdf:/adt, cioe gf?’:a:r—i—b, cioe f = v/6ax + 6b.

Essendo inoltre a e b costanti scelte arbitrariamente, possiamo eliminare il fattore 6 nell’ultimo
termine, ottenendo che le funzioni cercate sono tutte e sole quelle della forma

f(x) = Vaxr+b cona,beR.

SECONDA PARTE, GRUPPO 2.

1. Sostanzialmente uguale al gruppo 1 (cambia solo un esponente): lintegrale esiste sempre, &
finito per f% <a< f%, ed e uguale a +oo altrimenti.

2. Sostanzialmente uguale al gruppo 1 (cambiano solo le misure del diametro della sfera e della
punta del trapano: in questo caso R = 8,5mm, r = 4mm, quindi A = 7,5mm e la formula per
il volume trovata prima ci da

volume(B) = (1767,1 & 0,1) mm? .

3. Uguale al gruppo 1.

COMMENTI

e Prima parte, esercizio 2. In tutti i gruppi uno dei due limiti era del tipo

log(1 4 2?)
im ————.
T—+00 10g(2 + a:Q)

Per calcolarlo si noti che log(2 + z2) ~ log(z?) = 2logx per x — +oo, ed analogamente
log(1 + #3) ~ 3logz, per cui il limite & uguale a 3/2. La maggior parte dei presenti ha
sbagliato questo esercizio, forse pensando che siccome 2 + 2 <« 1 4 2 allora si ha anche
log(2 + #?) < log(1 + %), mentre invece cosi non &.
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Seconda parte, esercizio 1. Una soluzione alternativa (proposta da una dei presenti) la si ottiene
usando il cambio di variabile ¢ := e” — e: nel caso del gruppo 1 si ottiene infatti

+oo +oo t1+2a
/ (ea: — €)1+2ad$ = / dta
1 0

t+e
——
g(t)
quindi si spezza 'integrale a destra dell’'uguale come somma di due integrali impropri semplici
(il primo tra 0 e 1 e l'altro tra 1 e +00) e si osserva che per t — 07 si ha g(t) ~ 221 e quindi il
primo integrale improprio é finito se e solo se 2a +1 > —1, cioé a > —1, mentre per ¢t — 00 si
ha g(t) ~ 2% e quindi il secondo integrale improprio ¢ finito se e solo se 2a < —1, cio¢ a < —1/2.

Seconda parte, esercizio 1. La maggior parte dei presenti non si & accorta che la funzione
da integrare non e definita in 1 quando I’esponente € negativo, e pertanto ha trattato questo
integrale come se fosse improprio solo in +oc.

Seconda parte, esercizio 1. Nella discussione dell’integrale improprio all’infinito alcuni hanno
trattato e’ come se fosse 2°, e quindi hanno detto che l'integrale converge se e solo se b < —1
(mentre invece basta b < 0).
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PRIMA PARTE, GRUPPO 1.

2 3 S+
2\ —2z —2zx,
1. a) 2z — 2z%)e " = 22(1 — x)e = b)1 x+1 il

2. bgakgexd
3. —x?/2.

oo 2 oo 2 dt ™
4. Con il cambio di variabile z = ¢/v/2 + 1 si ottiene / e 2@V gy = / et ﬁ =3

5. La funzione integranda non ¢ definita per x = —2, —1; quindi 'integrale ¢’ improprio e semplice
solo per a = —1.

6. Si tratta di un’equazione differenziale lineare del primo ordine: la soluzione generale dell’e-
quazione omogenea associata ¢ Tom(t) = ae! con a € R, quella dell’equazione di partenza &

z(t) = ae’ + 1, e infine quella che soddisfa la condizione iniziale assegnata ¢ x(t) = —e’ + 1.
IXontt IR oy 1
7. Si tratta di i tri fata: =2 (f) =2 =6
i tratta di una serie geometrica appena camuffata nz::o 3 EZ: 3 —2/3
8.
PRIMA PARTE, GRUPPO 2.
2 3 T =5 2y, —3x —3a
1. a)_l—x_l—t—x:l—xQ; b) (22 — 3z7)e " = x(2 — 3z)e™"".
2. bgd<«cka.
3. —1/2%
oo 3 1)2 oo 2 dt s
4. Con il cambio di variabile z = t/\/§ — 1 si ottiene / e 3@t gy — / et —=4/=.
—oo —oo V3 3
5. La funzione integranda non & definita per x = —3,1; quindi l'integrale ¢’ improprio e semplice

solo per a = 1.

6. Si tratta di un’equazione differenziale lineare del primo ordine: la soluzione generale dell’e-
quazione omogenea associata ¢ Tom(t) = ae™! con a € R, quella dell’equazione di partenza &

x(t) = ae™t — 1, e infine quella che soddisfa la condizione iniziale assegnata ¢ z(t) = e=% — 1.
X g+t X 3\n 1
7. Si tratta di una serie geometrica appena camuffata: T;) YT 3; (1) = 31 ~3/a =12.
8,  y=f(X

-] 3
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PRIMA PARTE, GRUPPO 3.

3 2 S—z
2 3\ ,—2x 2 —2z,
1. a) (3z* —22%)e " = a*(3 — 2x)e ,b)l :v+1 el 1

Lakgdgceghb.

. —2?/12.

oo 2 oo 2 dt ™
. Con il cambio di variabile z = t//3 + 1 si ottiene / e 3@V gy = / et % =\/3

. La funzione integranda non & definita per x = 1, 2; quindi 'integrale e’ improprio e semplice
solo per a = 2.

. Si tratta di un’equazione differenziale lineare del primo ordine: la soluzione generale dell’e-
quazione omogenea associata ¢ Tom(t) = ae! con a € R, quella dell’equazione di partenza &
z(t) = ae’ — 1, e infine quella che soddisfa la condizione iniziale assegnata ¢ x(t) = e* — 1.

+oo “+o0
3" 1 3\ 1 1
. Si tratta di una serie geometrica appena camuffata: E —_— == E (7) = - =1.
n+1 _
4 4 = 4 41-3/4

n=0

PRIMA PARTE, GRUPPO 4.

a) — 3. 2 S5+4w
' 1l—z 142  1-—2z2%

b) (322 — 32%)e™3* = 322(1 — x)e 37,

.d<cxakhb.

. —6/22.
+oo 9 12 +oo 2 dt s
. Con il cambio di variabile x = t/\/§ — 1 si ottiene / e 2@+ g — / e — =4/ —.
oo oo V2 2
. La funzione integranda non ¢ definita per x = —1, 3; quindi l'integrale ¢’ improprio e semplice

solo per a = 3.

. Si tratta di un’equazione differenziale lineare del primo ordine: la soluzione generale dell’e-
quazione omogenea associata ¢ Tom(t) = ae™! con a € R, quella dell’equazione di partenza &

z(t) = ae~t + 1, e infine quella che soddisfa la condizione iniziale assegnata ¢ x(t) = —e~! + 1.
K2t 1R 2y 11
. Si tratta di una serie geometrica appena camuffata: Z ErEs) = 3 Z (g) = 37C 273 =1.
y

y=If (-1
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SECONDA PARTE, GRUPPO 1.

1. a) Procediamo per passi: l’equazione omogenea associata alla (*) ¢ & + « = 0, I'equazione
caratteristica corrispondente & A2 + 1 = 0, ed ha come soluzioni A = #i. Pertanto la soluzione
dell’equazione omogenea é:

Zom(t) = a1 cost + agsint  con ag,as € R. (1)

Osserviamo adesso che il termine noto della (*) non appare nel ricettario dato a lezione, ma
si scrive come somma di due termini, 1 e sin(at), che ci appaiono. Pertanto una soluzione
particolare della (*) la otterremo come somme di due soluzioni particolari z1 e x2 delle seguenti
equazioni

I4+x=1, &+ x=sin(at).
11 termine noto della prima di queste due equazioni ¢ una costante (o polinomio di grado 0) e
quindi una soluzione particolare la si trova tra le costanti, e per la precisione

xz1(t) =1. (2)
Per quanto riguarda la seconda equazione, il ricettario dice di cercare una soluzione particolare

tra le funzioni della forma x(t) = ¢; cos(at) + o sin(at) con ¢1,ce € R, e facendo i dovuti conti

otteniamo (at)
sin(at
Ig(t) = 1— a2 .

Mettendo insieme (1-3) otteniamo infine che la soluzione generale della (*) &

(3)

sin(at)
1—a?

Imponiamo ora che z soddisfi le condizioni iniziali (0) = (0) = 0; cosi facendo otteniamo

{Ozx(O):a1+1 {alz—l
Oovvero

x(t) = oy cost + agsint + 1+

con ay,as € R.

0=1(0) =az + %= g = —
e la soluzione cercata & quindi
sin(at) — asin(t)
1—a?
b) Rivedendo quanto fatto sopra ci si accorge che la soluzione particolare dell’equazione &+ =
sin(at) data nella formula (3) non ha senso per a = 1. Infatti per a = 1 le funzioni della forma
x(t) = ¢1 cost + cosint sono soluzioni dell’equazione omogenea e pertanto non possono essere

anche soluzioni della non omogenea, e di conseguenza la soluzione particolare va cercata tra le
funzioni della forma x(t) = c1t cost + catsint. Facendo i dovuti conti si ottiene

z(t) =1 —cost + con aq, g € R..

t
xo(t) = —3 cost,
e la soluzione generale della (*) pera =1 ¢&

t
z(t) = (oq — 5) cost+ agsint+1 con ag,as € R..

2. Osserviamo innanzitutto che la serie in questione ¢ a termini positivi e quindi ci sono solo
due comportamenti possibili: la serie converge ad un numero finito oppure diverge a +oco.
Osserviamo inoltre che per n — 400 il termine generico soddisfa

n+ logn 1
a ~ a :
n2log®n  nlogn

Pertanto, per il principio del confronto asintotico il comportamento della nostra serie coincide
con quello di

—i:.o 1
a )
nzznlog n

e per il principio del confronto integrale il comportamento di quest’ultima serie coincide con
quello dell’integrale improprio
+oo d
T
/2 zloglz
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Come visto a lezione, applicando il cambio di variabile ¢ = log x questo integrale diventa

/+OO dt
log 2 3

e pertanto converge ad un numero finito se e solo se a > 1.
E lo stesso vale per la serie di partenza.

a) Osserviamo che i seguenti fatti sono equivalenti:
(i) f(z) =25 — az® + 9z & crescente su tutto R;

(ii) f'(z) = 5z* — 3ax® +9 > 0 per ogni z € R;

(iii) il valore minimo di f’ su R & maggiore o uguale a 0.
Dobbiamo dunque calcolare il valore minimo m di f’ su tutto R e poi determinare i valori di
a € R per cui m > 0. Per trovare il punto di minimo di f’ studiamo il segno della derivata
f"(z) = 202® — 6ax = 2(20 2% — 6a). Si presentano due casi: se a < 0 otteniamo che z = 0 & il
punto di minimo assoluto, per cui m = f/(0) = 9 ed & sempre positivo; se invece a > 0 abbiamo
che = +/3a/10 sono i punti di minimo assoluto, per cui

9
m = f'(£+/3a/10) = %(20 —a?),
ed in particolare m > 0 per a < /20 (ricordo che a > 0 per ipotesi). In conclusione f &

crescente su tutto R se e solo se a < v/20.

b) Osserviamo che f(z) & asintoticamente equivalente a % per x — +o00, vale a dire

N LC))
z—+oo 9

=1.

Usando ora il cambio di variabile y = f(z), e tenendo conto che £ — 400 quando y — +o0,
otteniamo
1/5
. Yy . Y
lim ———=1 = lim ——— =1
y=too (f71(y))° y=too f71(y)
= f7'(y) ~y"/° per y — +oo.

Analogamente, usando il fatto che f(z) ~ 9z per x — 0, otteniamo che

F )~ g pery 0.

COMMENTI

Prima parte, esercizio 5. Stranamente quasi nessuno dei presenti ha svolto correttamente questo
esercizio.

Prima parte, esercizio 6. E anche possibile anche riscrivere I’equazione differenziale in questione
come un’equazione a variabili separabili; per esempio per il gruppo 1 si ha & =« — 1.

Seconda parte, esercizio 3a). Un modo alternativo per capire quando vale la condizione
f'(x) =52 —3az? +9>0 per ogni z € R,
¢ utilizzare il cambio di variabile 2 = ¢ per riscriverla come
5t —3at +9 >0 per ognit > 0. (4)

Qui ¢’® un punto delicato: detto A = 9(a? — 20) il discriminante del trinomio 5t2 — 3at + 9,
la condizione A < 0 ¢ sufficiente affinché valga la (4), ma non & necessaria. Infatti la (4) vale
anche quando A > 0 e le radici di 5¢2 — 3at + 9 sono entrambe negative o nulle.

Seconda parte, esercizio 3a). Nessuno dei presenti ha risolto correttamente questo esercizio.
E nello studiare il segno della derivata, alcuni dei hanno anche detto che la disequazione di
secondo grado 5t2 — 3at +9 > 0 & soddisfatta (per ogni t) quando il discriminante A & positivo,
invece che negativo. ..
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PRIMA PARTE, GRUPPO 1.

1. a<—1.
2. a) 1/2; b) 0; ¢) +oo.

3. N =5%.93.16% = 4.665.600.

. . . c e . _ar s €
4. Integriamo per parti, usando il fatto che una primitiva di e™** & —
a
+o0 . e—ax +oo +oo e—ax e—ax +oo
re  dr=|—x + de = | — —;
0 a 0 0 a a 0
5 Sih n® —sin(n®)  n? . . .
. Si ha “on e om < -2 Per cui la serie converge per ogni a.

6. Partendo da x := t%logt si ottiene @ = t*~!(alogt + 1) e sostituendo 1'equazione differenziale

diventa (a + 2)t%logt + t* = t*, che & soddisfatta per a = —2.

7. La soluzione ¢ z(t) = (c; + cat)e?! con cy,co € R.

PRIMA PARTE, GRUPPO 2.

1. a>-2.
2. a) 0; b) non esiste; c¢) —1.

3. N =(21-20)-93- (19 -18) = 104.713.560.

. . . o s . . €
4. Integriamo per parti, usando il fatto che una primitiva di e™** &
a
e—az e—llI $e—az e—az axr _|_ 1
/xe_“dx:—x —I—/ dr = — -5 te=——3
a a a a a
n® —log(n*)  n® 1

5. Si ha

5 e " pga T pa per cui la serie converge per a > 1.

6. Partendo da x := t%logt si ottiene i = t*~!(alogt + 1) e sostituendo 1'equazione differenziale

diventa (a + 3)t*logt + t* = t, che & soddisfatta per a = —3.
7. La soluzione & x(t) = (cj cost + casint)e™2! con ¢y, co € R.

8. Y y=2|cosx-1]

PRIMA PARTE, GRUPPO 3.

1. Nessun a.
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2. a)2; b) +oo; ¢) 1.
3. N=(21-20)-(9-8-7)21% = 93.350.880.
axr
4. Integriamo per parti, usando il fatto che una primitiva di e** ¢ —
0 az |0 0 ax az |0
1
/ xe‘”dx::ce— —/ Ldz:_% =-=
oo oo o @ a? |_ a
a a a
— 1
5. Si ha w ~ 53“ = 20 PO cui la serie converge per a > 1/2.
6. Partendo da = := t%logt si ottiene & = t*~!(alogt + 1) e sostituendo 1’equazione differenziale
diventa (a — 1)t%logt + t* = t*, che & soddisfatta per a = 1.
7. La soluzione ¢ z(t) = (c1 + cat)e™%! con c1,cp € R.
8. Y y=1-sin|x|

PRIMA PARTE, GRUPPO 4.

a <1.
a) +00; b) non esiste; ¢) —2.

N =212-(9-8-7)-(21-20) = 93.350.880.

ar
Integriamo per parti, usando il fatto che una primitiva di e** ¢ —

eaz eaa: xeaw eaw ar — 1
zedr=2— — | —dx = 5+ —e
a a a a a

n® + 2" A . . .
—— — 400, per cui la serie diverge a +oo per ogni a.

Siha ————— ~
! 8Llogn—i—n&l n3e

Partendo da x := t%logt si ottiene & = t*~!(alogt + 1) e sostituendo 1’equazione differenziale
diventa (a — 2)t%logt + t* = t*, che & soddisfatta per a = 2.

La soluzione ¢ z(t) = (¢ cost + casint)e?t con ¢1,co € R.

Y y=sin|x-71

SECONDA PARTE.

1.

a) Visto che usiamo la lettera x per indicare 1’ascissa di un punto del grafico di f, per scrivere
I’equazione della retta tangente al grafico in tale punto usiamo come variabile indipendente la
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lettera t. Cosi facendo '’equazione ¢

y=r (@)t -2)+ f(2),

e quindi la retta in questione passa per 'origine se per t = 0 otteniamo y = 0, vale a dire se
0= f(x) —z f'(x). Nel caso specifico questa equazione diventa

213 —32° = a. (1)
g(x)

b) A questo punto il numero di rette tangenti al grafico di f che passano per l'origine ¢ uguale
al numero di soluzioni dell’equazione (1).
Per calcolare questo numero al variare di a studiamo il grafico della
funzione g(x). Tale funzione & definita per ogni z € R, tende a +oo
per © — +oo, e studiando il segno della derivata ¢'(z) = 6x(z — 1)
otteniamo che g(z) cresce per < 0 e per > 1, e decresce 0 < z < 1.
In particolare 0 & un punto di massimo locale (e g(0) = 0) mentre 1 &
un punto di minimo locale (e g(1) = —1).
Sulla base di quanto appena detto ricaviamo il grafico nella figura
accanto, da cui risulta chiaro che

e per a < —1 e per a > 0 'equazione (1) ha una soluzione;

e per a = —1 e a = 0 'equazione (1) ha due soluzioni;

e per —1 < a < 0 I'equazione (1) ha tre soluzioni.

. a) Per a =1/2 l'insieme A & definito dalle disequazioni

) <y < V1422,

1l grafico della funzione |z| & noto, mentre per quanto riguarda la funzione g(z) := V1 + a2,
osserviamo che ¢ definita per ogni « € R, & pari, soddisfa g(x) > |z| per ogni z, e per x — +00
si ha
14 1/2
gle) = (1+ ;) — 2 [1+0(1/a?)] =z + O(1/x)
(nel primo passaggio abbiamo raccolto z e nel secondo abbiamo usato lo sviluppo di Taylor
(1+t)2 =14+ 0(t) con t = 1/2?). Analogamente si ottiene che g(z) = —2 + O(1/x) per
x — —00, e dunque g(x) = |z| + O(1/x) per x — +o0, il che significa che i grafici di g(z) e |z|
sono sempre pil vicini quando = tende a +oo. Infine, studiando il segno della derivata
x

/!
9g\2) = —F—7—=
@)= ==
si ottiene che la funzione cresce per x > 0 e decresce per x < 0. Sulla base di quanto appena
detto tracciamo il disegno sottostante.

b) Siccome 2% < x? + 1 per ogni z, elevando alla potenza a otteniamo che |z|?* < (1 + 22)% e
quindi 'intersezione di A con la retta verticale data dai punti di ascissa x & sempre un intervallo
non vuoto (come nel caso a = 1/2). Pertanto

+oo
area(A) = / (1+2%)" — |z** dx,

— 00

e usando il fatto che la funzione integranda e pari otteniamo

area(A) = 2/(:00(1 +22)% — 2 dx . 2)
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Si tratta ora di capire per quali a questo integrale improprio semplice ¢ finito. A questo scopo
calcoliamo la parte principale della funzione integranda per z — 4o00:

1\e a 1 a
“”2)“”2“:9”2“[(1%2) ‘1} :f”%[”xzw(ﬂ) ‘1} ~ o
(nel primo passaggio abbiamo raccolto #2? e nel secondo abbiamo usato lo sviluppo di Taylor
(14 t)* =1+ at+ O(t?) con t = 1/2%). Applicando infine il principio del confronto asintotico
otteniamo che l'area di A, ovvero lintegrale improprio in (2), ¢ finita se e solo se 2 — 2a > 1,
vale a dire a < 1/2.

Indichiamo con h 'altezza di un cono C iscritto nella sfera.

&

Come risulta chiaro dal disegno sopra, il raggio di base del cono ¢ allora dato da

r:\/RQ—(h—R)2:\/2Rh_h2

e pertanto il volume e
volume(C) = g?”2h = g(2Rh2 —h3).

Dobbiamo quindi trovare il punto di massimo della funzione g(h) := 2Rh? — h? tra tutti gli h
compresi tra 0 e 2R (vale a dire i valori ammissibili per ’altezza di un cono iscritto). Studiando
il segno della derivata ¢'(h) = 4Rh — 3h? = h(4R — 3h) otteniamo che la funzione cresce per
h < %R e decresce per h > §R7 e in particolare h = %R ¢ il punto di massimo.
Pertanto il cono cercato & quello di altezza h = %R e raggio di base r = ?R, ed ha volume
V =3T3,

81

COMMENTI

Seconda parte, esercizio 3. Molti dei presenti hanno spezzato l'integrale improprio da calcolare
per ottenere l'area come somma di due integrali impropri nel modo seguente

+o00 —+oo +oo
/ (14 2%)2 — |z|*?dz = / (14 2%)%%dx — / |z|2* da .
0 0 0

Succede pero che i due integrali cosi ottenuti sono sempre uguali a 400 (ricordo che a > 0 per
ipotesi) e quindi questa scomposizione non permette di dire alcunché sull’integrale di partenza
(invece molti dei presenti ne hanno dedotto che 1’area di A non é finita).

Seconda parte, esercizio 3. E possibile impostare il problema diversamente, prendendo per
esempio come variabile il raggio di base del cono (invece dell’altezza). Questa impostazione ¢
corretta, ma sfortunatamente porta a calcoli nettamente piu complicati.
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PRIMA PARTE, GRUPPO 1.

32 3z2 622

2 3\ ,—x. —
1. a) (3z® —x%)e™™; b) pe s R S i

N w

2. Calcolare i seguenti limiti: a) 0; b) —oo; c)

8
. N={(_)=s6.
3 (3> 56

1
4. Tl punto cercato ¢ x = —5
5. Usando il cambio di variabile y = sinx + 1 si ottiene

a+1 s 1 a+1
/(sinerl)“cosxdac:/y“dy: g+1 = (sz¢1) +c¢ conceR..

6. Ogni a > 0.
7. x(t) = e % (c1 cost + casint) + 2 con ¢1,¢a € R.

8. y yFU(x-1)>1

soluzioni

PRIMA PARTE, GRUPPO 2.

312 3z2 _ —612
341 a3—-1 26-—1

1. a)

); b) (1 —2z)e 2",
2. Calcolare i seguenti limiti: a) 0; b) —oo; ¢) 0.

7
3. N= = 35.

4. Tl punto cercato & = = 0.

5. Usando il cambio di variabile y = logz — 1 si ottiene

“ (logz — 1)° !
/ (logz —1) dx:/yady:
e T 0

6. Deve essere 0 < a < 2/3.

yaJrl 1

a+1

1
o a+1’

7. x(t) = th(cl cost + casint) — 1 con ¢, c2 € R.

8. )

soluzioni | A

PEEN

R mam i i (




Analisi Matematica I per Ingegneria Gestionale, a.a. 2013-14

74 SETTIMO APPELLO, 18 SETTEMBRE 2014 — SOLUZIONI

PRIMA PARTE, GRUPPO 3.

2 2 4
i i T b) (3% + 22°)e?".

1. - -
a)xQ—l 24+1 2t-1

N W

2. Calcolare i seguenti limiti: a) —oo; b)

7
3. N = (2> =21.

4. Tl punto cercato e x = 1.

; €) —o0.

5. Usando il cambio di variabile y = sinx + 1 si ottiene

/2 2
/ (Sinx—l—l)“cosxdx:/ ytdy =
—m/2 0

ya+1

a+1

2 2a+1

o a+1’

6. Deve essere 0 < a < 1/2.

7. x(t) = e*(cy cost + casint) — 2 con ¢y, ¢z € R.

8 X
y=1/(x-1)3+1+
,,,,,,,,,,,,
i 2 »X
y=x ' soluzioni
PRIMA PARTE, GRUPPO 4.
2x 2z —4x

1. a) (22 —2%)e™"; b)

241 22-1 24-1

2. Calcolare i seguenti limiti: a) cos1; b) +oo; ¢) 0.

8
. N= =T70.
v (%) -

4. 1l punto cercato e = = 0.

5. Usando il cambio di variabile y = loga — 1 si ottiene

1 —-1)° a+l 1 —1)ett
/%dm:/yady:g+1:(ogz+l) +c conceR..

6. Deve essere a > 1.

7. x(t) = e % (ci cost + casint) + 1 con ¢y, co € R.

8. y -
soluzioni
=N 1 ]
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SECONDA PARTE.

1. a) Dividendo l’equazione per ¢ otteniamo

43
et

t )

che & un’equazione lineare del primo ordine (a coefficienti non costanti). Ora, una primitiva
del coefficiente 3/t & 3logt; moltiplichiamo quindi tutta equazione per exp(3logt) = t* e
procedendo come al solito otteniamo

T+ —r=
+t

—¢3

1 3.9 3c—e
a:(t)ztg{/e tdt—i_c}:gt?’ conc€R, (1)

(la primitiva nel secondo termine ¢ stata calcolata usando il cambio di variabile s = —¢3).
b) Affinché il limite della soluzione z(t) per ¢ — 0T sia finito & necessario che il numeratore
nell’ultimo termine di (1) sia nullo in 0, vale a dire 3¢ = 1, e dunque 'unica soluzione che
potrebbe avere limite finito in 0 &

1—e
o(t) = ———

®) 3t3

Resta da verificare che il limite di tale funzione sia effettivamente zero (la condizione che il
numeratore si annulli in zero € necessaria, ma non sufficiente). In effetti

1—e? e’ —1
lim z(t) = lim ———— = lim =1
t—0+ t—0+ t3 s—0— S
(nel secondo passaggio abbiamo usato nuovamente il cambio di variabile s = —t3).

. Quando x tende a +oo abbiamo che
fa($> — (.%‘2 T 2)a ~ an

e dunque g,(x) := 22 ¢ la parte principale cercata.
Ricordo poi che una funzione ¢ convessa se la derivata seconda & sempre positiva (o nulla). Ora

fole) = 2ax(a® +2)°71, fil(z) = 2a((2a — 1)2? + 2)(2® +2)72, (2)
e quindi & chiaro che f & sempre positiva (ovvero f, & convessa) se e solo se il fattore
(2a — 1)x? +2

¢ sempre positivo, ovvero se e solo se 2a — 1 > 0, vale a dire a > 1/2.

b) La funzione f,(z) & ben definita e positiva per ogni z € R, mentre dallo studio del segno
della derivata prima calcolata in (2) otteniamo che f,(z) cresce per x > 0 e decresce per x < 0.
Abbiamo inoltre gia visto che per a > 1/2 la funzione f, ¢ sempre convessa, mentre per a < 1/2
lo studio del segno della derivata seconda calcolata in (2) ci mostra che

e f, & convessa nell’intervallo —c¢, < z < ¢, dove ¢, := 1/2/(1 — 2a);

e f, & concava nelle semirette x < —c, e T > ¢,.
Usando quanto detto (e il fatto che f, ~ x?? per # — +o00) otteniamo i grafici nella figura
sottostante.

fa(x), @12

z(X)
£,(¥), a<l/2
»X

¢) Si vede subito che f,(z) > g.(x) per ogni x > 0, ovvero il grafico di f, giace sopra di quello
di g,. Questo ci dice che I'area dell’insieme A, ¢ data dall’integrale

+oo
area(4,) = /0 fo(x) — go(z) dx .
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Questo integrale e improprio all’infinito, ed esiste sempre perché la funzione integranda f, — g,
€ positiva; si tratta quindi di capire per quali a ¢ finito. Cerchiamo dunque la parte principale
della funzione integranda per x — 400

fa(x) — gal(z) = (x2 +2)% — z%a

2\a
= [(1e ) ]
x
2 1
sz“{l—I——Z +O(—4) - 1} ~ 2a %72
x x

(nel secondo passaggio abbiamo raccolto x2? da tutti i termini, nel terzo abbiamo usato lo
sviluppo di Taylor (1 + #)* = 1 + at + O(t?)). Utilizzando infine il principio del confronto
asintotico per gli integrali impropri otteniamo che 'area di A, ¢ finita se e solo se l'integrale
improprio froo 22972 dz & finito, ciod se e solo se a < 1/2.

a) Il modo piu semplice per ottenere questo sviluppo di Taylor ¢ applicare la definizione e
calcolare le derivate della funzione tan z fino a quella di ordine 3. Cosi facendo si ottiene

23
tanm:x%—?—&—O(Jc‘r’) (3)

(il resto & O(2%) e non O(x*) perché la funzione tan x & dispari).

b) Osserviamo che, per  — 0,
tan(log(1 + 22)) ~ log(1 + 2%) ~ x* (4)

(nel primo passaggio abbiamo usato il fatto che tant ~ t per ¢ — 0 ponendo t = log(1 + z?),
nel secondo abbiamo usato che log(1 +t) ~ t per t — 0 con t = z2). Analogamente abbiamo
che, sempre per x — 0,

tan(z®) ~ a%,
e mettendo insieme questa formula con la (4) otteniamo

%+ o(z®) ~ 2® se a < 2,

tan(z®) — tan(log(1 + xz)) - {—xQ +o(x?) ~ —2% sea>2

Resta da considerare il caso a = 2, per cui i calcoli fatti sopra non sono sufficienti a determinare
la risposta. Osserviamo che

4

tan(log(1 4+ z%)) = log(1 + 2*) + O(log(1 + 2%))*) = 2* — % + O(2%) (5)

(nel primo passaggio abbiamo usato lo sviluppo tant = t + O(t3) con t = log(1 + 2?), nel
secondo abbiamo usato lo sviluppo log(1 + t) =t — t2/2 + O(t3) con t = 2?). Analogamente si
ottiene che

tan(z?) = 2% + O(2%),
e mettendo insieme questa equazione con la (5) otteniamo infine

4 4

tan(z?) — tan(log(1 + %)) = % + O(z%) ~ % .



