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Avvertenze

Gli scritti d’esame per il corso di Analisi in pit Variabili III consistono solitamente di
otto problemi di cui dare una soluzione articolata. Di questi, i primi quattro o cinque sono
relativamente semplici, nel senso che ammettono una soluzione di poche righe o comunque
possono essere facilmente ricondotti a fatti e/o calcoli noti. Il tempo a disposizione & di tre ore.

La prima sezione di questa raccolta contiene i testi di tutti gli scritti, incluse le prove in
itinere, mentre la seconda contiene una traccia delle soluzioni.

Programma del corso.

Sono riportati in corsivo gli argomenti non fondamentali.

1. SERIE DI FOURIER

1.1 Rappresentazione di una funzione di periodo 27 come serie di Fourier reale e complessa su
R. La base di Fourier (complessa) come sistema ortonormale; teorema di approssimazione
Weierstrass e massimalita di tale sistema. Convergenza totale della serie di Fourier per
funzioni di classe €.

1.2 Derivazione dell’equazione del calore e delle onde. Soluzione dell’equazione del calore e
delle onde tramite serie di Fourier. Ruolo dei dati iniziali e delle condizioni al bordo.

1.3 Varianti della serie di Fourier: per funzioni su un intervallo e nulle al bordo; per funzioni
sul quadrato.

1.4 La base di Fourier come sistema di autovettori di un operatore autoaggiunto. Disugua-
glianza isoperimetrica nel piano.

2. CONVOLUZIONE DI FUNZIONI E TRASFORMATA DI FOURIER

2.1 Rappresentazione di una funzione su R come combinazione integrale delle funzioni trigo-
nometriche complesse. Derivazione euristica a partire dalla serie di Fourier.

2.2 Prodotto di convoluzione di due funzioni su R. Proprieta elementari della trasformata di
Fourier: trasformata del prodotto e del prodotto di convoluzione, della traslazione, della
derivata. Dimostrazione della formula di inversione.

2.3 Risoluzione dell’equazione del calore tramite trasformata di Fourier, e rappresentazione
della soluzione tramite il nucleo del calore.

2.4 Convoluzione e distribuzione della somma di due variabili aleatorie indipendenti. Dimo-
strazione del teorema del limite centrale tramite trasformata di Fourier. Trasformata di
Fourier per funzioni di piv variabili.

2.5 Richiamo: compattezza e compattezza sequenziale; teorema di Ascoli-Arzela, teorema
di Tychonov (dimostrato solo per un prodotto numerabile di spazi metrici compatti).
Teorema di unicita di Peano per le equazioni differenziali ordinarie.

3. INTEGRAZIONE SU SUPERFICI

3.1 Richiamo: integrazione di campi di vettori su curve e superfici; teorema di Stokes, di
Gauss-Green e della divergenza.

3.2 Superfici regolari di dimensione k (sottovarietd) in R™ senza bordo; equivalenza delle di-
verse definizioni. Definizione di spazio tangente ad una superficie. Definizione di funzione
(e di mappa) di classe " su una superficie, e del suo differenziale in un punto. Superfici
con bordo.

3.3 Determinante Jacobiano e formula dell’area. Integrale di una funzione scalare su una
superfice (definito tramite parametrizzazioni).

3.4 Orientazione di una superficie e orientazione del bordo. Applicazioni k-lineari alternanti
e k-forme, rappresentazione di una k-forma in coordinate. Differenziale e pull-back di una
k-forma. Teorema di Stokes. Forme chiuse ed esatte.



4. FUNZIONI ARMONICHE

4.1 Le funzioni armoniche come soluzioni dell’equazione di Laplace. Proprieta della media e
principio del massimo. Unicita della soluzione dell’equazione di Laplace.

4.2 Risoluzione dell’equazione di Laplace nel disco tramite la serie di Fourier e rappresenta-
zione della soluzione tramite la funzione di Green. Relazione con la teoria delle funzioni
olomorfe.

5. INTEGRAZIONE SECONDO LEBESGUE

5.1 Definizione di misura (o-additiva) su una o-algebra. Funzioni Boreliane e funzioni misu-
rabili. Costruzione dell’integrale e sue proprieta fondamentali. Teorema di convergenza
monotona, di convergenza dominata (di Lebesgue) e lemma di Fatou. Teorema di Lusin.
Prodotto di o-algebre e di misure; teorema di Fubini.

5.4 Disuguaglianze di Holder e di Minkowski. Spazi LP.
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PRIMO COMPITINO, 20 NOVEMBRE 2009

—_

. Calcolare la trasformata di Fourier di z"e~!*! con n intero positivo.

. Dimostrare che una funzione su R continua, 27-periodica e a wvalori reali € univocamente
determinata dai coefficienti di Fourier complessi con indice n > 0.

2
Dati a1, a2 > 0, calcolare il prodotto di convoluzione N, * N,, dove N, (z) := exp (_W)
. Trovare un’equazione differenziale lineare omogenea del primo ordine che ammetta come
soluzione u(z) := exp(—z*/4), e scrivere I’'equazione (differenziale lineare omogenea) corri-
spondente per la trasformata di Fourier .

. Detto X lo spazio delle funzioni continue u : [0,1] — R dotato del solito prodotto scalare,
indichiamo con Y il sottospazio di X delle funzioni di classe €2 nulle in 1 e con le lettere
R, S, T degli operatori lineari da Y in X.

a) Posto Ru := —xt e Su := xu + u, verificare che S & laggiunto di R.
b) Calcolare I'aggiunto di Tu := x2ii.

Sullo spazio delle funzioni continue f : [0,7] — R consideriamo l'usuale prodotto scalare

rinormalizzato per un fattore 2/m, cosicché le funzioni sin(nz) con n = 1,2,... formano un

sistema ortonormale, e per ogni funzione f indichiamo con v, (f) i coefficienti di f rispetto

a questo sistema.

a) Supponendo che f sia di classe ¥ e nulla in 0 e 7, esprimere 7, (f”') in funzione di 7, (f).

b) Calcolare 7, (g) dove g(z) := x* — 272® + m32.

¢) Trovare la soluzione del problema

Up = Ugy + g(2) per ogni t € [0, +00), z € [0, 7],
u(t,0) =u(t,m) =0 per ogni t € [0, +00),
u(0,2) =0 per ogni x € [0, 7].

d) Cosa si puo dire sulla regolarita di questa soluzione per ¢ > 07 [Dare almeno una stima
dal basso per il massimo valore k tale che u € €* ]

Siano f, g funzioni continue su R a valori complessi tali che f ¢ 2m-periodica e ||g||1 < +o0.
a) Far vedere che il prodotto di convoluzione f * g & una funzione 2r-periodica.

b) Scrivere i coefficienti di Fourier complessi ¢, (f*g) di f+g in termini dei coefficienti ¢, (f)
e della trasformata di Fourier g.

c) Dimostrare che se f & di classe ¢! allora la serie di Fourier di f+g converge uniformemente.
d) Dimostrare che se g ha supporto compatto allora la serie di Fourier di f x g converge
uniformemente.

Sia p un polinomio reale di grado d > 2 con zeri semplici e non reali. Dimostrare che la
trasformata di Fourier di 1/p(z) & una funzione di classe € su R\ {0}.
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SECONDO COMPITINO, 7 GENNAIO 2010

. SuR™\ {0} si consideri la funzione p(x) := |z|.

a) Calcolare dp;

b) data f : (0, +00) — R di classe €, calcolare d(f(p)dp).
[Dovesse servire, limitarsi nel punto b) al caso n = 2.]

. Si consideri la mappa f : R®*" — R"¥" data da f: A +— A%
a) Calcolare df (A); 0 1

b) calcolare il rango di df (A) pern=2¢ A := (1 0).

. Calcolare d[(zy?® dz 4+ 2% dy) A (dz + dy + dz)].

. Sia S l'insieme delle matrici simmetriche n X n con norma euclidea uguale a 1. Dimostrare

che S & una superficie compatta senza bordo di dimensione d := £ (n? + n — 2) in R"*".

2

. a) Sia u : R? — R una funzione di classe ¢ tale che sia u e u? sono funzioni armoniche.

Dimostrare che u & costante.
b) Dire se vale lo stesso risultato per funzioni u a valori complessi.

. Sia S una superficie connessa, senza bordo, di dimensione d e classe €' in R”. Dimostrare
quanto segue:

a) data f: S — R di classe ¢! tale che df(x) = 0 per ogni x € S, allora f & costante;

b) se esiste un vettore non nullo v € R™ tale che v L Tan(S,x) per ogni x € S, allora S &
contenuta in un iperpiano affine perpendicolare a v.

.SiaD:={teR?: |t| <1} esia S := p(D) dove ¢ : D — R3 ¢ la mappa data da
Pt ta) == (t1 +1], ta+15, (1+ 1) (1 +t2)) .
Sia inoltre w la 2-forma su R?® data da
w:= (dzy — dza) Ndzs .

a) Verificare che ¢ ¢ iniettiva e dp(t) ha rango massimo in tutti i punti di D. [Si noti che
questo ¢ sufficiente a dimostrare che S ¢ una superficie con bordo di dimensione 2 in R?.]

b) Supponendo che S sia dotata dell’orientazione indotta da ¢, calcolare / w.
s

. Sia D :={z € R? : |z] < 1}, e sia f : R — R una funzione 27-periodica di classe €' con

media nulla. Per ogni intero k = 1,2,..., indichiamo con uy la soluzione del problema
Au=0 su D,
u(e®) = f(k) per 0 <0 < 2r.

Dimostrare che esiste una costante c tale che |uy(z)| < c|z|* per ogni x € D ed ogni k.
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SCRITTO DEL PRIMO APPELLO, 12 GENNAIO 2010

1. Sia g la funzione su R di periodo 27 definita da g(x) := e~ !*| per x € [~,7]. Calcolare i
coeflicienti di Fourier reali e complessi di g.

2. Sia f : R? — R* la mappa data da f(t1,ts) := (t1,t2,t%,12), e sia w la 2-forma su R* data
da
w = (22 dry — 23 dro) A (25 des — 22 day) .

a) Calcolare dw.
b) Calcolare f#w.

3. Siano f, g funzioni continue su R tali che f & Lipschitziana e limitata e ||g|; < +oc.
Dimostrare che f % g € una funzione Lipschitziana la cui costante di Lipschitz soddisfa

Lip(f * g) < Lip(f) |91

4. Sia A un compatto con frontiera regolare in R”, e sia X I'insieme delle funzioni di classe €2
su A nulle su 0A. Dimostrare che 'operatore —A : X — %(A) ¢ autoaggiunto e definito
positivo.

5. Sia f : [0,1] — R una funzione continua tale che fol f(z)z™dr = 0 per n = 0,1,2,...
Dimostrare che la funzione f € identicamente nulla.

6. Sia X lo spazio delle funzioni f : R — C continue e 2m-periodiche, ed indichiamo come
al solito con ¢, (f) i coefficienti di Fourier complessi di una funzione f € X. Definiamo il
prodotto di convoluzione di due funzioni f,g € X come

fxg(z):= 3 f(y)g(z —y)dy per ogni x € R.

a) Calcolare i coefficienti di Fourier di f * g a partire da quelli di f e di g.
b) Dimostrare che | f gy < [[fll1]lgl]x-
c) Presa g € X e ug € X N, trovare una soluzione del problema

U = g*U— U in R x [—m, ],
u(t,—m) =u(t,m) perteR, (%)
u(0, z) = ugp(z) per x € [—m, .

7. Si consideri la mappa f : C — C? data da f(z) := (22, 2%).
a) Dimostrare che f & iniettiva e propria, e che V f(z) ha rango massimo per ogni z # 0.
b) Calcolare il determinante Jacobiano di f.
¢) Dire se S := f(C) & una superficie regolare oppure no.
[Dove necessario si identifica C con R? e C? con R*; con “superficie regolare” si intende una
superficie senza bordo di classe € e dimensione 2 in R*.]

8. Data A matrice nxn reale, simmetrica e definita positiva, si consideri la funzione f : R™ — R
data da

1
f(z) :==exp ( - §<Ax; x)) per ogni x € R™.

a) Calcolare la trasformata di Fourier di f nel caso in cui A & diagonale.
b) Calcolare la trasformata di Fourier di f per A qualunque.
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SCRITTO DEL SECONDO APPELLO, 5 FEBBRAIO 2010

. Siano f, g funzioni reali e continue su R tali che f & di classe €' e 2r-periodica, e ||g||; < +oo.
Scrivere la trasformata di Fourier del prodotto f - ¢ in termini dei coefficienti di Fourier
(complessi) di f e della trasformata di Fourier di g.

. Calcolare la trasformata di Fourier di h(z) := e~ 1%l cos .

. a) Sia ¢ un’applicazione k-lineare alternante su R™ con k dispari. Dimostrare che ¢ A = 0.
b) E se k ¢ pari?

. Sia w una 2-forma su R? del tipo w := gdx; Adzy con g : R® — R funzione di classe ' che
dipende solo da x1 e xs.

a) Verificare che dw = 0 e scrivere esplicitamente una primitiva di w.

b) Dimostrare che |, gw = 0 per ogni superficie S orientata, compatta e senza bordo.

. Datia e Rebd:[0,T] x [0,7] — R funzione continua, si consideri il problema

Upt = Uy + au + b(t,z) in [0,7T] x [0, 7];
u(t,0) = u(t,m) =0 per ogni t € [0,77];
w(0,z) = u(0,2) =0  per ogni x € [0, 7.

Dimostrare che esiste al pilt una soluzione u : [0, 7] x [0, 7] — R di classe €2.

. Daton > 2, sia S I'insieme delle coppie (z1, z2) € R"xR" tali che |z1| = |z2| = |z1—22] = 1.
a) Dimostrare che S & una superficie > di dimensione d := 2n—3, compatta e senza bordo.
b) Dire se S ¢ orientabile o meno.

. Detto X lo spazio vettoriale delle funzioni continue f : R — R tali che ||f]|; < 400 e presa
h : R — R come nell’esercizio 2, si consideri la forma bilineare su X

Q(f1; f2) == / h(xo — x1) fi(x1) fa(z2) doy day

RxR

a) Dimostrare che @ & ben definita per ogni fi, fo € X.

b) Trovare un’applicazione lineare autoaggiunta 7' : X — X tale che Q(f1; f2) = (T'f1; f2)
per ogni fi, fo € X [con (; ) si intende I'usuale prodotto scalare su X].

¢) Dimostrare che @ ¢ definita positiva.

d) Trovare gli autovettori di 7.

. Indichiamo con D e D’ i dischi chiusi in R? di centro 0 e raggi 1 e 1/2 rispettivamente, e
con || f|la la norma del sup di una funzione f relativamente all’insieme A.

a) Dimostrare che esiste una costante C' tale che per ogni funzione armonica u definita in
un intorno di D si ha [|Vu| pr < C |ullap.

b) Sia A un aperto di R? e sia u,, una successione di funzioni armoniche equilimitate su A.
Dimostrare che per ogni compatto K contenuto in A esiste una sottosuccessione di u,, che
converge uniformemente su K.
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SCRITTO DEL TERZO APPELLO, 7 GIUGNO 2010

10

Sia f : R — R una funzione continua e 2m-periodica. Dimostrare che f & di classe € se e
solo se i coefficienti di Fourier ¢,, soddisfano ¢, = o(|n|~*) per ogni a > 0.

Sia u una funzione armonica su R™. Dimostrare quanto segue:
a) se ||ull1 < +oo allora u & identicamente nulla;
b) se |lul|, < 400 per qualche p < +o0o allora u ¢ identicamente nulla.

Detto X lo spazio delle funzioni continue da [—1, 1] in R dotato del solito prodotto scalare,
e Y il sottospazio delle funzioni di classe € nulle in +1, si considerino gli operatori lineari
S:X — XeD:Y — X datirispettivamente da Su(z) := 3 (u(z)+u(—z)) e Du(z) := u(z).
Dire se S ¢ autoaggiunto e calcolare I'aggiunta di SD.

Si consideri la mappa f : R"*"™ — R™*™ data da f: A tr(4) - A.

a) Calcolare df (A);

b) calcolare il rango di df (A) pern=2e¢ A= 1T,

¢) calcolare il rango di df (A) per n = 2 e A diagonale.

. Sia A la chiusura di un aperto limitato di R™ con frontiera regolare, e sia v la normale

esterna a OA. Sia inoltre u : (0,7) x A — R una funzione di classe ¢ tale che
us = Au su (0,T) x A.

Dimostrare i seguenti enunciati:
a) se g—jj =0su (0,7) x A allora che [, udx & costante in t;
b) se u=0su (0,T) x A allora [, u® dz & decrescente in t.

Risolvere il problema

Up = 2U + Ugpy per ogni t € [0,400), z € [0, 7],
u(t,0) = u(t,7) =0 per ogni t € [0, +00),
u(0,x) = 2sinz cos(2x) per ogni z € [0, 7.

a) Calcolare la trasformata di Fourier di f(z) := \/%(aﬂ —1)e="/2,

b) Trovare le funzioni continue g : R — C tali che gx g = f e ||z g(z)|1 < +o0;
¢) Cosa succede al punto b) se si suppone ||g(z)||1 < 400 invece di ||z g(z)||1 < +o0.

Sia S l'insieme dei punti (x,7,2) € R? tali che 22 =22 + 3% e 1 < 2 <2, e sia

Y
w= {1 — .
( +x4 1)dx/\dy z(z 4+ y)(de + dy) Ndz

a) Verificare che S & una superficie con bordo di classe €°°.

b) Trovare una parametrizzazione o di S e calcolare p#w e # (dw).

¢) Calcolare |, 5w supponendo che S sia orientata in modo tale che la corrispondente orien-
tazione di 05 nel punto (1,0, 1) sia data dal vettore (0, 1,0).
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SCRITTO DEL QUARTO APPELLO, 23 LUGLIO 2010

. Calcolare il differenziale della forma w su R™ \ {0} data da

wi= f(le) 3 (-1 e,

i=1

dove f: (0,00) — R & una funzione di classe ¢! e w; il prodotto esterno dei dzx; con j # i.
. Calcolare la trasformata di Fourier di e=%/*! per ogni a > 0.

. Sia X lo spazio delle funzioni f : R — C continue e di periodo 2. Caratterizzare le funzioni
in X che sono pari e assumono valori reali in termini dei loro coefficienti di Fourier complessi.

. Trovare una soluzione u : [0,4+00) x R — R dell’equazione uy = 4u,, che soddisfi le
condizioni iniziali u(0,z) = 2/(1 + z*) e u;(0,z) = 0 per ogni = € R.

. Si consideri una successione di funzioni armoniche f, : R®™ — R che convergono uniforme-
mente sui compatti ad una funzione f : R™ — R. Dimostrare che f & armonica.

. Sia S una superfice senza bordo di classe ¢! e dimensione d in R”. Data g : S — R funzione
di classe ¢, poniamo N := g~1(0). Dimostrare che se dg(x) # 0 per ogni z € N allora N
& una superfice senza bordo di classe €' e dimensione d — 1.

. Sia S l'insieme dei punti (z,y,2) € R3 tali che 22 +y?> + 23 -2z =4e 2 >0, e preso a € R
si ponga
2 2
w =" Tdx ANdy — 2z(x + ay) (dz + dy) N dz

a) Dimostrare che S ¢ una superfice con bordo, compatta e di classe € in R3.

b) Determinare l'insieme I degli a € R per i quali w ¢ chiusa, ovvero dw = 0.

¢) Per ogni a € I trovare una primitiva di w, vale a dire una 1-forma o tale che do = w.

d) Per ogni a € I calcolare 'integrale di w su S supponendo che l'orientazione di S in (0, 0, 2)
sia quella indotta dal vettore normale (0,0, 1).

. Sia Q il semipiano dei punti (z,s) € R? tali che s > 0, e sia up : R — R una funzione
continua che tende a 0 all’infinito. Consideriamo quindi il problema

Au=0 per ogni (x, s) € £,
u(x,0) = up(x) per ogni x € R, (%)
u(x,s) — 0 per |(z,s)] — +oo.

a) Dimostrare che (x) ammette al pilt una soluzione u continua su Q2 e di classe €2 su (.
b) Trovare un’espressione esplicita per u. [Non si richiede una completa giustificazione.
Suggerimento: detta v(y,s) la trasformata di Fourier di u(z,s) rispetto alla variabile x,
riscrivere I'equazione Au = 0 in termini di v.]

11
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Sia f : R — C una funzione continua e 27-periodica con coefficienti di Fourier complessi ¢,,.
a) Dato a € R, esprimere i coefficienti di Fourier complessi di f(z + a) in funzione di ¢,
b) Dato k € Z, esprimere i coefficienti di Fourier complessi di f(kz) in funzione di ¢,.

. D1 consideri la mappa | : — ata da 1,t2) = — 15, 2t1t9, 1] + e la 2-forma
Si ideri 1 R? — R3 data da f(t1,t 12 — 12, 2t1t9, 17 + 12) e la 2-f

su R3
w=x1dros Ndr3 — xodrs Ndri + xr3dxy Adxs .

Calcolare dw, f#w e f#(dw).

Calcolare la trasformata di Fourier di f(z) := sin®z/x?. [Puo essere utile ricordare che
sinx/x é una trasformata di Fourier gia calcolata a lezione.

Trovare una soluzione u : R x [0, 7] — R del seguente problema:

Upp = Ugg + DU

u(t,0) =u(t,7) =0

u(0, ) = 2sin(2z) + 2sin(3z) -
’LLt(O, l') =0

. Preso a € R, si consideri la 2-forma

w = (327 + ax3) dzy A dry + (21 + 2ax3) dag A drs .

a) Determinare l'insieme I degli a € R per i quali w & chiusa, ovvero dw = 0.
b) Per ogni a € I trovare una primitiva di w, vale a dire una 1-forma o dalle che do = w.

Detto X lo spazio delle matrici reali n x n con n > 2, si consideri la mappa f : X — X data
da f(A) == A+ At + A'A.

a) Calcolare df (A) per ogni A € X e dimostrare che ha rango minore o uguale a in(n +1).
b) Detta I la matrice identita, calcolare il rango di D f(al) per ogni a € R.

¢) Dimostrare che 'insieme delle A € X tali che f(A) = 0 ¢ una superfice regolare di

dimensione in(n — 1).

Sia S linsieme dei punti (z,y) € R? x R? tali che (|z|,|y|) € C dove C ¢ una curva (nel
senso di superfice di dimensione 1) di classe ¢! contenuta in (0, +00) x (0, +00), compatta
e senza bordo.

a) Dimostrare che S & una superfice ¢! di dimensione 3 in R? x R?, compatta e senza bordo.
b) Calcolare il volume di S a partire da una parametrizzazione v di C.

Sia u : R® — R una funzione armonica, e sia f : R — R una funzione di classe €.

a) Dimostrare che se f ¢ affine allora f ow ¢ armonica.

b) Supponendo che f owu sia armonica e che il gradiente di v non si annulli mai, dimostrare
che f coincide sull’immagine di u con una funzione affine.

¢) Cosa succede al punto b) rimuovendo l'ipotesi che il gradiente di « non si annulli mai?
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PRIMO CcOMPITINO, 20 NOVEMBRE 2009

1. Usando i seguenti fatti noti:

Flizf)=D(Ff), Fe )=

si ottiene che

F(z"e 1) = i" F ((—iz) e 1*) = i"D"F (e7 1) = 2i" D (1+y2> ,

e quindi
_ . 1 2(—i)"n
F(a"e™lel)y = 2imD (1 .
(a”e™) = 2i (my—i) Im ((y —l"“)

2. Detti ¢, i coefficienti di Fourier di f , se f & reale si ha che

= 1 —inx — 1 " inx _
=5 | f( Je~inTdy = 5 f(x)e™¥de = c_yy

—T

e quindi i coefficienti di indice negativo possono essere determinati a partire da quelli di
indice positivo; per concludere basta ricordare che una funzione continua e 2w-periodica &
univocamente determinata dai suoi coefficienti di Fourier.

3. Usando i seguenti fatti noti:
y(f(x/a)) = a(ﬂf)(ay) ; 9( _7-2/2) F@ y2/2 :

si ottiene che per ogni a > 0,

F(Nq) = V2maNyq .
Quindi, posto @ := \/a? + a3,

’?(Nal *Naz) :y(Nal)'y(Naz)
= 2maraz N1ja, N1/a,

aia
=2majaz Nyjg = V2r 1, 2 F(Nz) ,
e per la formula di inversione si ha che
aia
Ny * Noy = V21 —=2 N, .
4. Siccome @ = —a3 exp(—z*/4) = —2 u, la funzione u risolve I'equazione differenziale

u+22u=0.
Passando alla trasformata di Fourier otteniamo
0= Z(u+z%u) = F(u) — i7 ((—iz)3u) = iya — iD*u

e quindi @ risolve I’equazione
D3 —yu=0.

14



Analisi in piu variabili Ill, a.a. 2009/10 — Soluzioni 20.11.09

PRIMO CcOMPITINO, 20 NOVEMBRE 2009

5. a) Dobbiamo verificare che (Ru; v) = (u; Sv) per ogni u,v € Y. Integrando per parti e
ricordando che u(1) = v(1) = 0 si ottiene in effetti

1
U U

1 1 1
(Ru; v) :/ —ztvdr = — +/ (zv)'udz :/ (0 +v)udz = (u; Sv) .
0 0 0

0

b) Per determinare 'aggiunto di 7' dobbiamo scrivere (T'u; v) come prodotto scalare di
u per un’espressione (lineare) che dipende solo da v. Procediamo quindi come nel punto
precedente:

1

(Tu; v) z/ v de
0

1

1
—/ (z?v) @ dx
o Jo
1
—/ (220 4 22v)u dx
0

1

22

1 1
—| (20 + 2zv)u| + / (220 4 22v) udx = / (220 + 420 + 2v)u dx
0 0

0

(per la seconda e terza uguaglianza abbiamo usato il fatto che u(1) = v(1) = 0). Pertanto
I’aggiunto di T & 'operatore T* : Y — X dato da

T*u = 224 + 4za + 2u .

6. a) Integrando per parti due volte il prodotto scalare (f ; sin(nz)) si ottiene che

Yu(D?f) = =1 1 (f) (1)

per n =1,2,... (si tratta di un calcolo gia svolto a esercitazione).
b) Si osservi che sia g che D?g sono di classe €2 e nulle in 0 e 7, e quindi usando la (1) si

ottiene che )

1
Ynlg) = ) 'Vn(DZQ) = HW(DZ{‘]) )

e siccome D*g = 24, un semplice calcolo da che

96 . .
24 — per n dispari,

'Yn(g) = F’Yﬂ(]‘) = m (2)
0 per n pari.

¢) Procediamo come al solito scrivendo u come
u(t,z) = i'yn(t) sin(nx) . (3)
n=1
Si ottiene allora che ogni 7, deve risolvere il problema di Cauchy
iy = g+ny=0

m™ns per n dispari e per n pari.
y(0) =0 y(0) =0

15
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Pertanto 96
—(1- e_"Zt) per n dispari,
Tn(t) =q ™ (4)
0 per n pari.

Affinché la funzione v definita dalla formula (3) con i coefficienti ~,, dati in (4) sia effettiva-
mente una soluzione del problema proposto & sufficiente che u sia di classe almeno €2, cosa
che viene verificata nel punto successivo.

d) Dimostriamo che la funzione u definita dalla formula (3) con i coefficienti +,, dati in (4)
¢ di classe €*°. Il punto ¢ che possiamo scomporre u come

96 96
u(t,x) = Z — sin(na) — Z We_"% sin(nx)
n dispari n dispari

uo () v(t, )

Ora, utilizzando la (1) e la (2) si vede subito che ug ¢ la funzione nulla in 0 e 7 la cui derivata
seconda ¢ —g, e quindi

—; (5)

in particolare ug ¢ di classe € su [0,7]. D’altra parte si dimostra che v ¢ di classe €
su (0,4o00) x [0, 7] procedendo come per la soluzione dell’equazione del calore (in effetti v
risolve '’equazione del calore, cfr. note finali): infatti

96

™

e questo basta a dimostrare che, per ogni § > 0, la serie di funzioni che definisce v converge
totalmente su [d, +00) x [0, 7] come pure la serie delle derivate di qualunque ordine.

a) Si tratta di una verifica elementare.
b) Usando la definizione f * g(x) si ottiene

- /0; [2171_ /1 flx—1t) e~ in(z—1) dJC:| g(t) et gy

= [ anaetan= e (g (6)

— 00

en(f * 9)

(Nella seconda uguaglianza si usa il teorema di Fubini per scambiare I'ordine di integrazione
— la & cosa resa possibile dal fatto che il modulo della funzione integranda si stima con
[|f1l19(z)| e quindi ha integrale finito su [—m, 7] x R. Nella terza uguaglianza abbiamo usato
il fatto che l'integrale tra —7 e 7 di una funzione 2m-periodica & uguale a quello di una sua
qualunque traslata.)

c) Come visto a lezione, basta dimostrare che la somma ) |c,(f * g)| € finita. In effetti
dalla (6) si ottiene che

len(f * )| < Mgl en (NI < gl fen (I
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e sappiamo gia che se f ¢ di classe ¢! allora Y, |, (f)] < +oc.
d) Utilizzando la (6) si ottiene anche che

(lea (O +1g(n)) -

| =

len(f* 9)| = len (Pl [g(n)] <

Sappiamo dalla (dis)uguaglianza di Bessel che Y, |, (f)[?

> on len(f * g)| < 400 ci basta dimostrare che

< +00, e quindi per ottenere che

+oo

Y g < 4o (7)

n=—oo

In effetti si & visto a lezione che preso N intero tale che il supporto di g & contenuto in

[-7N,7N], allora
+oo

Y lgn/N)P =llgll3 < +oo, (®)

n=—oo

e la (7) segue dal fatto che gli addendi della serie in (7) sono un sottoinsieme di quelli della
serie in (8).

8. La trasformata di Fourier di 1/p & ben definita perché 1/p ¢ una funzione continua su R (p
non ha zeri reali!) che soddisfa 1/p(x) = O(1/2?) per x — o0, e quindi la sua norma L! &
finita. -

Ci limitiamo a dimostrare che 1/p & di classe € sulla semiretta (0, 400); la dimostrazione
per la semiretta (—oo,0) & analoga. Per y > 0, il metodo dei residui mostra che

—iYyz

T/;(y) = /OO ep(Z’; dx = fQTriERes <6p(z);zj> (9)

— 00

dove {z;} sono i poli di e=%#/p(z), ovvero gli seri di p(z), contenuti nel semipiano Im z < 0.
Trattandosi di zeri semplici sappiamo anche che

e—z’yz e—iyzj
Res (;zj) =——
p(2) P'(25)

— ) e~ zj
1/p(y) = —2mi E 729/(2') .
Zj J

e quindi

In particolare 1/p(y) coincide sulla semiretta y > 0 con una funzione analitica.

COMMENTI

o Esercizio 3. In questo esercizio sono stati fatti molti (troppi) errori di calcolo.

o Esercizio 5. Riguardo a questo esercizio, ¢ opportuno chiarire il seguente aspetto teorico:
dato un operatore R : Y — X, & vero che esiste al pitt un operatore S : Y — X tale che

(Ru; v) = (u; Sv) per ogniu,v €Y, (10)

e che viene quindi chiamato (ammesso che esista) aggiunto di R? In altre parole, la relazione
(10) caratterizza univocamente l'aggiunto?

17
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La risposta & affermativa se Y & un sottospazio denso in X rispetto alla topologia indotta
dalla norma associata al prodotto scalare (come in effetti & in questo specifico caso): dati
infatti due operatori S; ed So per cui vale la (10) e posto S := S; — Sa, per ogni v € Y si
ha che (u; Sv) = 0 per ogni u € Y, e quindi per densita anche per ogni u € X; prendendo
u := Swv si ottiene quindi che Sv = 0. Pertanto Siv = Syv per ogni v € Y, ovvero S1 = Ss.

Esercizio 6c). E possibile dimostrare (ma non era richiesto) che la soluzione ottenuta & unica
e di classe € su [0, 4+00) x [0, 7].

Esercizio 6d). Stimando la norma del sup delle funzioni +,(t) sin(nz) e delle loro derivate
parziali si riesce solo a dimostrare che u & almeno di classe €°. Per far vedere che u & di
classe €°° bisogna ricorrere ad un argomento diverso.

Esercizio 6. Per risolvere il problema al punto c¢) e determinare la regolarita della soluzione
si puo adottare un procedimento leggermente diverso. Poiché g non dipende da ¢, una
particolare soluzione dell’equazione differenziale u; = u,, + g che soddisfa le condizioni al
bordo

u(t,0) = u(t,7) =0 per ognit € [0, +00) (11)

e per di pit non dipende da ¢ ¢ la funzione ug(z) tale che iip = —g e up(0) = ug(mw) = 0, vale
a dire quella data dalla formula (5). Inoltre, siccome 'equazione u; = uy,. + g € lineare e non
omogenea, le soluzioni che soddisfano la (11) sono tutte e sole della forma u = ug + v dove
v risolve I’equazione omogenea associata u; = u,, (vale a dire 'equazione del calore) con le
condizioni al bordo (11). Siccome & noto che tutte le soluzioni dell’equazione del calore sono
di classe € su (0,+00) x [0, 7], si ottiene subito che lo stesso vale anche per le soluzioni
dell’equazione non omogenea.

Esercizio 6a). Alcuni hanno risolto l'esercizio scrivendo f come serie di 7, (f) sin(nz) e
derivando due volte quest’identita per ottenere la rappresentazione in serie di f” ed iden-
tificarne cosi i coefficienti. Questa dimostrazione non & corretta perché in generale la serie
delle derivate e la serie delle derivate seconde non convergono assolutamente (e neanche
puntualmente) e quindi non & possibile scambiare la serie con la derivata.

Esercizio 6b). Diverse persone hanno calcolato i coefficienti direttamente a partire dalla
definizione, senza usare quanto fatto al punto a).

Esercizio 7c¢). Per dimostrare la convergenza totale della serie di Fourier di f ¢ ci si puo
limitare ad osservare che f % g & di classe ¢!, in quanto convoluzione di una funzione %
con una funzione continua con norma L' finita.

Esercizio 7d). Dimostrazione alternativa (Roberto Daluiso): supponiamo che g abbia sup-
porto contenuto nell’intervallo [—km, k7| con k intero e indichiamo con S,, f la somma par-
ziale da —m a m della serie di Fourier di f; si dimostra che per ogni x € R

km

Fra@) =S =)@ = [ (fla=1) =S fla=)alt)
e quindi
km
| % g(x) = Sm(f * g)(@)] < /k [f@ =) = S f(x = )| lgt)|dt < [If = S fll2 llgll2
dove || - || indica la norma L? sull’intervallo [—km, k7]. Per concludere basta quindi usare il

fatto (a dire il vero non immediato) che le somme parziali S,, f convergono sempre a f nella
norma L?2.
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o Esercizio 7d). Alcuni hanno ricondotto 'esercizio a dimostrare che g(y) = O(1/y) per
y — Foo. In effetti, siccome g ha supporto compatto, allora g ¢ di classe € e D*g(y)
tende a 0 per y — Fo00 per ogni intero k, ed & quindi plausibile supporre che g(y) = O(1/y).
Sfortunatamente cosi non e, anche se non e facile dare un esempio.

Esercizio 8. Per questo esercizio sono state proposte svariate soluzioni, di cui diverse sba-
gliate anche se talvolta molto ingegnose. Un errore relativamente frequente & stato cercare
di dimostrare in sostanza che la trabformata di 1/p & di classe € su tutto R, cosa che pero
non & vera: la trasformata di (1 + 22)~' & me~1¥l e quindi non & neanche .

Un altro errore ¢ stato quello di scomporre 1/p come

1 Cj
m:;@c—m +0

dove a; £1b; sono gli zeri di p e ¢; sono opportune costanti. Il fatto e che in generale questa
scomposizione non vale, come si vede prendendo p(x) := (22 + 1)(2? + 2z + 2).

Esercizio 8. L’ipotesi che p abbia coefficienti reali non & necessaria. Anche l'ipotesi che p
abbia zeri semplici non € necessaria, ma e stata usata nella soluzione data sopra per scrivere
in modo esplicito i residui della funzione e=%?/p(z). In effetti la formula (9) vale senza
alcuna ipotesi sulla molteplicita degli zeri di p, ed utilizzando il fatto che

—iyz 1 —iyz
e e
Res (;zj> = —/ dz
p(2) 2mi ), p(2)
dove «; ¢ una qualunque circonferenza che racchiude lo zero z; e nessun altro, si verifica

facilmente tramite il teorema di derivazione sotto il segno di integrale che questo residuo
dipende in maniera ¢°° (e in effetti anche analitica) dalla variabile y.

Esercizio 8. Dimostrazione alternativa (Eleonora Bardelli): detti z; gli zeri di p, si puo
scomporre 1/p come

a:—zj

%) - Zajfj(x) dove f;(z) = 1

per un opportuna scelta dei numeri complessi a;. Anche se la funzione f; ha norma L!
infinita, € comunque possibile calcolarne la trasformata di Fourier in tutti i punti y diversi
da 0 (intesa come integrale improprio su R) usando il metodo dei residui: se Im z; > 0 si ha

>, v _JO se y >0,
fily) = {2771’ e~ W% sey <0,

ed una formula analoga vale per Im z; < 0. Dunque la funzione f] ¢ analitica per y # 0, e
pertanto lo stesso vale per quella di 1/p.

Esercizio 8. Dimostrazione alternativa (Denis Nardin): ci si riduce a dimostrare che la
funzione .
g9(t) :==1/p(1/1)

e di classe € per t # 0. Tramite un semplice cambio di variabile si ottiene che

9= i

e “ds

19
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e a questo punto la derivabilita di g segue da una variante (affatto ovvial) del teorema
di derivazione sotto il segno di integrale. Si deve verificare che la funzione integranda
h(s,t) := e~% /p(st) ¢ infinitamente derivabile nella variabile ¢ e inoltre, poiché il dominio di
integrazione non & compatto, bisogna anche far vedere che per ogni kK = 1,2,... & possibile
ricoprire I'insieme dei punti ¢ # 0 con intervalli I tali che

/ sup | DFh(s,t)]| ds < +o0 .

—oco tel

Quest ultima proprieta segue dal fatto che la derivata parziale DF(1/p(st)) si scrive come
qr(s,t) p(st)~F~1 dove g & un polinomio in s e ¢ il cui grado rispetto a s ¢ inferiore o uguale
a k volte il grado di p.
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. a) Poiché p(z) := (22 + -+ +22)'/2, si ha 8p = (@2 + - +22)" Y22 = 2 per ogni i, e
T P

quindi

dp = lixidmi .
P

b) Usando le proprieta dell’operatore d, e in particolare il fatto che d?w = 0 e w Aw = 0 per
ogni forma w, si ottiene

d(f(p)dp) = d(f(p)) Ndp+ f(p)d(dp) = f'(p)dp Adp=0.

. a) Sviluppando il quadrato si ottiene che per ogni A, H € R"*"
fAA+H)=(A+ H?=A>4+ AH + HA+ H> = f(A) + AH + HA + o(|H|)

e da questo segue che
df(A) : H— AH + HA .

b) In questo caso
Hyy — Hyp  Hyp + Hao
df(A): H .
) = (HHHQQ H21H12)

Dunque applicazione lineare df (A) ha valori nello spazio V' delle matrici 2 x 2 della forma

a —b

b a
con a,b, € R, e si verifica facilmente che ¢ suriettiva. Pertanto il rango di df(A4) & uguale
alla dimensione di V, cioe 2.

. Si tratta di un semplice calcolo:

d[(zy® dz + z2° dy) A (dz + dy + dz)]
:d[—szdx/\dy—xyzdx/\dz—ka:(zQ —y2)dy/\dz]
= — (2%dx + 2x2dz) ANdx A dy

— (y3dx + 2xy dy) A dx A dz

+((2* —y?) dx — 2zy dy + 222 dz) A dy A dz]

(2zy — 2224 2% —y*)dr ANdy Ndz .

. 1l sottospazio V' delle matrici simmetriche n x n ha dimensione m = %n(n + 1). Tramite
una base ortonormale di V' (ortonormale rispetto al prodotto scalare in R™*™ che definisce
la norma euclidea) possiamo identificare isometricamente V' con R™, e in questo modo S
viene a coincidere con la sfera unitaria di R™, che ¢ notoriamente una superficie compatta
senza bordo di dimensione d =m —1 = 1(n? +n — 2) e classe €.

2

. a) Se u & armonica, allora Au = 0 per definizione. Se inoltre u* & armonica, allora

0=A@W?) =V -(V(?)=V-(2uVu) =
=2Vu-Vu+2uV - (Vu) = 2|Vu|? + 2u Au = 2|Vu|? |

e dunque u ha gradiente nullo su tutto R2, per cui deve essere costante.

21



7.1.10 Analisi in piu variabili Ill, a.a. 2009/10 — Soluzioni

SECONDO COMPITINO, 7 GENNAIO 2010

8.

22

b) La risposta & negativa: identificando il dominio R? con C, la funzione u(z) := z &
olomorfa su tutto C ed in particolare ¢ armonica (nel senso che entrambe le componenti

sono armoniche), e lo stesso vale per u?.

a) E un fatto noto che ogni funzione localmente costante su uno spazio topologico connesso
deve essere costante, e quindi basta dimostrare che la funzione f ¢ localmente costante.
Dato zg € S, prendiamo U intorno aperto di xq tale che esiste ¢ : A — S N U parametriz-
zazione di classe €' con A aperto di R?. Allora la funzione composta f o ¢ soddisfa

d(fop)(t) =df(x)dp(t) =0 perognite Aex:=p(t),

ovvero ha gradiente nullo su tutto A. Ne segue che f o ¢ & costante sulla componente
connessa A’ di A che contiene ty := ¢~ 1(x), e quindi f ¢ costante su U’ := p(A’), che & un
intorno aperto di zg.

b) Sia f : R™ — R data da f(z) :=v-x. Dato z € S, si ha allora che (df (z); h) = v - h per
ogni h € R™, e quindi (df(x); h) = 0 per ogni h € Tan(S;x), ovvero il differenziale della
restrizione di f a S € nullo in ogni punto. Pertanto, per quanto visto al punto precedente,
f & costante su S, il che significa esattamente che S & contenuta in un iperpiano affine
perpendicolare a v.

a) Che f sia iniettiva segue direttamente dal fatto la funzione s — s+ s3 & iniettiva su tutto
R (& strettamente crescente). Inoltre

1+ 382 0
Vo(t) = 0 1+3t2 ],
14t 1+t

e siccome il minore 2 x 2 dato dalle prime due righe ha determinante sempre strettamente
positivo, la matrice Vo (t) ha rango 2 in ogni punto.
b) il pull-back di w secondo ¢ &

o w = (dp1 — dps) A ds

d(ty +13) — d(ty +t3)) Ad(1 + 1, + to + tits)

(14 3t2) dty — (14 3t2) dta) A (1 +to) dty + (14 t1) dto)
(143621 +t1) + (1 + 3t3) (1 + t2)) dty Adly

24313 +13) +t1 (1 +13) + ta(1 +13)) dty A dty

~ o~ —~

e quindi

/w:/ w#w:/ 2+ 3(t5 +13) +t1 (1 +t7) + ta(1 +t3) dty dty .
s D D
Si osservi ora che il terzo addendo nell’ultimo integrale ¢ una funzione dispari rispetto alla

variabile t1, e pertanto ha integrale nullo sul disco D (lo si vede integrandola prima rispetto
a tq e poi rispetto a t3). Lo stesso vale analogamente per il quarto addendo, e quindi

1
/w:/ 2+3|t|2dt1dt2:/ (2+3p2)27rpdp:z7r.
s D 0 2

Indichiamo con ¢, i coefficienti di Fourier (complessi) di f. Siccome f ha media nulla,
cop = 0. Inoltre f & una funzione a valori reali e quindi, come visto a lezione,

+oo
f(6) =2Re (Z Cn ei”‘9> .
n=1
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Quindi
+oo

ug(e”?) = f(kf) = 2Re (Z Cn ei"k9> per ogni 0 € [0, 27],

n=1

e, sempre per quanto visto a lezione,

+oo
ug(z) = 2Re (Z Cn x"k> per ogni x € D
n=1

(per ™ si intende la potenza m-esima di  come numero complesso). Pertanto, essendo
|z|*™ < |z|* per ogni k,n > 1 ed ogni = € D,

—+o0 —+oo
|ug ()] §2Z\cn\|x|"k <clz|f conc::22|cn| .
n=1 n=1

COMMENTI

o Esercizio 1. Soluzione alternativa. Si osservi che, detta F' una primitiva di f, la 1-forma
f(p)dp & il differenziale di F(p) e quindi deve avere differenziale nullo (perché d*w = 0 per
ogni forma w di classe €2).

o Esercizio 1. Soluzione alternativa. Si osservi che, indicando con y la variabile in R, f(p) dp
¢ il pull-back secondo p della 1-forma su R data da f(y) dy, e quindi

d(f(p) dp) = d(p* (f(y) dy)) = p* (d(f(y) dy)) = p¥ (f'(y) dy N dy) = p#0 =0 .

o Esercizio 4. Nella soluzione data sopra si ¢ usato implicitamente il fatto che se S & un
sottoinsieme di un sottospazio V' di R™, ed esiste un isomorfismo lineare di V' in R™ che
porta S in una superficie di dimensione d in R™, allora S € una superficie di dimensione
d in R™. Questo fatto lo si verifica facilmente usando le caratterizzazione delle superfici in
termini di parametrizzazioni (o anche di equazioni).

o Esercizio 4. Soluzione alternativa. Detto R}’ %" lo spazio delle matrici antisimmetriche n x n,

identificato con R*("~1)/2 consideriamo la mappa f : R"*™ — R x R definita da

f:A— (A=A AP -1).

Per definizione S = f71(0,0), e quindi ci basta dimostrare che df(A) ha rango massimo
per ogni A € S (la mappa f & polinomiale e quindi regolare quanto si vuole). Detto (; ) il
prodotto scalare su R™*™ che definisce la norma euclidea, si ha che

df(A): Hw— (H—H'2(A; H)) ,

e per dimostrare che questa applicazione ha rango massimo ci basta far vedere che il suo

nucleo ha dimensione d = (n? + n — 2). Ma il nucleo di df(A) consiste delle matrici

simmetriche ortogonali alla matrice simmetrica A, e siccome il prodotto scalare (; ) non &

degenere, si tratta di un sottospazio di codimensione 1 dello spazio delle matrici simmetriche,
1

e quindi ha dimensione 5n(n + 1) — 1, che & uguale a d.
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Esercizio 7b). Soluzione alternativa. Si puo scrivere fsw direttamente a partire dalla
definizione e quindi senza usare la nozione di pull-back:

/wz/da:l/\de—d@/\dxg

S S
B 1+32 0 0 1+ 3t
_/DdEt(lthQ 1+t1>_det(1+t2 144, ) Madh

:/(1+3t§)(1+t1)+(1+3t§)(1+t2)dt1 dts .
D

Esercizio 7b). Soluzione alternativa. La forma w, essendo costante, ¢ anche esatta, e per la
precisione ¢ il differenziale di (z1 — z2) dzs. Applicando il teorema di Stokes ed il fatto che
il bordo di S & parametrizzato con la giusta orientazione da

6 — @(cos @, sinf) = (cosf + cos®d, sin 6 + sin®@, 1 4 cos § + sin @ + cos O sin A)

con 6 € [0, 27], otteniamo

/w—/ (x1 — z9) das
oS

:/ (cos @ + cos®0 — sin @ + sin®6) (1 + cos 6 + sin 6 + cos #sin H)’ df
0

2m 1
= / (171 + gsin(%) + 1 cos(49)) (1 +cos® +sin6) do
0

27
7 7

(la penultima uguaglianza segue dall’ortogonalita del sistema trigonometrico).

Esercizio 8. Soluzione alternativa. Sappiamo che la funzione u; esiste, & continua sulla
chiusura di D, differenziabile in 0, e nulla in 0 (il valore in zero coincide con la media dei
valori su 0D per via della proprieta della media). A partire da questo si verifica facilmente
che esiste una costante c tale che |uj (z)| < ¢|x| per ogni « € D. Per concludere la dimostra-
zione basta osservare che u;(z¥) coincide con uy(z) su D ed ¢ armonica su D (si verifica
facilmente che la composizione di una funzione armonica con una olomorfa & armonica) e
quindi u; (z*) coincide con ug(x) su tutto D per via dell’unicitd delle funzioni armoniche
con dato al bordo assegnato. Dunque |ug ()| = |u;i(z¥)| < c|z|*.
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1. Osserviamo innanzitutto che

1 /Tr g(x) sin(nz)dz =0

™) -7
per n =1,2,... perché la funzione g & pari, mentre

1 [ 2 [T

— g(z) cos(nz)dx = — e~ cos(nz) dx

L — ™ Jo
2 T 2(1 = (=1)"e™ ™

= —Re / =Dz g ) = ( (2 )'e™™) =a, .

™ 0 m(n?2+1)

Quindi le serie di Fourier reali e complesse di g sono

a +00 +00 a )
g(x) = 50 + nz_:lan cos(nx) = Z % emnr .

n=—oo

2. a) dw = —22%(x3 + 14) drosy + 2205 (23 4+ 24) dri3s + 21:%(3:1 +29) dx194 — 223 (21 + ) 103,
b) ffw = (t2dty — t3 dty) A (th dt? — thdt3) = 2633ty — t) dty A dts.

3. Partendo dalla definizione di prodotto di convoluzione, per ogni x1, s € R si ottiene

| glar) — F e glea)| = ]/ (F(er — ) — Flaa— ) gly) dy
< / F(er — y) — Flwz — )| l9(w)] dy

< / Lip(f) |21 — 22 19()| dy = Lip(f) - lgll1 - o1 — 2]
R

4. Per ogni u,v € X si ha

(—Au;v)z/—Auv:—/ vVuwy—i—/Vu.Vv:/VwVv (1)
A oA A A

(n indica la normale esterna a 9A, la seconda uguaglianza la si ottiene applicando il teorema
della divergenza al campo di vettori v Vu, ed utilizzando il fatto che

V- (vVu)=Vov -Vu+vAu,

la terza uguaglianza segue dal fatto che v =0 su 9A).
Applicando due volte la (1) otteniamo che per ogni u,v € X

(—Au; v) :/ Vu-Vu = (u; —Av) ,
A
e dunque —A ¢ autoaggiunto. Inoltre applicando la (1) con v := u si ottiene
(~ausu) = [ |vuP 20,
A

e chiaramente vale I'uguaglianza solo se u ha gradiente nullo su A, che, insieme al fatto che
A =0 su dA, implica che u = 0 su A. Dunque —A & un operatore definito positivo.
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5.
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Per il teorema di Weierstrass esiste una successione di polinomi p,, che converge uniforme-
mente a f sull’intervallo [0, 1], e quindi

/OlfQ(x)da:: lim /Olf(:v)pn(x)dx.

n—-—+00

D’altra parte segue immediatamente dall’ipotesi che

1
/ f(2) pla) dz = 0
0

per ogni polinomio p, e quindi concludiamo che f? ha integrale nullo su [0, 1]. Pertanto f &
identicamente nulla.

. a) Calcoliamo i coefficienti di Fourier di f * g:

1 ™

2 ),

o [ ([ atr-memean) sy

en(f*9) ( _: fw) gty —x) dy) e " dx

“a (L g a) o a2t i)

(nella terza uguaglianza abbiamo usato il cambio di variabile t = x — y, nella quarta il fatto
che l'integrale di una funzione 27-periodica su ogni intervallo di lunghezza 27 € lo stesso,
per cui l'integrale tra parentesi tonde nella terza riga coincide con 2 ¢, (g)).

b) Procedendo in maniera analoga al punto precedente

5l = [

< [ [ oty - adedy = ol 1511

_ﬂ f(y) gy — ) dy‘ dx

¢) Per cominciare, troviamo la soluzione del problema (*) in modo formale: scriviamo quindi
u come serie di Fourier rispetto alla variabile z, vale a dire

+oo

u(z,t) := Z yn(t) em*

n=—oo

con Y (t) := cp(u(t,-)). Posto allora a, := ¢,(g) e by, := ¢, (up), per quanto visto al punto
precedente I’equazione u; = u * g — u diventa

“+oo +oo
Z Up €7 = Z 2ra, — 1)y, em®
n=-—00 n=—o00

ovVvero
Un = (2w an, — 1)y, per ognin € Z.

Inoltre la condizione iniziale u(0, ) = ug(x) implica y,,(0) = b,,. Pertanto

yn(t) — bne(QTran—l)t ,
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e quindi

+oo
u(t,x) _ z bn6(27ran71)t+in:z: ) (2)

n—=—oo

Volendo procedere ad una dimostrazione rigorosa, dobbiamo verificare che la funzione u
data dalla formula (2) & ben definita per ogni ¢, z € R, continua, 27-periodica nella variabile
x, derivabile con derivata continua nella variabile ¢, e risolve effettivamente (x).
Osserviamo che la successione a,, ¢ limitata e quindi le funzioni e(?7 *»=Dt+ine gono equi-
limitate su I x R per ogni intervallo limitato I; inoltre la successione b,, ¢ assolutamente
sommabile perché ug ¢ di classe ¢! e quindi la serie di funzioni in (2) converge totalmente su
I xR per ogni I limitato. Pertanto la funzione u € ben definita per ogni ¢, x € R e continua.
Analogamente si verifica che anche la serie delle derivate parziali rispetto a ¢t degli addendi
in (2) converge totalmente su I x R per ogni I limitato, e quindi w & derivabile in ¢ con
derivata continua.

Che u sia 2m-periodica in = € evidente, come pure & evidente che, avendo gli stessi coefficienti
di Fourier ed appartenendo a X, le funzioni u(0, ) e ug coincidono. Per la stessa ragione
anche le funzioni u(t,-) e u * g(¢,-) — u(t,) coincidono per ogni ¢ € R, e quindi la funzione
u & realmente una soluzione di (x).

. a) Che la mappa f sia iniettiva segue dal fatto che ammette un’inversa (sinistra): infatti
f(2) = (w1, ws) implica che z = wa/wy se wy #0,e z=0se w; =0. E inoltre evidente che
f & propria, cioé che |f(z)| tende a +o0o quando |z| — +o0.

Per calcolare il gradiente di f ricordiamo che se g € una funzione olomorfa allora il gradiente
di ¢, vista come mappa da R? in R?, ¢ dato da

dove si e posto

b a
Pertanto V f(z) € la matrice 4 x 2 data da

[w] == (a _b) per ogni w = a + bi € C.

vio-(53) . ©

e siccome il minore [2z] ha determinante 4|z|? che ¢ diverso da zero per z # 0, la matrice
V f(z) ha rango massimo (cio¢ 2) per z # 0.
b) La formula (3) puo essere riscritta come

ar —b
Viz)= 2; _aé2 con aj + iby := 2z e ag + iby := 322,
b2 ag

e quindi il quadrato del determinante Jacobiano di f &

ay —b1
2 _ ai by a2 ba b1 ai
(Jf(Z)) = det < —b1 aq _b2 a9 ) a9 —b2
bg as
_ det a? + b? +a} + b3 0
- 0 a? +b% + a3 + b3

= (a% + b? + a% + bg)2 = (Ja1 + ib1|2 + |ag +ib2|2)2 = (4|z\2 + 9|,z|4)2
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e quindi Jf(z) = 4|2]% + 9|z|%.

¢) Osserviamo che f non & una parametrizzazione regolare dell’insieme S := f(C) perché ha
gradiente nullo in 0, e dimostriamo che in effetti S non & una superficie di classe €.
Supponendo per assurdo che lo sia, cominciamo col far vedere che il piano tangente a S
nel punto p = (0,0) deve essere il piano C x {0}: dato infatti w € C, il cammino ~(¢) :=
f(wt'/?) = (w?t,w?t3/?) con t € [0, +00) & contenuto in S ed ha derivata in 0 pari a (w?,0),
e quindi (w?,0) appartiene a Tan(S,p). Siccome questo & vero per ogni w € C, abbiamo che
C x {0} & contenuto nel piano Tan(S,p), e quindi con questo deve coincidere.

Ma se Tan(S,p) = C x {0}, allora deve esistere un intorno U di p tale che per i punti di
S NU e possibile esplicitare le ultime due variabili reali in funzione delle prime due, cioe e
possibile parametrizzarli come (w, g(w)) con g funzione da C in C. Ma questo & chiaramente
impossibile perché S N U contiene sia (t2,#3) che (2, —t3) per ogni ¢ reale sufficientemente
piccolo.

8. a) Se A & diagonale ed indichiamo con ay := A gli elementi della diagonale, allora

1 n n
f(q;) = exp ( — 5 Zakxi> = H e—%akri .
k=1 k=1

Quindi, indicando con % la trasformata di Fourier in dimensione 1 ed utilizzando la nota
formula per la trasformata della Gaussiana (sempre in dimensione 1),

fo)= | f@)e®*du ... dx,
Rn

n
Clgiw? i
= H e 2Tk eTWkTE dyy . dxy,
n k:l

Claa?
/e 29kTk @ T WRTk
R

[
=

=
Il

1

[ (e735) ] ()

Il
=

k=1
o fem e (2m)n/? Ie- 1
= —e 2k = exp | — = —x ),
kgl k 1/]‘_[a/k, ( 2](;0/]6 )
e quindi
~ o)™/ 1,
fly) = (\/diﬂ exp(*i@‘l 'y y>) :

b) Siccome A & simmetrica e definita positiva, possiamo scriverla come A = M*DM con D
matrice diagonale definita positiva e M € SO(n). Pertanto

F) = [ e (-
:/nexp(f
:/nexp(_

(nella terza uguaglianza abbiamo usato il cambio di variabile ¢ = Mx). Siccome 1'ultimo
integrale corrisponde al valore in My della trasformata di Fourier della funzione f associata

(Azx; x)) e W dyy ... dr,

(DMx; Mx)) et My (M2) g dy,

N~ N~ N

(Dt t>) e MVt gy dty,
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alla matrice diagonale D, per quanto visto al punto precedente

1 .
fly) = / exp ( - 5(Dt; t)) e MYt gty L dt,

(27.(.)71/2 (27.(.)71/2

1
B o (= 2Dy ay)) = B
Jdet D Xp( 3 4 y>) Jdet A

exp ( - %(A_ly; y>) :

COMMENTI

o Esercizio 1. Tra coloro che hanno svolto questo esercizio sembra esserci una certa confusione
su quale sia la relazione che lega i coefficienti di Fourier complessi a quelli reali.

o Esercizio 6¢). Rifinendo quanto detto sopra, si pud anche dimostrare che quella trovata
¢ 'unica soluzione del problema (x) nella classe delle funzioni continue su R x [—m, 7] e
derivabili rispetto alla variabile ¢ con derivata continua. Questo mostra che questa e non
quella delle funzioni ¢! ¢ la classe naturale in cui risolvere il problema (*) (che infatti nella
sua formulazione non coinvolge la derivata di v rispetto a x).

o Esercizio 7a). Sorprendentemente, quasi tutti i presenti hanno dato dimostrazioni relativa-
mente complicate dell’iniettivita della mappa f.

o Esercizio 7c). Riguardo a questa domanda, sottolineo che, a differenza di quello che molti
hanno scritto, non basta verificare che f non & una parametrizzazione regolare per ottenere
che S non ¢ una superficie (la mappa f : R — R? data da f : t — (¢3,0) non ¢ una
parametrizzazione, ma la sua immagine € una retta, ovvero una superficie senza bordo di
dimensione 1 in R?).

o Esercizio 7c¢). E stata proposta la seguente dimostrazione del fatto che S non & una superficie:
ogni cammino che parte dal punto p := (0,0) ed & contenuto in S si puo scrivere come f oy
con v : [0,1] — C, e calcolandone la derivata in 0 si ottiene 0 (perché V f(x¢) = 0). Pertanto
lo spazio tangente ad S in p conterrebbe solo il vettore nullo, e questo e assurdo. Questa
dimostrazione e sbagliata, ma e interessante cercare di capire perché.
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Osserviamo innanzitutto che || fgll1 < ||f|lllg]l1 < 400, e quindi la trasformata di Fourier
di fg & ben definita. Detti ¢, i coefficienti di Fourier (complessi) di f, sappiamo che f(z)
coincide con la serie di ¢, ™" per ogni z in R. Quindi

- o0 ‘
o) = / F(@) g(@) e da

— 00
too 0
_ / Z n g(m) einx—ixy dx
X p=—o0
+oo +o0 too
= Z / cng(z) e W gy = Z engly —n) .
n=—oco0 Y~ n=-—o0

Nel terzo passaggio abbiamo scambiato l'integrale con la serie, e questo & giustificato dal
fatto che l'integrale della serie dei valori assoluti degli addendi ¢ finito: infatti, detta C la
serie dei |c,| (che sappiamo essere finita, perché f & di classe €*)

+oo  +00 ) ) +oo
S leng@ e dz= [ Clg@)dz=C gl < +oo

X n=—co -

. Usiamo i seguenti fatti noti: la trasformata di Fourier e~1*! & 2/(1+?) e la serie di Fourier

di cos(z) ¢ %e‘” + %e”. Usando ’esercizio precedente si ottiene quindi
1 1 A2y

/H = =
W=Trg- " Trgrr a1y

a) Basta utilizzare la seguente formula, dimostrata a lezione: data due applicazione multili-
neari alternanti ¢ e @9 di ordine k; e ks, si ha che po A1 = (—1)’“1’“2901 A @2. Prendendo
quindi ¢1 e @2 uguali a ¢ si ottiene p A @ = (—1)k2<p AN =—p Ay, edunque p A p = 0.

b) Se k ¢ pari non & detto che p A p = 0, si consideri per esempio ¢ := dxq Adxs +dxs Adxy.

. a) Una primitiva di w = gdz; Adzs & ¢ := Gdxy dove G & una primitiva di g rispetto alla

variabile x7.

b) Essendo 0S = @, il teorema di Stokes ci da / w= / dyp = / w=0.
s s as

. Usiamo il fatto che le funzioni {sin(nz) : n = 1,2,...} formano un sistema ortonormale

massimale nello spazio X delle funzioni reali continue su [0, 7] e nulle agli estremi. Data u
soluzione del problema, indichiamo con ~,(t) i coefficienti della funzione w(t,-) rispetto a
detto sistema ortonormale, vale a dire

Yn(t) = 2 /07r u(t,z) sin(nz) dz ,

s

e con O,(t) i coefficienti di b(t,-). Dato n = 1,2,..., prendiamo il prodotto scalare di
entrambi i termini dell’equazione uy = ug, + au + b(t, ) per sin(nzx): tramite passaggi
noti otteniamo che la funzione 7, ¢ di classe 2 su [0, T e soddisfa 'equazione differenziale
lineare (non omogenea)

Vn = (a - n2)7n +ﬁn )
mentre le condizioni iniziali danno che 7,(0) = 4,(0) = 0. Quindi ogni 7, ¢ univoca-
mente determinata per via del teorema di unicita per le equazioni differenziali ordinarie.
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Poiché inoltre una funzione in X ¢ univocamente determinata dai suoi coefficienti, anche
& univocamente determinata (per ogni t).

. a) Scriviamo S come controimmagine di (1,1, 1) secondo la mappa f : R™ x R® — R3 data
da

f(m17x2> = (‘.%’1‘2, |:L‘2|2, ‘.%'1 - $2‘2) .
Siccome f & di classe ¥°°, ci basta far vedere che il suo gradiente ha rango massimo in tutti
i punti di S. In effetti
T 0
Vf(.’El,l'Q) =2 0 xZo
1 —T2 T2 — 1

(in questa formula 1 e z2 sono intesi come vettori riga) e supponendo per assurdo che questa
matrice abbia rango inferiore a tre, ovvero che una delle righe si scriva come combinazione
lineare delle altre due, si arriva alla conclusione che 1 e x5 sono linearmente dipendenti.
Ma due vettori linearmente dipendenti di norma 1 sono uguali oppure sono uno l’opposto
dell’altro, cioé x9 = £x1, e dunque |z7 — x2| dovrebbe essere uguale a 0 oppure a 2, cosa
che non e.

b) Siccome i tre vettori riga della matrice V f(z1,x2) sono linearmente indipendenti, defini-
scono un’orientazione dello spazio normale a S in (z1,23), e chiaramente questa orientazione
e continua. Questo ci dice che S ¢ orientabile: ¢ stato infatti visto a lezione che scegliere
un’orientazione continua dello spazio tangente ad una superficie ¢ equivalente a scegliere
un’orientazione continua dello spazio normale.

. a) Detta ||| la norma del sup di & si ha che
/ |h(ff2—fl)fl(%)fz(ffz)‘dm dzo
RxR
< / 1Bl fr ()| [f2(22)] dy dg < IR fll1 ([ f2lle < 400,
RxR

e dunque l'integrale che definisce Q(f1, f2) € ben definito e appartiene ad R.

b) Per quanto visto nella dimostrazione del punto precedente, possiamo applicare il teorema
di Fubini all’integrale che definisce Q(f1, f2), e ricordando la definizione di prodotto di
convoluzione otteniamo

Q(f1: f2) =/ (/ h(zz — xl)fl(l‘l)dl‘l) < fa(x2) dxo
R \JR
= [ B filas) - falas)doa = (o i )
R
e dunque Q(f1; f2) = (T'f1; f2) dove si & posto Tf := h * f per ogni f € X. In maniera
analoga, usando il fatto che h ¢ una funzione pari, si ottiene anche che Q(f1; f2) = (f1; T f2),
e questo dimostra che T' ¢ autoaggiunta.

¢) Utilizzando I'identita di Parseval e fatti noti sulla trasformata di Fourier del prodotto di
convoluzione otteniamo che

QUsf)=(hxfi fy=V2r(hxf; [)=V2r(h[; f>:¢%/Rﬁ|ﬂ2dy,

e quindi

Q(f;f>=J%/RB!f\2dy. (1)
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Ma per quanto visto nell’esercizio 2 la trasformata di Fourier di h & una funzione strettamente
positiva, e quindi l'integrale in (1) risulta essere sempre maggiore o uguale a zero, e vale
zero solo se la funzione fé identicamente nulla, il che implica che pure f ¢ nulla.

Ad essere precisi, 'uguaglianza (1) & stata dimostrata solo nell’ipotesi in cui vale I'identita di
Parseval, vale a dire che la norma L? di f sia finita (da questo segue che anche quella di h* f
e finita). Tuttavia si pud poi estendere la (1) a tutte le funzioni f € X per approssimazione.
d) L’applicazione lineare T' non ha autovettori: applicando infatti la trasformata di Fourier
all’equazione T'f — A\f = 0 otteniamo (ﬁ — )\)f: 0; quindi il supporto di fé contenuto nel
luogo di zeri di h— A, e siccome quest’insieme ¢ discreto per ogni A e la trasformata di f ¢
continua, quest’ultima deve essere identicamente nulla, e lo stesso vale per f.

a) Indichiamo con ¢, i coefficienti di Fourier (complessi) della funzione f definita da f(6) :=
u(e’?). Un semplice calcolo mostra che

len| < ||fllop  per ogni n. 2)

Abbiamo inoltre visto a lezione che per ogni x € D si ha

“+o0
u(z) :==co+ 2Re (Z cn:c">

n=1

dove la potenza x™ ¢ intesa nel senso dei numeri complessi. Inoltre la serie ha raggio di
convergenza maggiore o uguale a 1 e quindi risulta derivabile in senso complesso all’interno
di D. Pertanto Vu(z) = 2(Re g(z), —Im g(z)) con

e, tenuto conto della (2), per ogni € D’ si ha

“+oo “+oo
Vu(z)| = 2lg(z)| < Y nley|2°7" < (Z n22‘”> I fllop
n=1 n=1

e quindi
+oo
\Vullpr < C|fllop dove C:= Zn22_” :

n=1

b) Per ogni z € K posso trovare un disco chiuso D centrato in z e contenuto in A, e
tramite riscalamenti e traslazioni, possiamo applicare quanto fatto nel punto precedente a
D ottenendo cosi che le funzioni u,, hanno gradienti equilimitati su D. Essendo D convesso,
ne segue che le funzioni u,, sono equi-Lipschitziane su D, ed in particolare sono equicontinue.
Pertanto, per il teorema di Ascoli-Arzela, esiste una sottosuccessione di u,, (dipendente da
D) che converge uniformemente su D.

Per concludere la dimostrazione basta osservare che, essendo compatto, K puo essere rico-
perto con un numero finito di (parti interne di) questi dischi D. Tramite il solito procedi-
mento diagonale possiamo quindi trovare una sottosuccessione di u,, che converge uniforme-
mente su tutti i dischi del ricoprimento, e quindi anche su K.
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COMMENTI

o Esercizio 2. E anche possibile calcolare la trasformata di Fourier di e~*! cos a partire da
quella di e~1*l usando la nota formula per per cui la trasformata di e’ f(z) ¢ f(y — a).

o Esercizio 4b). Molti hanno applicato il teorema di Stokes in modo differente, utilizzando
cioe il fatto, tutt’altro che ovvio e solo citato a lezione, che ogni superficie compatta S senza
bordo (orientata) in R? & il bordo di un compatto regolare A, per cui

o o f fo-o

o Esercizio 6b). Al contrario di quanto affermato da molti, non & vero che ogni superficie
compatta senza bordo in R™ sia orientabile (& vero solo per quelle di dimensione n — 1, e
comunque non si tratta di un fatto né ovvio né dimostrato a lezione).

o Esercizio 8a) Arrivati al momento di stimare il modulo di g(z), molti hanno optato per la
maggiorazione
_ 1
‘chn:ﬂ" 1‘ < 52”‘0"‘ ,
n n

che & certamente corretta, ma sfortunatamente inutile.

o Esercizio 8b). Si puo in effetti dimostrare un risultato leggermente piu forte, vale a dire che
esiste una sottosuccessione di u,, che converge uniformemente su ogni compatto K contenuto

in A.
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Basta usare i seguenti fatti noti: se f & di classe €% con k = 1,2, ... allora |c,| = O(|n|7%),
e viceversa se |c,| = O(|n|~%) allora f & di classe €%~2.

Dimostriamo direttamente il punto b). Dato € R™ e r > 0, indichiamo con B(z, ) la palla
di centro x e raggio r; detto allora w, il volume della palla unitaria di R™, per la proprieta
della media si ha che

1 1
u(z)] < n/ Juf < n/ lul - 1B,
WnT B(z,r) WnT R"

<

A

_ Ll
bl = o 7

Wpr™

(nel terzo passaggio abbiamo applicato la disuguaglianza di Hoélder), e passando al limite
per r — +0o in questa disuguaglianza si ottiene u(z) = 0.

Date u,v € X, si ha che

1 1
(Su;v) = }/ u(z) v(zx) der%/ u(—z) v(z) dz

2/ -1

1 1
= 1/ u(x)v(z)de + %/ w(@)v(=a') dx' = (u; Sv)

2/ -1

(nel secondo passaggio abbiamo applicato il cambio di variabile ' = —x al secondo inte-
grale), e quindi S ¢ autoaggiunto.

Inoltre, ricordando che Paggiunta di D ¢ —D, si ha che Paggiunta di SD & (SD)* = D*S* =
—DS e quindi

(SD)*u = M per ogni u € Y.

. a) Scomponendo f come prodotto di due applicazioni lineari (tr(A) e A) si ottiene

df(A): H— tr(A)H +tr(H) A . (1)

Risolviamo direttamente il punto ¢). Dalla formula (1) segue che se tr(A) = 0 allora
Pimmagine di df (A) & lo spazio generato dalla matrice A, e quindi rk(df(A)) =0se A =0
erk(df(A)) =1se A#0.

Dimostriamo infine che per tutte le matrici diagonali A con tr(A) # 0 il differenziale df (A)
ha rango massimo (ciog 4), ovvero ha nucleo banale. Posto infatti

A—<a1 0) e a:=tr(4)=a +as,

0 ag

si ha che

hit hi2 (a+ay)hiy + arhae ahiz )
df(A): H =
f(A) <h21 h22> ~ ( ahay azhiy + (a + az)haz

Quindi 'equazione (df (A); H) = 0 si riduce a h13 = hg; = 0 e al sistema

(a+a1)hi1 +athaa =0
ashii + (a+ az)hee =0’

e siccome la matrice associata a tale sistema ha determinante uguale a 2a? # 0, I'unica
soluzione € hi; = hos = 0, e quindi H = 0.
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5. a) Indichiamo con V il gradiente rispetto alla variabile spaziale x. Usando il fatto che
uy = Au =V - Vu ed il teorema della divergenza otteniamo

d / / ou
— udr = U = V- (Vu) = Vu-v= —=0.
dt Ja A A (V) oA A Ov

b) Analogamente, usando I'identitd V - (u Vu) = u Au + |Vu|? > u Au,

2
i u—da::/uut:/uAug/V-(uVu)S/ uVu-v=0.
dt Ja 2 A A A 9A

6. Come al solito, procediamo prima in modo formale scrivendo 'incognita « in termini di un
sistema ortonormale di funzioni (della variabile x) i cui elementi soddisfano le condizioni al
bordo del problema, vale a dire {sin(nz) : n=1,2,...}:

u(t,x) := Z’yn(t) sin(nz) .
n=1

Fatto questo, ’equazione u; = 2u + u,, si riduce a
A= (2-n*) v, pern=12... (3)

Osserviamo inoltre che il dato iniziale si riscrive come

T —ix 621z +€—211

—e
2sinx cos(2x) = 2
(22) ) 2
3ix —3ix i —ix
e’ —e e —e
= — — gi 3 — qj
5 57 sin(3z) —sinz |

e quindi 7, deve soddisfare la condizione iniziale
(0) =0pern#1,3, 7(0)=-1, 73(0)=1.
Da questo e dalla (3) segue che
(t) =0pern#1,3, y(t)=—¢, 3(0)=e",
e dunque la soluzione cercata e
u(t,z) == e "sin(3x) — e'sinx .

Concludiamo osservando che questa funzione e effettivamente una soluzione del problema
(trattandosi di una somma finita e non di una serie non c’¢ nulla da verificare) ed & I'unica (i
coefficienti rispetto al sistema ortonormale sin(nz) di ogni soluzione del problema dovrebbero
necessariamente essere uguali a quelli dati sopra, ed € noto che ogni funzione continua su
[0, 7] e nulla agli estremi & univocamente determinata dai coefficienti).

7. a) Ricordando che 9(6_”2/2/\/ 27) = e ¥/2 e che (Ff) = F(—ix f(z)) =, si ottiene
F (227" /%) = —((iz)%e™" %) = —(V2m eV /2 = V2m(1 - ) eV /2

e quindi
F=—ye v/,
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Ty 2

b) Per l'iniettivita della trasformata di Fourier si ha che f = gxg se e solo se f: g*g=g-,
OVVero .
G(y) = £iye ¥ /* per ogniy € R. (4)

. L ) o .- .
Osserviamo ora che le funzioni continue su R che coincidono con 4iye~¥ /% per ogni y € R
sono solo quattro, vale a dire

. . 2
Lip, Lilp] con ply)=ye ¥ /. (5)

Inoltre l'ipotesi ||z g(z)|l1 < +oco implica che g & di classe €', e questo permette di
escludere le ultime due funzioni in (5). Per determinare esplicitamente g ricordiamo che

9(6*“’2/\/?) = e V*/4 ¢ che F(f") =1y f, cosicché

2 1 2/ 2 2
G=xiye V1 =x7 (=) )| =+F [ =ze®
g wye f<ﬁ(e )) /(ﬁxe ) )

e per l'iniettivita della trasformata di Fourier,

12

2
g(x) = t—xe™

V3

¢) Se non si suppone che ||z g(x)||1 < 400, la funzione g & continua ma non necessariamente
di classe €, e questo significa che 'equazione (4) potrebbe ammettere altre due soluzioni
oltre a quelle date al punto b), vale a dire

—~ . 2
g=+q con q(y):=ilyle /. (6)

A questo punto si pone il problema se esistano o meno funzioni continue g con | g|l; < +o0
che soddisfano la (6).

A questo proposito osserviamo che ||¢'[|1,[|¢'[[2 < +oo, per cui I'antitrasformata ¢ ¢ una
funzione continua tale che ||z §(z)||2 < 400, e com’® noto questo implica che ||d||; < +oo.
Pertanto, per Uiniettivita della trasformata di Fourier, la (6) equivale a

g==q.

Si noti che quest’argomentazione presuppone che .#.% ~!q = ¢ per una funzione ¢ continua
e €' a tratti tale che ||¢'||1,||¢’|l2 < +00; questa variante del teorema di inversione della
trasformata di Fourier & vera, ma non & stata dimostrata a lezione ('unico punto non ovvio
¢ passare da una ¢ di classe ' ad una continua e ¢! a tratti).

a) Consideriamo I'insieme D in R? e la mappa ¢ : R?\ {0} — R? dati da

D :={(t,u) : 1§\/m§2} e p(t,u) = (t,u, V2 +u?) .

Si verifica facilmente che a) ¢ ¢ di classe €, b) ¢ & una bigezione da D in S, ¢) dy ha
rango massimo (cio¢ 2) ovunque, d) D ¢ un chiuso di R? \ {0} con frontiera di classe €.
Da tutto questo segue che S & una superficie con bordo di classe €*° parametrizzata da ¢
(per la precisione dalla restrizione di ¢ a D).

b) Prendiamo ¢ come sopra. Siccome ¢#(zdz) = ¥ (dz?) = 1d(t* + v?) = tdt + udu,
abbiamo che

#, — u 2 _ 2
%) w—<1—|—t4+1+t —u)dt/\du.
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Inoltre p# (dw) = dp*w = 0 perché il differenziale di una 2-forma in R? & sempre nullo.

¢) L’orientazione di S induce tramite ¢ un’orientazione sulla corona circolare D tale che il
versore che orienta 9D nel punto (1,0) & (0,1). Da questo segue che orientazione di D &
opposta a quella canonica di R?, e quindi

_ #o u 2 2 _ _
w= w=— |1+ +t°—u dtduff/ldtduff?)
/s /DSD / tt 41 D "

(nel terzo passaggio si ¢ usato il fatto che essendo 77 una funzione dispari in u, il suo

integrale su un dominio D simmetrico rispetto all’asse delle t deve essere nullo, e per analoghe
ragioni di simmetria risulta essere nullo anche lintegrale di t* — u?).

COMMENTI

o Esercizio 2. Alcuni hanno risolto l'esercizio partendo dal presupposto che una funzione
armonica ammette limite all’infinito in una qualche forma (cosa solitamente falsa: basti
pensare alla parte reale di e*).

o Esercizio 3. Nella verifica del fatto che S & autoaggiunto, diversi hanno sbagliato il cambio
di variabile nell’integrale!

o Esercizio 4. Per dimostrare che il nucleo di df(A) ¢ banale, alcuni hanno risolto diret-
tamente il sistema lineare df (A) H = 0, cosa che porta a calcoli relativamente complessi
(a differenza del calcolo del determinante della matrice associata). Sempre a proposito di
complicazioni, altri hanno calcolato direttamente la dimensione dell’immagine esibendo un
insieme di generatori.

o Esercizio 6. Diverse persone hanno risolto ’esercizio utilizzando come sistema ortonormale
le funzioni e~™® con n € Z: il problema & che queste funzioni non costituiscono un sistema
ortonormale di funzioni su [0, 7], e non soddisfano le condizioni al bordo del problema. I
fatto che alla fine la soluzione trovata sia quella giusta ¢ una pura coincidenza (o meglio &
la conseguenza di un principio di simmetria che perd nessuno ha esplicitato).

o Esercizio 7. Nessuno si & reso conto del fatto che I'equazione h(y)? = —yze*yz/ 2 ammette
quattro soluzioni continue!

o Esercizio 8a). Alternativamente si puo utilizzare il fatto che S ¢ definito dall’equazione
f(x,y,2) == 2% +y% — 22 = 0 e dalla disequazione g(x,y, z) := (2 — 1)(z — 2) < 0, e verificare
a) f e g sono di classe ¥€°°, b) df ha rango 1 in ogni punto di S, ¢) d(f,g) ha rango 2 in
ogni punto di 85 :=¢g=1(0) N S.

o Esercizio 8a). Alcuni hanno parametrizzato S tramite la mappa
o(r,0) := (rcosf,rsind,r) conl<r<2e0<6<2m.

Questa parametrizzazione puo essere usata per calcolare un integrale su S, ma non per
verificare che S & una superficie con bordo regolare (¢ non & una bigezione, e il suo dominio
non & un chiuso con frontiera regolare).

o Esercizio 8c). In diversi hanno calcolato (o provato a calcolare) lintegrale di 1+ gt +1* —u?
su D senza accorgersi che tutti i termini tranne il primo hanno integrale nullo per ragioni
di simmetria.
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Scriviamo p := |z| e dz := dx1 A - -+ A dzy,. Utilizzando le seguenti identita

0 ; .
p_Ti , dri Aw; = (=1)"Ydz |, dxj Aw;=0perj#i,
dx; p

si ottiene

dw = Zd(f(p) zi) A(=1)"
Z { ) dz; + Zf x]xl ] A (=1,
—Z[ ]dx—[nﬂ )+ ()] do

. Ricordando che .Z(e~17l) = 2/(1 4 ¢?) e la formula .Z (f(az)) = L f f(y/a) si ottiene

2a

<?(e*a\ﬂ:l) = R

Detti ¢(n) i coefficienti di Fourier complessi di f(x), si verifica facilmente che quelli di f(—z)
sono ¢(—n), mentre quelli di f(z) sono ¢(—n). Utilizzando quindi il fatto che due funzioni
in X coincidono se e solo se hanno gli stessi coefficienti di Fourier, si ottiene che f e pari e
reale se e solo se

e(n) = ¢(—n) e ¢(n) = ¢(—n) per ogni n € Z,

ovvero
c(n) e reale e ¢(—n) = ¢(n) per ogni n € Z.

Com’¢ noto, tutte le funzioni della forma u(t,z) = vy (x + 2t) + v_(x — 2t) con vy funzioni
di classe € sono soluzioni dell’equazione delle onde sy = 4uy,. p Per le soluzioni di questa
forma, le condizioni iniziali assegnate si riducono a

2

vy(z) +ov_(z) = To a8 204 (x) —20_(x)=0.
Osserviamo che la seconda equazione ¢ implicata da v4(z) —v_(z) = 0, che assieme alla
prima equivale a imporre v4 (x) = v_(x) = 1/(1 + z*). Quindi una soluzione del problema

(in realtd l'unica soluzione) &

1 1

t =
whe) = Tt T TR @ o2t

. Osserviamo che la proprieta della media (sulle palle), essendo definita tramite un integrale,

passa al limite per convergenza uniforme. Dunque f ¢ continua (in quanto limite uniforme di
funzioni continue) ed ha la proprieta della media, e come si ¢ visto a lezione questo implica
che f ¢ armonica.

Preso un qualunque punto zg € N, per quanto visto a lezione possiamo trovare un intorno
aperto U di xg, una funzione § : U — R e una mappa f : U — R"™ %, quest’ultime di classe
€1, taliche g=gsu SNU, SNU = f~1(0) e df (zo) ha rango n — d.

Pertanto N NU = h~1(0) dove si & posto h := (f,§), e poiché la mappa h : U — R"~4+1
¢ di classe €1, per concludere la dimostrazione basta far vedere che 'applicazione lineare
dh(zg) = (df (zo),dg(x0)) ha rango n — d + 1, ovvero nucleo di dimensione al pitt d — 1.



Analisi in piu variabili Ill, a.a. 2009/10 — Soluzioni 23.7.10

SCRITTO DEL QUARTO APPELLO, 23 LUGLIO 2010

A questo proposito osserviamo che
ker dh(zg) = ker df (zo) Nker dg(xo) = Tan(s, zg) Nker dg(xo)
e l'ipotesi dg(z) # 0 implica quindi

dim ker dh(xp) < dim Tan(s, z) = d .

. a) Poniamo f(x,y,z) := 22 + y*> + 23 — 22 — 4. Chiaramente S := f~1(0) N {z > 0} ¢
un insieme chiuso, ed & limitato perché data una qualunque successione (Z,Yn,2zn) con
zn > 0 tale che almeno una delle componenti tende all’infinito in valore assoluto, si ha che
f(zn,y 2n) — +o0.

Per vedere che S ¢ una superfice con bordo di classe "> basta osservare che f € una funzione
€ tale che Df ha rango 1 in ogni punto di S, mentre D(f, z) ha rango 2 in ogni punto di
SN {z =0} (la verifica & pressoché immediata).

b) Un semplice calcolo da

dw = =2z(dx + ady) A (dx + dy) Ndz =2(a — 1)zdx ANdy ANdz
e dunque dw = 0 se e solo se a = 1.
¢) Detta h(t) una primitiva di e’ per a = 1 si ottiene che
w=e" d;z:/\edey— 2y +x)d(x+y) N zdz
= dh(z) A eyzdy —d(z+y)? Azdz
= d[ h(z) eV dy — (z+y)*zdz]

(07

d) Sia S’ il disco definito da z = 0 e 2% + y? < 4, orientato dal vettore normale (0,0, 1).
Si verifica che i bordi di S e S’ coincidono anche in termini di orientazione. Pertanto,
ricordando che w = da dove « € la forma definita al punto precedente, per il teorema di

S(()kes Sl‘ lla
S oS a8’ /

2
/w:/ ew2+y2dx/\dy:/ ep227rpdp:7r(e4—1).
S ' 0

. a) Al solito, se u1 e ug sono due soluzioni del problema (x) con lo stesso dato al bordo uyg,
allora la differenza u := u; —ug risolve (%) con dato al bordo 0. Pertanto ci basta dimostrare
che 'unica soluzione u di (*) con ug := 0 & la funzione identicamente nulla.

Per ogni r > 0 indichiamo con A, il semidisco aperto dato dall’intersezione del disco aperto
di centro 0 e raggio r con il semipiano 2. Osserviamo quindi che A, & un insieme limitato,
u € armonica in A, e continua sulla sua chiusura, e detta R la retta di equazione s = 0, la
restrizione di v ad R e nulla. Pertanto usando il principio del massimo si ottiene

e quindi

sup u(z) = sup u(z):=M,= sup wu(z):=m,,
TEA, TEOA, z€0A\R

e quindi, tenuto conto del fatto che m, tende a 0 quando r — 400 per via della terza riga
in (%),

supu(z) =sup sup u(z)= lim sup u(z)= lim m, =0.

z€Q r>0 €A, =+ 2eh A, r—+o0
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Analogamente si dimostra che I’estremo inferiore di u su 2 € 0, e quindi u ¢ identicamente
nulla.

b) Detta v(y,s) la trasformata di Fourier di u(z,s) rispetto alla variabile x, si ha che
Iequazione Au = Uy, + uss = 0 equivale a —y?v + vy, = 0, e risolvendo questa equazione
lineare del secondo ordine rispetto alla variabile s si ottiene

v(y, s) = aly)e” VI + b(y)elv* .

Ora, se u tende a 0 per s — +o00, € ragionevole supporre che anche v tenda a 0 quando
s — 400, e dunque b(y) = 0. Quindi, ricordando che la condizione al bordo u(z,0) = ug(x)
equivale a v(y, 0) = g (y),

v(y,s) = To(y) e V1" .

Infine, tenuto conto del fatto che

—lyls — & 5
‘ (w<x2 - s2>>

(cosa che segue sostanzialmente dall’esercizio 2) e che il prodotto di due trasformate & la
trasformata del prodotto di convoluzione, si ottiene

) =00 oy = [ e 0y
w(w,s) = up * ——5—— = ug(x — t)————<dt .
’ 07 7(2? + $2) D m(t2 + s?)

Osserviamo che tale formula & ben posta per ogni ug continua perché la funzione 1/(x2 + s2)
ha norma L! finita, e si verifica facilmente che la funzione u cosi definita soddisfa Au = 0
su ). Leggermente pitt complicato e far vedere che u soddisfa le giuste condizioni al bordo
e all’infinito (ma questo non era richiesto).

COMMENTI

o

40

Esercizio 3. Molti hanno risolto I'esercizio supponendo in prima istanza che f sia pari e
reale, e derivandone quindi le corrette identita sui coefficienti. Cosi facendo bisogna pero
far vedere che vale anche il viceversa, ovvero che se i coefficienti soddisfano queste identita
allora la funzione & pari e reale. Nel caso di una funzione di classe €' questa implicazione
la si ottiene facilmente usando la formula di rappresentazione; il caso generale lo si puo
ottenere tramite un argomento di continuita.

Esercizio 4. 1l fatto che ogni funzione della forma u(t,z) := vy (z + ct) — v_(x — ct) risolve
lequazione delle onde uy = c?uyy © stato visto a lezione nel caso di funzioni 2w-periodiche
rispetto alla variabile x, ma vale chiaramente piu in generale. Quasi nessuno si & pero
ricordato di questo fatto.

Esercizio 5. Qualcuno ha sostenuto che la convergenza uniforme delle funzioni implica la
convergenza dei laplaciani. Questo non e vero, e anzi, com’e noto dal corso di analisi del
secondo anno, il limite di una successione uniformemente convergente di funzioni di classe
%> potrebbe non essere neanche €.

Esercizio 7d). Nella soluzione data sopra, si afferma senza dimostrarlo che orientazione da
assegnare al disco S’ in modo che il suo bordo coincida con quello di S anche in termini di
orientazione ¢ quella indotta dalla normale (0,0,1). Che quest’affermazione sia corretta lo
si verifica facilmente facendo un disegno, ma questa non & una vera dimostrazione.

Il punto e verificare 95, come curva sul piano xy, € orientata in senso antiorario. Questo lo
si puo dimostrare rigorosamente esibendo una parametrizzazione regolare di S.
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o Esercizio 7d). In teoria si potrebbe ottenere l'integrale di w su S calcolando direttamente
I'integrale di « sul bordo di S, vale a dire la circonferenza di centro l'origine e raggio 2 sul
piano z = 0. Tuttavia questo porte ad un integrale che non si calcola facilmente (almeno
quando « ¢ la forma che abbiamo considerato noi).

o Esercizio 7d). E possibile calcolare direttamente 'integrale di w su S utilizzando la para-
metrizzazione ¢ : [0,2] x [0,27] — S data da

©o(s,t) := (g(s) cost,g(s) sint,s) con g(s):=+/4+2s—s3.
Si osservi che, analogamente a quel che succede per la parametrizzazione in coordinate

cilindriche della sfera, ¢ & regolare (cio¢ iniettiva, ¢!, e con gradiente di rango due) solo
nell’insieme [0,2) x [0, 27). Tuttavia questo basta a calcolare I'integrale di w su S.
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a) Al solito, sia X lo spazio delle funzioni continue e 2r-periodiche da R in C, dotato della
norma del sup. Se f € X & di classe ¢! allora coincide con il suo sviluppo in serie di Fourier,
e quindi

+oo +oo
f(IC + (l) _ E Cnezn(era) _ E e, e ,

n=—oo n=—oo

da cui segue, per 'unicita dello sviluppo in serie di Fourier, che 'n-esimo coefficiente di
Fourier di f(z + a) & ec,.

Questa identita si estende a tutte le funzioni in X usando il fatto che le funzioni di classe
%" sono dense in X, e che sia la traslazione (come applicazione da X in X) che I'n-esimo
coefficiente di Fourier (come applicazione da X in C) sono continue.

b) Si procede come al punto a): se f ¢ di classe ¢! allora

“+oo
f(kx) = Z Cneinkw )

n=—oo

da cui segue, sempre per ['unicita dello sviluppo in serie di Fourier, che I'n-esimo coefficiente
di Fourier di f(kz) ¢ ¢,/ se n & un multiplo di &, ed ¢ 0 nei rimanenti casi. Questa identita
si estende a tutte le funzioni in X per continuita.

. Si tratta di calcoli standard: scrivendo dx per dxy A dxs A dxs si ha

dw = dxy Ndxo ANdxs — dxo Adrs A dxy + des A dxy A dre = dx

usando poi che

f#(dxy) = d(t? — t3) = 2t1 dt, — 2ty dts |
f#(dl’g) = d(2t1t2) = 2t2 dtl + 2t1 dtQ ,
7 (das) = d(t? +t3) = 2t1 dt, + 2ty dts |

si ottiene

fFw =43 — t3) (ta dty +ty dtz) A (t dty + to dts)
— 8tity (ty dty + todta) A (t1 dty — to dty)
+ A1 4 12) (ty dty — to dtz) A (tadty + ty dtz)
= [4(t] — 13)(t5 — 17) — Stata(—2t1ts) + 45 +13)(t] +t3)] dty A dts
= 3213t2 dt; A dty ;

infine f#(dw) = 0 perché una 3-forma in R? & sempre nulla.

Sapendo che 2siny/y € la trasformata di Fourier della funzione indicatrice y dell’intervallo
[—1, 1], abbiamo che
F(sinx/z) =)

e quindi, ricordando che la trasformata del prodotto coincide (a meno di un fattore 27) con
il prodotto di convoluzione delle trasformate

F (sin’x/2?) = %(WX) *(mx) = g(Q —lyh*

(a™ sta per la parte positiva di del numero reale a).
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4. Al solito, cerchiamo una soluzione nella forma
u(t,z) = Z cn(t) sin(ne) .
n=1

Le condizioni al bordo u(t,0) = u(t,7) = 0 sono soddisfatte (se tutto va bene) grazie alla
scelta della base {sin(nx)}, Pequazione uy = g, + Su riscritta nei termini dei coefficienti
¢, diventa

én = (5—n?)c, per ogni n, (2)

mentre le condizioni iniziali diventano

c2(0) = ¢3(0) =2, ¢,(0) = 0 per ogni n # 2,3, (3)
¢n(0) = 0 per ogni n.

Risolvendo l'equazione (2) con le condizioni iniziali (3) otteniamo

CQ(t) = et + €7t )
c3(t) = 2cos(2t)
¢n(t) = 0 per ogni n # 2, 3.

e quindi
u(t, ) = (e' + e~ ") sin(2x) + 2 cos(2t) sin(3z) .

5. a) Scrivendo dx per dxy A dxo A dxs, si ha
dw = d(323 + ax3) A dxy A dxy + d(zy + 2ax3) A doy Adrs = (a4 1) dx

e quindi la forma w & chiusa se e solo se a = —1.
b) Per a = —1, cerchiamo ¢ = o1dz1 + o2dzs + o3dzs tale che do = w. Facendo l'ipotesi
aggiuntiva che o1 = 0, 'equazione do = w equivale alle seguenti tre equazioni:

80’2

doa 9 % _ Odog  Oos
8131

T Ox3  Oxo et (1)

La prima equazione ¢ soddisfatta se oo = 23 —x123+ ¢ con ¢ funzione arbitraria che dipende
solo dalle variabili x5 e x3, mentre la seconda equazione ¢ soddisfatta se anche o3 dipende
solo da z2 e x3. A questo punto 'ultima equazione in (1) diventa

oo ooy

— —2 = _9
8.1’3 8332 3

ed & soddisfatta, per esempio, prendendo o3 = 0 e ¢ = x3. Pertanto una 1-forma o tale che
do=we
o= (23 — 2123 + 23) dry

6. a) Indichiamo con X, il sottospazio di X dato dalle matrici simmetriche, e con S
lapplicazione lineare da X in X, che porta A in A 4 A?. Fissata A € X, si ha che

f(A+H)=f(A)+(I+AYH + (I +AH"'+ H'H

e quindi
df(A): H— (I+A"YH + (I+A)H"'=S((I +A"H) .
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In particolare 'immagine di df (A) & contenuta in X e quindi df(A) ha rango inferiore alla
dimensione di X, che € appunto d := %n(n +1).

b) Se la matrice I + A & invertibile, I'applicazione H + (I + A*)H ¢ surgettiva su X,
quindi I'applicazione H — S((I + A")H) & surgettiva su X, e pertanto df(A) ha rango d.
In particolare df (aI) ha rango d per a # —1. Per a = —1, invece, df(A) & I'applicazione
nulla, e ha rango 0.

¢) Consideriamo ora f come una mappa da X in X;. Siccome f(A) = (I + A)(I + A*) —1I,
se f(A) =0 allora (I + A)(I + A') = I, da cui segue che I + A’ & invertibile, e per quanto
visto al punto precedente df (A) ha rango massimo come applicazione lineare da X in Xj.
Pertanto I'insieme f~1(0) & una superficie regolare (di classe €*°) e senza bordo in X, con
dimensione n? —d = 3n(n —1).

a) Sia p : R? x R? — R x R la mappa data da p(z,y) := (|z|, |y|). Poiché questa mappa &
continua e C' & un sottoinasieme chiuso di R x R (in quanto compatto), S = p~1(C) & un
sottoinsieme chiuso di R? x R2. Inoltre C & limitato, e da questo segue immediatemente che
anche S ¢ limitato. Pertanto S & compatto.

Mostriamo ora che S si puo scrivere localmente come luogo di zeri di una funzione reale di
classe €' con gradiente diverso da zero.

Preso un punto ¢ € S, p(q) appartiene a C e quindi esistono un intorno aperto U di p(q)
ed una funzione f : U — R di classe ¢! tali che CNU = f~1(0) e Df # 0 in U; inoltre,
poiché p(q) appartiene all’aperto @ := (0, +o0) X (0, +00), si pud supporre che anche U sia
contenuto in Q.

Pertanto V := p~1(U) & un intorno aperto di ¢ contenuto in 4 := p=1(Q), e SNV = g=1(0)
dove g := f o p. Osserviamo che g : V — R & una funzione di classe €' perché tali sono sia
f che la restrizione di p ad A. Concludiamo la dimostrazione verificando che il gradiente di
g, vale a dire

x

Dy(a.y) = (01 =0 )

[yl

non si annulla mai su V' perché il gradiente di f non si annulla mai su U.

b) Sia « una parametrizzazione di C non necessariamente regolare, vale a dire un cammino di
classe ¢!, iniettivo all'interno di I, la cui immagine & C. Pertanto la mappa ¢ : I x[0, 27]? —
R? x R? data da

x|’

o(t,ur, uz) = (71(t) cosuy,v1(t) sinug, y2(t) cosug,y2(t) cosus)

¢ iniettiva all’interno di I x [0, 27]?, e ha immagine uguale a S, e puo quindi essere utilizzata
per calcolare il volume di S. In effetti

J1(t) cosur  —y1(t) sinuy 0
| () sinug 1 (t) cosug 0
Do(t,uy,ug) = A2 (t) cosusg 0 —y2(t) sinug | 7
Ao (t) sinug 0 Y2(t) cosug

da culi si ottiene che

J@(tv Ui, u2) = det(DtSODQD) =172 |’Y| )
e quindi
Vol(S) = 47‘1’2/’)/1 Yo || dt .
I

a) Posto @ := f o u, un semplice calcolo da

At = f"(u) [Vul* . (4)
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Se f & affine allora f” =0, e dalla (4) segue che At = 0, cioé che @ & armonica.

b) Se @ & armonica e Vu non si annulla mai, allora la funzione f”(u) deve essere identica-
mente nulla, e quindi f” si annulla su I := u(R™). Inoltre, poiché I & un intervallo (in quanto
immagine di un connesso secondo una funzione continua e non costante) questa condizione
implica che f’ & costante su I, e quindi f ¢ affine su I.

¢) L’enunciato ¢ ancora vero. Questo ¢ ovvio quando I consiste di un solo punto (ovvero
quando u & costante), e va dimostrato nel caso in cui I sia un intervallo proprio.

Sia A linsieme dei punti di R™ dove Vu # 0: siccome @ & armonica, dalla (4) segue che f”
si annulla su u(A), e per continuita anche sulla chiusura di u(A4). Non ci resta quindi che
dimostrare che la chiusura di u(A) coincide con I per poi concludere la dimostrazione come
nel punto b).

Supponiamo dunque per assurdo che la chiusura di u(A) non coincida con I. Allora esiste
un intervallo aperto e non vuoto J contenuto in I che non interseca u(A). Questo significa
che Vu = 0 sull’aperto B := u~!(J), e quindi u & costante su ogni componente connessa di
B. Ma siccome le componenti connesse di un qualunque aperto di R” sono in quantita al
pitt numerabile, u(B) & numerabile, contraddicendo il fatto che u(B) = J.

COMMENTI

o Esercizio 1. Tutti i presenti hanno proposto per il punto a) una soluzione diversa da quella
data sopra: detti infatti ¢}, i coefficienti di f(x + a), un semplice calcolo da

a-+m
, 1

C = —
n
21 Jo_

f(t) efin(tfa) dt = 6ina2i/ f(t) efint dt = einacn
T —T

T

(la prima uguaglianza segue per cambio di variabile dalla definizione di ¢/,, la seconda segue
dal fatto che l'integrale di una funzione T-periodica su tutti gli intervalli di lunghezza T ¢
lo stesso).

Purtroppo questo approccio non funziona per il punto b), che infatti nessuno ha risolto.

o Esercizio 5b). Porre o1 = 0 puod sembrare a prima vista una scelta arbitraria che funziona
solo per caso, ma non & cosi: per ogni 2-forma chiusa w in R3 & possibile trovare una 1-forma
o tale che do =w e o1 = 0.

o Esercizio 6. Poiché f(A) = (I+A)(I+A)!—1, allora f(A) = 0seesolose (I+A)(I[+A) =1,
ovvero I + A appartiene a O(n). Dunque f~1(0) & una traslazione di O(n), e da questo

segue immediatamente che si tratta di una superficie compatta di dimensione %n(n —1).

o Esercizio 7. Piuttosto soprendentemente, nessuno ha svolto il punto b).

N

o Esercizio 8b). Un punto che nessuno ha adeguatamente sottolineato ¢ il seguente: se la
derivata seconda di f & nulla su un certo sottoinsieme chiuso F di R, & corretto dedurne
che f coincide su E con una funzione affine solo nel caso che FE sia connesso (per E non
connesso si possono trovare dei facili controesempi). Ovviamente I'immagine di u & connessa,
ma andava fatto notare che questo e rilevante ai fini della dimostrazione.

o Esercizio 8. Si puo dimostrare (anche se non & rilevante per la risoluzione dell’esercizio) che
se u non & costante allora U'intervallo I — 'immagine di v — non contiene gli estremi (perché
u non ammette punti di massimo o di minimo) e quindi ¢ aperto. In realtd non solo I &
aperto ma coincide con R.
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