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2 Topologia e Analisi Complessa, a.a. 2008/09

Introduzione

Questa ¢ una raccolta degli esercizi assegnati durante il corso di Topologia e Analisi Com-
plessa per la laurea triennale in Matematica nell’a.a. 2008/09 (docente del corso: Fabrizio
Broglia; esercitatore: Giovanni Alberti). Gli esercizi sono divisi in due gruppi corrispondenti
alle due parti principali del corso.

Il pallino © indica gli esercizi svolti a lezione il cui contenuto puo essere dato per acquisito
nello svolgimento di altri esercizi; il rombo ¢ indica gli esercizi svolti a lezione; infine 1’asterisco
* indica gli esercizi (presumibilmente) difficili. Per alcuni esercizi ¢ stata fornita una traccia
della soluzione.

Programma del corso.

OMOTOPIA E GRUPPO FONDAMENTALE.

Connessione per archi, cammini e operazioni fra cammini continui.

Omotopia tra funzioni continue, omotopia relativa, omotopia tra cammini.

Equivalenza omotopica; retratti e retratti di deformazione; spazi contraibili.

Il gruppo fondamentale di uno spazio topologico; ruolo del punto base.

Omomorfismi tra gruppi fondamentali indotti da applicazioni continue; invarianza per omo-
topia; il gruppo fondamentale di spazi omotopicamente equivalenti.

Il gruppo fondamentale di un prodotto.

Rivestimenti; sollevamento di cammini; rivestimento del quoziente di uno spazio rispetto
all’azione di un gruppo; calcolo di alcuni gruppi fondamentali; lemma di monodromia.

Il teorema di van Kampen (con dimostrazione parziale).

FUNZIONI OLOMORFE DI UNA VARIABILE COMPLESSA

L’algebra delle serie formali.

Serie convergenti; calcolo del raggio di convergenza; operazioni sulle serie convergenti; deri-
vata di una serie convergente.

La funzione esponenziale complessa come rivestimento da C in C*.

Funzioni analitiche; analiticita della somma di una serie convergente; prolungamento anali-
tico; funzioni meromorfe.

Forme differenziali e loro integrazione; forme chiuse e forme esatte; primitive lungo un
cammino o lungo un’omotopia; la forma dz/z; indice di un cammino chiuso.

Funzioni olomorfe; condizioni di Cauchy-Riemann; le funzioni olomorfe con derivata diversa
da 0 come isomorfismi analitici locali.

Formula integrale di Cauchy; sviluppo in serie di una funzione olomorfa; formula e teorema
di Cauchy per un compatto.

Il teorema della mappa aperta; principio del massimo; principio di simmetria.

Serie di Laurent; sviluppo di una funzione olomorfa in una corona; singolarita isolate; classi-
ficazione tramite limite e tramite serie; il teorema di Weirstrass per le singolarita essenziali;
La sfera di Riemann e il teorema dei residui. Calcolo degli integrali con il metodo dei residui.
Derivata logaritmica; comportamento attorno ad una radice multipla di una funzione olo-
morfa; teorema di Rouché.
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a) Dato xp € R", scrivere una retrazione di R™ sul punto .
b) Scrivere una deformazione di R™ sul punto xg.

Sia X un sottoinsieme di R” stellato rispetto al punto xg.
a) Scrivere una retrazione di X sul punto xo.
b) Scrivere una deformazione di X sul punto xg.

a) Scrivere una retrazione di R” \ {0} sulla sfera S™~1.
b) Scrivere una deformazione di R™ \ {0} su S~ 1.

Preso xg € R™ con |zg| < 1, scrivere esplicitamente una deformazione di R™\ {z} su S"~1.

Scrivere esplicitamente un omeomorfismo dal disco chiuso D2, vale a dire insieme dei
punti x € R? tali che |z| < 1, nel quadrato chiuso Q := [—1,1]?.

Dimostrare che I'unione di due rette non parallele € un retratto di deformazione del piano.
Dato un insieme aperto A contenuto in R” ed un punto zg € A, per ogni e € S”~! poniamo

h(e) :=sup{t >0: xg+te€ A},
h*(e) :==inf {t > 0: zg+te e R"\ A} .

Dimostrare i seguenti fatti:

a) h: 8" — [0,+00] & una funzione semicontinua inferiormente;

b) h* : S"~1 — [0, +00] & una funzione semicontinua superiormente;
c) se A ¢ stellato rispetto a z( allora h < h*;

Q)

e) se A & convesso allora h = h* ed quindi h & una funzione continua;
f) se A & convesso allora A = {zg+te: e€ S"1, 0<t < h(e)}.

g) se A & convesso e limitato allora A = {zg + h(e)e: e € S"1}.

se A ¢ limitato allora h ed h* assumono solo valori finiti;

Sia A un aperto convesso di R™. Dimostrare che A ¢ omeomorfo ad una palla aperta di
R™. [Utilizzare l'esercizio 7f), supponendo inizialmente che A sia limitato.]

Sia A un aperto convesso e limitato in R", e sia zp un punto di A. Dimostrare che JA ¢
un retratto di deformazione sia di R™\ {z¢} che di A\ {zo}. [Utilizzare la funzione h data
nell’esercizio 7.]

Far vedere che quanto affermato nell’esercizio 9 non vale se A & un semispazio riconducen-
dosi al fatto (non dimostrato) che la sfera S™~! non & contraibile.

Si consideri una coppia di punti antipodali p e —p sulla sfera S™ con n > 1. Verificare che
la mappa

(1—t)z+tp

[(1—t)x + tp|

e una deformazione di S™ meno il punto —p sul punto p. Dunque la sfera meno un punto
e contraibile in qualunque dimensione.

F:(z,t):=

Dato X uno spazio topologico, siano f,g: X — S™ due mappe tali che f(z) # —g(z) per
ogni x € X. Dimostrare che f e g sono omotope.
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13° Dimostrare che la palla aperta di R” meno un punto ¢ omotopicamente equivalente alla
sfera S™~1.

14° Dimostrare che la sfera S™ meno un punto ¢ omeomorfa a R™. Dedurne che la sfera S™
meno un punto si deforma su un qualunque altro punto.

15° Dati T, X spazi topologici, indichiamo con C(T'; X) I'insieme delle mappe continue da 7" in
X, e su questo insieme indichiamo con ~ la relazione di equivalenza per omotopia. Data
una mappa continua f : X — Y, sia f, : C(T; X)/~ — C(T;Y)/~ la mappa definita da

feilpl = [foy].
Dimostrare che:
a) la definizione di f, & ben posta;
b) se f, f' : X — Y sono mappe omotope allora f, = f.;
c)date f: X =Y eg:Y — Z, allora g, o fu = (g0 f)s;
d)date f: X Y eg:Y — X tali che go f ~Idy, allora f, & iniettiva e g, & surgettiva;
e) se Y ¢ un retratto di X ed f: X — Y & una retrazione allora f, & surgettiva.
f) se f: X — Y & un’equivalenza omotopica allora f, & bigettiva.

16 In riferimento all’enunciato d) dell’esercizio 15, esibire un esempio in cui f. non & surgettiva
e g, non e iniettiva.

17 Nel contesto dell’esercizio 15, esibire un esempio in cui f & iniettiva (rispettivamente,
surgettiva) ed f, non € né iniettiva né surgettiva.

18¢ Sia T uno spazio topologico con un solo elemento. Dimostrare che I'insieme C(T, X)/~
(cfr. esercizio 15), & in corrispondenza biunivoca con l'insieme my(X) delle componenti
connesse per archi di X.

19 Data una mappa continua f : X — Y, sia f. : mo(X) — m(Y) la mappa che ad ogni
componente connessa per archi C' di X associa la componente connessa per archi di Y che
contiene f(C). Utilizzando quanto fatto negli esercizi 15 e 18, dimostrare che:

a) la mappa f, € ben definita;

b) se Y & un retratto di X e f: X — Y una retrazione, allora f, & surgettiva.

c) se f: X — Y &un’equivalenza omotopica allora f, & surgettiva, e quindi 7y(X) e m(Y)
hanno la stessa cardinalita.

20 Sia X uno spazio topologico, Y uno spazio topologico discreto, e f,g : X — Y mappe
continue. Dimostrare che f ¢ omotopa a g se e solo se f = g.

21 Dato uno spazio topologico X, sia ~ la relazione di equivalenza le cui classi di equivalenza

corrispondono alle componenti connesse di X. Data una mappa continua f : X — Y, sia
fx: X/~ — Y/~ la mappa definita da

fe o] = [f(2)] -

Dimostrare che:

a) la definizione di f, & ben posta;

b) se f, f' : X — Y sono mappe omotope allora f, = f/;
c)date f: X =Y eg:Y — Z, allora g, o fu = (g0 f)s;
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d)date f: X Y eg:Y — X tali che go f ~ Idx, allora f, ¢ iniettiva e g, & surgettiva;
e) se f: X — Y & un’equivalenza omotopica allora f,. € bigettiva;
f) se Y & un retratto di X ed f: X — Y & una retrazione allora f, & surgettiva.

Sia A un aperto connesso (per archi) di R™ con m > 2 e sia S un sottoinsieme numerabile
di A. Dimostrare che A\ S & connesso per archi.

Se C; e O3 sono sottoinsiemi connessi per archi del quadrato [0,1]? tali che C contiene
i vertici (0,1) e (1,0) mentre Cy contiene (0,0) e (1,1) , allora l'intersezione di Cy e
Cs non ¢ vuota. Dimostrare questo enunciato supponendo che C; sia il grafico di una
funzione continua f; : [0,1] — [0,1]. [La dimostrazione nel caso generale é piu complicata,
cfr. esercizio 64.]

Traccia. Se per assurdo Cq e Co non si intersecassero allora la funzione g : Cy — {1}
data da
+1 pery> fi(x)
T,1y) =
9(z,y) {—1 per y < fi(z)

sarebbe ben definita e continua, e porterebbe il connesso Cs sullo sconnesso {+1}.

Sia X linsieme dei punti del piano dato dall’'unione del segmento verticale {0} x [0,1] e
dei segmenti orizzontali [0,1] X {y} con y = 0 oppure y = 1/n e n = 1,2,... Dimostrare
che il segmento orizzontale A := [0,1] x {0} non & un retratto di deformazione di X.

Traccia. a) Ogni cammino con un estremo in X \ A ed uno in A passa per il punto
Z :=(0,0); b) data F : X x I — X tale che F(z,1) € A per ogni z € X, allora per ogni
x € X \ A esiste t € T tale che F(x,t) = T; ¢) per continuita lo stesso vale per ogni z € A.

Sia X l'unione di una circonferenza e di un suo raggio. Dimostrare che X € omotopicamente
equivalente ma non omeomorfo a S*.

Nel piano, sia A I'unione delle circonferenze di centri (+£1,0) e raggio 1, vale a dire un
“otto”. Dimostrare che A & un retratto di deformazione di R?\ {(%1,0)}.

Nel piano, sia B 'unione delle circonferenze di centri (+2,0) e raggio 1 e del segmento di
estremi (+1,0). Dimostrare che B & un retratto di deformazione di R? \ {(42,0)}.

Dimostrare che gli insiemi A e B definiti nei due esercizi precedenti sono spazi topologici
omotopicamente equivalenti ma non omeomorfi.

Traccia. Per l'equivalenza omotopica si usi il fatto che A e B sono retratti di deforma-
zione di due spazi omeomorfi. [Si provi comunque a scrivere direttamente un’equivalenza
omotopica f : B — Al]

Dimostrare che R™ meno una palla chiusa & omeomorfo a R™ meno un punto.

Siano f,g : S™ — R funzioni continue tali che f(z) > g(x) > 0 per ogni z € S, e sia
X linsieme dei punti z € R"! tali che f(z/|x|) > |z| > g(x/|z|). Dimostrare che X &

omotopicamente equivalente a S™.

Tracciare un disegno approssimativo dell’immagine del cammino

1
f(t) = (t3 —t, m) con t € R.
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Tracciare un disegno approssimativo dell’'immagine del cammino

f(t) :== | cos(nnt)| (cos(2nmt),sin(27t)) con t € [0, 1].

Fissato un intero n > 2, dimostrare che gli spazi X, X5, X3 definiti di seguito sono omeo-
morfi.

i) X1 & l'unione di n circonferenze aventi uno ed un solo punto in comune, vale a dire che
X1 := (S x{1,...,n})/~ dove ~ ¢ la relazione di equivalenza che identifica ad un punto
I'insieme {eg} x {1,...,n}, dove ey := (1,0). [Xy viene talvolta chiamato bouquet di n
circonferenze.

ii) Xo :=([0,1] x {1,...,n})/~ dove ~ & la relazione di equivalenza che identifica ad un
punto I'insieme {0,1} x {1,...,n}.

iii) X3 & I'insieme dei punti di R? della forma | cos(nmt)| (cos(27t),sin(27t)) con t € [0, 1].

Dato un intero n > 2, sia D l’insieme dei punti del piano della forma
1
5(005(27rkt/n),sin(?wkt/n)) conk=0,...,n—1

e si prenda X3 come nell’esercizio precedente. Dimostrare che X3 € un retratto di defor-
mazione di R? \ D.

Dati Z,5 € R? ed € > 0, costruire un omeomorfismo g : R? — R? tale che g(z) = 7 e
g(z) = x per ogni x al di fuori di un e-intorno del segmento chiuso di estremi Z e g.

Siano z1,...,Zn € Y1, ..., Y, due n-uple di punti in R? tali che z; # z; e y; # y; per i # j.
Costruire un omeomorfismo f : R? — R? tale che f(x;) =y; peri=1,2,...,n.

Traccia. Procedendo per induzione su n possiamo supporre che esista un omeomorfismo
h : R? — R? tale che h(z;) = y; per ogni i < n. Distinguiamo quindi due casi.

Primo caso: se il segmento chiuso di estremi & := h(x, ) e § := y, non contiene y; per nessun
i < m, posiamo trovare un omeomorfismo g : R? — R? tale che g(z) = 7 e g(y;) = y; per
ogni i < n (cfr. esercizio 35); poniamo quindi f := g o h.

Secondo caso: se il segmento [Z,y] contiene y; per qualche i < n, indichiamo con d la
distanza minima tra Z e y; con ¢ < n e prendiamo z’ tale che |2’ —Z| < d ed il segmento [z, ]
non contiene y; per alcun i < n. Possiamo allora trovare un omeomorfismo g’ : R? — R2
tale che ¢'(z) = a’ e ¢'(y;) = y; per ogni i < n; ponendo infine A’ := ¢’ o h ci siamo
ricondotti al caso precedente.

Dato un intero n > 2, dimostrare che il piano meno n punti € omotopicamente equivalente
ad un bouquet di n circonferenze, cioe lo spazio X definito nell’esercizio 33. [Utilizzare gli
esercizi 34 e 36.]

Dato un intero n > 2, dimostrare che la sfera S? meno n + 1 punti & omotopicamente
equivalente ad un bouquet di n circonferenze.

Dato un intero n > 2, dimostrare che lo spazio R meno I'unione di n rette distinte passanti
per lorigine & omotopicamente equivalente ad un bouquet di 2n — 1 circonferenze.

Sia X un sottospazio chiuso di R™ con la seguente proprieta: esiste un aperto U in R” che
contiene X ed una retrazione 7 : U — X di classe C'*. Dimostrare che allora ogni cammino
g : I — X & omotopicamente equivalente (in X) ad un cammino g di classe C*.
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Traccia. Un teorema dovuto a Weierstrass asserisce ogni funzione reale e continua
sull’intervallo I e limite di una successione uniformemente convergente di polinomi. Uti-
lizzando questo risultato, far vedere che esiste una mappa f : I — R"™ tale che: a) le
componenti di f sono polinomi; b) f(0) = ¢g(0) e f(1) = g(1); ¢) il segmento chiuso di
estremi f(s) e g(s) & contenuto in U per ogni s € I. Verificare che allora § := 7o f soddisfa
quanto richiesto.

Sia E un sottoinsieme limitato di R™ e f una mappa da E in R™ con m > n. Dimostrare
che se f & Lipschitziana, cioé esiste una costante finita L tale che |f(z) — f(y)| < L|z — y|
per ogni x,y € F, allora f(FE) ha parte interna vuota.

Traccia. Preso a tale che E & contenuto in un cubo n-dimensionale di lato a, per ogni intero
positivo k si pud ricoprire E con k™ cubi di lato a/k. Se ne deduce che f(F) & ricoperto
da k™ cubi di lato 2Ln'/?a/k e pertanto il suo volume m-dimensionale soddisfa

Vol (f(E)) < (2Lan'/?)mgn—m

Prendendo il limite per k& — +oo si ottiene che vol,,,(f(E)) = 0, da cui segue che f(FE)
non contiene alcuna palla. [Per volume si puo intendere tanto la misura di Peano-Jordan
quanto quella di Lebesgue.]

Dimostrare che la sfera S™ & semplicemente connessa per n > 2 completando la seguente
traccia di dimostrazione: a) Ogni cammino in S™ & omotopo ad un cammino di classe C'*
(esercizio 40); b) ogni cammino di classe C! in S™ non & surgettivo (esercizio 41); ¢) ogni
cammino non surgettivo in S™ ¢ omotopo ad una costante (cfr. esercizio 11).

Dato n > 2, dimostrare che ogni omeomorfismo f dalla sfera S”~! in sé pud essere esteso
ad un omeomorfismo della palla chiusa D™ in sé. [Si ricordi che D™ ¢é I'insieme dei punti
x € R™ tali che |z| < 1, e quindi la sfera S"~! coincide con la frontiera di D™ in R™.]

Sia f: S — S un omeomorfismo. Dimostrare che esiste una funzione 6 : [0, 27] — [0, 2]
continua, surgettiva e strettamente monotona tale che

f(cost,sint) = (cosf(t),sinf(t)) per ognit € [0, 27].

[Utilizzare, ed eventualmente dimostrare, che ogni funzione continua e iniettiva da un
intervallo di R in R é strettamente monotona.|

Sia X lo spazio ottenuto identificando i bordi di due copie distinte della palla chiusa D™,
vale a dire X = (D™ x 0,1)/~ dove ~ & la relazione di equivalenza che identifica il punto
(x,0) con (z,1) per ogni z € S~ 1. Dimostrare che X & omeomorfo a S™.

Far vedere che il risultato nell’esercizio precedente non dipende da come vengono identificati
i bordi delle due palle, vale a dire che X & omeomorfo a S™ anche quando ~ & la relazione
di equivalenza che identifica (x,0) con (f(z),1) per ogni x € S~ ! ed f & un omeomorfismo
di S"~1! assegnato. [Utilizzare I'esercizio 43.)

a) Verificare che S! — inteso come sottogruppo del gruppo moltiplicativo C* — e R/Z —
inteso come quoziente del gruppo additivo R per il sottogruppo Z — sono gruppi topologici
isomorfi, vale a dire che esiste un omeomorfismo che & anche un isomorfismo di gruppi.

b) Verificare che il toro T2 := S x St e il quoziente R? /Z? sono gruppi topologici isomorfi.
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Sia X lo spazio topologico ottenuto identificando gli estremi dell’intervallo [0,1]. Allora X
¢ omeomorfo a S' e ad R/Z: scrivere esplicitamente tali omeomorfismi.

Sia X lo spazio ottenuto identificando ogni punto x della sfera S™ con il suo antipodale
—z. Dimostrare che X & omeomorfo allo spazio proiettivo P"(R).

Sia X lo spazio ottenuto identificando ogni punto della frontiera della palla chiusa D™ con
il suo antipodale. Dimostrare che X & omeomorfo allo spazio proiettivo P (R).

Dimostrare che il piano proiettivo P2(R) meno un punto si deforma su una retta proiet-
tiva ed & quindi omotopicamente equivalente a S'. [E istruttivo risolvere quest’esercizio
utilizzando tutte le varie rappresentazioni del piano proiettivo.]

a) Sia F Iiperboloide di rotazione in R? di equazione 22 4+ 4% = 1 + 22. Dimostrare che E
¢ omeomorfo al cilindro S x R.

b) Sia F; la chiusura di E nella compattificazione di Alexandrov R? U {oo} dello spazio.
Dimostrare che E; ¢ omeomorfo al quoziente S?/~ dove ~ & la relazione di equivalenza
che identifica la coppia di punti antipodali (0,0, £1).

b) Identifichiamo R® come il sottoinsieme dei punti dello spazio proiettivo P3(R) della
forma [x,9, 2,1], ed indichiamo con Ej la chiusura di E in P3(R). Dimostrare che Fy &
omeomorfo a St x St.

Sia X uno spazio topologico connesso per archi. Detto ey il punto di S! di coordinate
(1,0), per ogni mappa continua g : S* — X indichiamo con § il cammino chiuso in X con
punto base a := g(ep) definito da

g(s) := g(cos(2ms),sin(27s)) per ogni s € I =[0,1].

Dimostrare che:

a) se il cammino § ¢ omotopicamente equivalente al cammino costante 1, allora la mappa
g € omotopa a una mappa costante;

b) se G & un omotopia da g ad una mappa con valore costante b, allora § & omotopicamente
equivalente a f * 1, xi(f), dove f(t) := G(eo,t) per ogni t € I;

c) X @& semplicemente connesso se e solo se ogni mappa continua g : S' — X & omotopa
ad una costante.

Nel contesto dell’esercizio precedente, si considerino due mappe go, g1 : S* — X tali che
go(eo) = g1(eg). Dimostrare che:

a) se il cammino gy & omotopicamente equivalente a g; allora gg € omotopa a g;

b) se G : S* x I — X & un omotopia da gy a g1 allora il cammino g, ¢ omotopicamente
equivalente a f * g x i(f), dove f(t) := G(eq,t) per ogni t € [;

c) se go € omotopa a ¢g; e il gruppo fondamentale di X & abeliano allora gy ¢ omotopicamente
equivalente a gi;

Far vedere con un esempio che Iipotesi che 71 (X) sia abeliano nel punto c) dell’esercizio
precedente non puo essere rimossa.

Per ogni k € Z, sia ¢, : S* — S! la mappa definita da o, (z) := z* (stiamo identificando
R? con il campo complesso C). Dimostrare che ¢, ¢ omotopa a ¢, se e solo se k = h.
[Utilizzare quanto fatto nell’esercizio 54.]
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Sia ¢ una mappa continua da S' in sé. Dimostrare g puod essere estesa ad una mappa
continua da D? in S! se e solo se il cammino chiuso §: I — S definito da

g(t) := g(cos(2mt), sin(27t))
€ omotopicamente equivalente ad una costante.

Utilizzando il fatto che la sfera S"~! non & contraibile (dimostrato solo per n = 2), far
vedere che:

a) non esiste alcuna mappa f : D™ — S™~! la cui restrizione fisn—1 € uguale a Id;

b) non esiste alcuna mappa f : D" — S"~! tale che fisn—1 € omotopa a Id;

¢) ogni mappa f : D™ — D" tale che fign—1 & omotopa a Id deve essere surgettiva;

d) ogni mappa f : D" — D™ ammette un punto fisso, cioé esiste z tale che f(x) = x.
[L’enunciato d) é noto come teorema del punto fisso di Brower.]

Siano f, g due cammini in St tali che f(0) = g(0) e f(1) = g(1). Dimostrare che se esiste
un punto y € S* tale che f ed g non passano per y, allora f & omotopicamente equivalente
a g. [Si usi il fatto che S\ {y} & omotopo ad un intervallo aperto.]

Dimostrare che per ogni cammino chiuso f : I — S con punto base e := (1, 0) esiste uno
ed un solo intero k tale che f & omotopo al cammino g (t) := (cos(2kmnt),sin(2knt)). Tale
intero k vien chiamato grado del cammino f.

Dimostrare che I'applicazione [f] — k definisce un isomorfismo di 71(S?) in Z.

Siano dati due cammini f;, f2 : I — S! con punto iniziale ey e punto finale —eq. Calcolare
il grado del cammino chiuso f := f; *i(f2) nei seguenti casi:

a) sia f1 che fo non passano per il punto (0, 1);

b) f1 non passa per (0,1) ed fo non passa per (0, —1);

¢) f1 non passa per (0,—1) ed f non passa per (0,1).

Traccia. a) Posto g(t) := (cos(nt),sin(nt)) per ogni ¢ € I, utilizzare U'esercizio 59 per far
vedere che f1 ed fy sono omotopicamente equivalenti a g e i(g) rispettivamente, e dunque
in questo caso f ha grado 0.

Siano pg, - - -, pm punti di St della forma py := (cos ay, sin o) con
O=apn<aon<...<apm1 < aqy, =271,

eperogni k=1,...,msia fy : I — S' un cammino con punto iniziale py_; e punto finale
pr. la cui immagine e contenuta nell’arco piu breve che congiunge pr_1 a pr. Dimostrare
che il cammino f := f; % fa % -+ % f,,, & omotopicamente equivalente al cammino g(t) :=
(cos(2mt), sin(27t)).

Siano f1, fo due cammini nel quadrato @ := I x I tali che f; parte dal vertice (1,0) e arriva
al vertice (0,1) mentre fy parte da (0,0) e arriva a (1,1). Dimostrare che i due cammini si
intersecano, cioe¢ che fi(I) N fo(I) # 2.

Traccia. Supponiamo per assurdo f1(t1) # f2(t2) per ogni t1,ty € I. Si consideri allora la
mappa F : Q — S! definita da

J1(t1) — fa(t2)

Ftte) = o TR
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che percorre a velocita costante e in senso antiorario la frontiera del quadrato @ partendo
dal vertice (0,0) — vale a dire h(t) := (4¢,0) per 0 < t < 1/4, h(t) := (1,4t — 1) per
1/4 <t <1/2 ete.

Utilizzare 1’esercizio 57 per dimostrare che f deve essere omotopicamente equivalente ad
un cammino costante, e ’esercizio 62 per dimostrare che f deve essere omotopicamente
equivalente al cammino ¢(t) := (cos(2nt), sin(27t)).

Siano C7 e Cs due sottoinsiemi connessi per archi del quadrato @ := I x I tali che (4
contiene i vertici (1,0) e (0, 1), mentre C contiene i vertici (0,0) e (1, 1). Utilizzare quanto
fatto nell’esercizio precedente per dimostrare che C' e C? hanno intersezione non vuota
(cfr. esercizio 23).

Far vedere che ’enunciato dell’esercizio precedente vale anche se gli insiemi C;7 e Cs sono
chiusi e connessi, ma non vale se si suppone solamente che siano connessi.

Dimostrare che D? non & omeomorfo a D™ per n # 2. [Si ha piu in generale che D™ non &
omeomorfo a D™ per n # m.]

Sia A aperto connesso di R? e p un punto di A. Dimostrare che A\ {p} non & semplicemente
CONnesso.

Traccia. Si prenda r > 0 tale che il disco chiuso di centro p e raggio r & contenuto in A,
e si indichi con S la circonferenza di centro p e raggio r. Verificare che S ¢ un retratto di
A\ {p} e ricordare che, detta r la retrazione, 7, : m1 (A \ {p}) — 71 (S) & un omomorfismo
surgettivo.

Nel contesto dell’esercizio precedente, dimostrare che se A non & contraibile allora S non &
un retratto di deformazione di A\ {p}.

Traccia. Avendo una deformazione di A\ {p} su S sarebbe possibile costruire una defor-
mazione di A sul disco chiuso di centro p e raggio uguale a quello di S.

Dimostrare che una varieta topologica di dimensione 2 non e una varieta topologica di
dimensione n per n # 2. [Si ha piti in generale che una varieta topologica di dimensione n
non é una varieta topologica di dimensione m per m # n.]

Traccia. Se per assurdo X fosse una varieta topologica di dimensione sia 2 che n con n # 2,
allora potremmo trovare un aperto A di R? omeomorfo alla palla aperta B™ di R®. Ma
allora A meno un punto — spazio connesso e non semplicemente connesso, cfr. esercizio 67 —
sarebbe omeomorfo a B meno un punto, che invece & sconnesso per n = 1 e semplicemente
connesso per n > 2, in quanto omotopicamente equivalente alla sfera S™1.

Utilizzando quanto dimostrato nell’esercizio 67 far vedere che un punto 2 € D? soddisfa
|z] = 1 se e solo ammette un intorno aperto (nel senso della topologia di Ds) e sempli-
cemente connesso U tale che U \ {z} & pure semplicemente connesso. Dedurne che ogni
omeomorfismo di D5 in sé porta S! in sé.

Sia X uno spazio topologico, ~ una relazione di equivalenza su X, ed Y un sottoinsieme
di X dotato della topologia indotta. Chiaramente ~ € anche una relazione di equivalenza
su Y, e possiamo quindi considerare I'immersione naturale j dello spazio quoziente Y/~
nello spazio quoziente X/~. Dimostrare che:

a) j € una mappa continua e iniettiva da Y/~ in X/~;
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b) j & surgettiva se e solo se Y interseca ogni classe di equivalenza di X;
c) se X/~ ¢ di Hausdorff e Y & compatto ed interseca ogni classe di equivalenza di X allora
j € un omeomorfismo.

Su X := R si pone z ~ 2’ quando = — 2’ & intero. Far vedere che, preso Y := [0,1),
I’applicazione j definita nell’esercizio 71 € una bigezione ma non un omeomorfismo, e
dunque l'ipotesi che Y sia compatto nell’enunciato ¢) non puo essere rimossa.

Su X :=[-1,1] si pone & ~ 2’ quando x = =’ oppure x = —z’ e |z| < 1. Dimostrare che la
topologia di X/~ non & separata. Far vedere che, preso Y := [—1,0]U {1}, I'applicazione j
definita nell’esercizio 71 & una bigezione ma non un omeomorfismo, e dunque l'ipotesi che
X/~ sia di Hausdorff nell’enunciato ¢) non pud essere rimossa.

Dato Q := [0,1]2, si consideri lo spazio X := Q/~ ottenuto identificando ogni punto di @
della forma (0, y) con (1,y), e sia A il sottoinsieme di X corrispondente ai punti di ordinata
1/2.

a) Scrivere un omeomorfismo da X al cilindro S* x [0, 1].

b) Scrivere una deformazione di X su A.

c¢) Dimostrare che il gruppo fondamentale di X & isomorfo a Z e darne esplicitamente un
generatore.

Dato Q := [0, 1]2, si chiama nastro di Moebius lo spazio X := Q/~ ottenuto identificando
ogni punto di @ della forma (0,y) con (1,1 —y). Sia A il sottoinsieme di X corrispondente
al punti di ordinata 1/2.

a) Scrivere una deformazione di X su A.

b) Dimostrare che il gruppo fondamentale di X & isomorfo a Z e scriverne esplicitamente
un generatore.

Per ogni t € [0, 1], sia e () := (cos(2nt), sin(27t),0) e ea(t) := cos(nt) e1(t) + (0, 0, sin(rt)).
Presi Q e ~ come nell’esercizio precedente, far vedere che la mappa f : Q — R? data da

1

@y =@+ (y-3) eala)

definisce (passando al quoziente @)/~) un omeomorfismo tra il nastro di Moebius ed f(Q).

Dimostrare che il cilindro S x [0, 1] ed il nastro di Moebius sono omotopicamente equiva-
lenti.

Sia X lo spazio topologico definito nell’esercizio 74 oppure nell’esercizio 75. Chiamiamo
bordo il sottoinsieme di X corrispondente ai punti di ordinata 0 o 1. Dimostrare che:

a) un punto p € X appartiene al bordo di X se e solo se ammette un’intorno U semplice-
mente connesso tale che U \ {p} & pure semplicemente connesso;

b) ogni omeomorfismo di X in sé porta il bordo nel bordo. [Utilizzare 'esercizio 67.]

Dimostrare che il bordo del nastro di Moebius (inteso nel senso dell’esercizio 78) ¢ omeo-
morfo a S! ed in particolare & connesso, mentre il bordo del cilindro S' x [0,1] non &
connesso. Dedurne che il nastro di Moebius e il cilindro non sono omeomorfi.

Sia X il nastro di Moebius e sia f un omeomorfismo del bordo di X. Dimostrare che f
puo essere esteso ad un omeomorfismo di X.
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Far vedere che 'enunciato dell’esercizio precedente non vale se X & il cilindro S x [0, 1].

Sia X il cilindro S* x [0, 1] e sia X/~ lo spazio ottenuto identificando S* x {0} ad un punto.
Dimostrare che X/~ ¢ omeomorfo al disco D?.

Sia X il cilindro S* x [0, 1] e sia X/~ lo spazio ottenuto identificando S* x {0} ad un punto
e S x {1} ad un altro punto. Dimostrare che X/~ & omeomorfo alla sfera S2.

Sia X il nastro di Moebius e sia X/~ lo spazio ottenuto identificando a un punto il bordo
di X. Dimostrare che X/~ & omeomorfo al piano proiettivo P?(R).

Dato @ := [0, 1]?, si consideri lo spazio X = @/~ ottenuto identificando ogni punto di @ del
tipo (0,y) con (1,y) ed ogni punto del tipo (z,0) con (x,1). Fissati R > r > 0, indichiamo
con S la superficie in R? ottenuta facendo ruotare attorno all’asse z la circonferenza sul
piano xz di centro (R,0) e raggio 7.

a) Scrivere S come luogo di zeri di un polinomio.

b) Scrivere un omeomorfismo da X in S.

¢) Scrivere un omeomorfismo da X nel toro T2 := S! x S*.

d) Scrivere un rivestimento di R? su X.

e) Dimostrare che il gruppo fondamentale di X & isomorfo a Z? e scriverne esplicitamente
un insieme di generatori.

Presi @), X e ~ come nell’esercizio precedente e detta 0Q la frontiera del quadrato @ (in
R?), si indichi con E il quoziente di dQ/~, ovvero la proiezione di 9Q su X := Q/~. Sia
infine p un punto in X \ E. Dimostrare i seguenti enunciati:

a) E & omeomorfo al bouquet di due circonferenze (cfr. esercizio 33);

b) E & un retratto di deformazione di X \ {p};

¢) il toro T2 meno un punto & omotopicamente equivalente al bouquet di due circonferenze.

[Per a) puo essere utile osservare che E ¢ uguale al quoziente secondo ~ dell’insieme
Y := {0} x [0,1] U [0,1] x {0}, cfr. esercizio 71.]

Posto Q := [0,1]2, si chiama bottiglia di Klein lo spazio X := Q/~ ottenuto identificando
ogni punto di @ del tipo (0,y) con (1,1 — y) ed ogni punto del tipo (z,0) con (z,1).

a) Scrivere una rivestimento doppio dal toro T2 su X.

b) Scrivere una rivestimento da R? su X.

Dimostrare che la bottiglia di Klein meno un punto & omotopicamente equivalente al bou-
quet di due circonferenze.

Detta X la bottiglia di Klein, consideriamo il sottospazio X; corrispondente ai punti con
ascissa y tale che 1/3 < y < 2/3, e il sottospazio X» corrispondente ai punti tali che
0 <y <1/3 oppure 2/3 < y < 1. Far vedere che X; e X5 sono omeomorfi al nastro di
Moebius.

Dato @ := [0,1]2, si consideri lo spazio X ottenuto identificando ogni punto di @ del tipo
(0,y) con (1,1 — y) ed ogni punto del tipo (x,0) con (1 — z,1). Consideriamo quindi il
sottospazio X7 corrispondente ai punti con ascissa y tale che 1/3 <y < 2/3 e il sottospazio
X, corrispondente ai punti tali che 0 <y < 1/3 oppure 2/3 < y < 1. Dimostrare che:

a) X & omeomorfo al piano proiettivo P?(R);

b) X; & omeomorfo al nastro di Moebius;
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¢) X & omeomorfo al disco D?.

Sia S la superficie in R? ottenuta facendo ruotare attorno all’asse z la circonferenza nel
piano xz di centro (1,0) e raggio 1 (notare che questa circonferenza ¢ tangente all’asse z).
Sia inoltre C' la circonferenza di centro (0,0) e raggio 1 nel piano xy. Dimostrare che

a) S & un retratto di deformazione di R?\ C;

b) S & omeomorfo allo spazio ottenuto identificando i poli (0,0, +1) della sfera S2.

Sia E un sottoinsieme finito di R™, n > 3. Dimostrare che lo spazio X := R" \ E ¢
semplicemente connesso.

Traccia. Procediamo per induzione sul numero m di punti di £. Supponendo che le prime
coordinate dei punti di F non sia tutte uguali (altrimenti...) possiamo scrivere E come
unione disgiunta di due sottoinsiemi propri F; ed E5 in modo tale che

t; :=max{z; : x € E1} <ty :=min{z, : z € Ey} .

Pertanto X7 := R"\ F e Xo := R™\ F5 sono semplicemente connessi per l'ipotesi induttiva.
Si dimostra che X & semplicemente connesso applicando la versione semplice del teorema
di van Kampen alla scomposizione di X come unione degli insiemi aperti

U1::{$C€X:.’E1<t2} e UQ::{$EXZt1<ZE1}.

Si ha infatti che a) U3 N Uy = (t1,t2) x R*~! & connesso per archi; b) preso t tale che
t1 < t < tg, insieme V; := {& € Uy : 21 <t} & un retratto di deformazione di sia di Uy
che di X1, e siccome quest’ultimo ¢ semplicemente connesso lo stesso vale per Vi ed Uq;
¢) analogamente anche Us ¢ semplicemente connesso.

Sia X il semipiano (0, +00) X R meno il punto p := (1,0), e sia S la circonferenza di centro
p e raggio 1/2.

a) Dimostrare che S & un retratto di deformazione di X.

b) Dimostrare che X & connesso per archi.

c¢) Calcolare il gruppo fondamentale di X, dando esplicitamente un insieme di generatori.

Fissato n > 2, sia X lo spazio R™ x R privato della retta {0} x R e della sfera S"~1 x {0}.
Sia inoltre S I'insieme dei punti (z.y) € X tali che (|z| —1)? +y? = 1/4.

a) Dimostrare che S & un retratto di deformazione di X.

b) Dimostrare che S & omeomorfo a S"~1 x S1.

¢) Dimostrare che X & connesso per archi.

d) Calcolare il gruppo fondamentale di X, dando esplicitamente un insieme di generatori.

Sia G il gruppo degli omeomorfismi di R? generato dalla mappa g : (x,y) — (—y,x).
Dimostrare i seguenti fatti:

a) G & isomorfo a Zg;

b) I'azione di G su R? non ¢ libera;

¢) ogni g € G & un omeomorfismo di X :=R?\ {0};

d) lazione di G su X e libera e quindi propriamente discontinua.

d) A quale superfice “nota” ¢ omeomorfo lo spazio quoziente X/G?

Sia G il gruppo degli omeomorfismi di X :=R/Z generato dalla mappa [z] — [z + a] dove
a € un numero razionale non intero. Dimostrare che:
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a) G & isomorfo a Z, per un opportuno intero positivo n;
b) G agisce su X in modo libero e quindi propriamente discontinuo.
¢) A quale spazio “noto” & omeomorfo il quoziente X/G?

Si prendano X e G come nell’esercizio precedente con a numero irrazionale. Dimostrare
che:

a) G ¢ isomorfo a Z;

b) G agisce su X in modo libero;

c¢) ogni orbita (classe di equivalenza di X/G) ¢ densa in X;

d) la topologia quoziente di X/G & quella banale (o indiscreta);

e) G non agisce su X in modo propriamente discontinuo.

[Usare, ed eventualmente dimostrare, che un sottogruppo di R/Z é denso o finito.]

Dimostrare che se G agisce su X in modo propriamente discontinuo ed X ¢ 71, allora lo
spazio delle orbite X/G & T;.

Traccia. Dati xg, 21 € X tali che [x0] # [x1], basta trovare un intorno aperto V di xq tale
che g(V) N [z1] = @ per ogni g € G. Preso U intorno aperto di z¢ tale che g(U)NU = @
per ogni g € G con g # Idx, se U non soddisfa quanto richiesto allora esiste g € G tale
che g(x1) € U. Basta quindi prendere V intorno aperto di xo contenuto in U tale che

g(z1) ¢ V.

Sia X := R x [0,1] e sia G il sottogruppo degli omeomorfismi di X generato dalla mappa
g:(@,y) = (¢ —142y,9%) .

Scrivere una formula esplicita per ¢g" con n intero positivo e dimostrare i seguenti enunciati:
a) G & isomorfo a Z;

b) G agisce su X in modo libero;

¢) G agisce su X in modo propriamente discontinuo;

d) lo spazio X/G non ¢ di Hausdorff; per la precisione, per ogni g, x; € R, le orbite dei
punti (z9,0) e (z1,1) sono distinte ma non & possibile separarle con due aperti disgiunti
della topologia quoziente.

Traccia. Per c), far vedere che ci si pud ricondurre al seguente enunciato: data una
successione di punti px che converge a p in X e una successione di interi n; che tende a
+00, allora g"* (py) non converge a p. Per d), far vedere che per n sufficientemente grande
esiste uno ed un solo numero y,, € [1/2,1] tale che la prima coordinata di g™ (zg, y») € x1; in
particolare g™ (o, yn) = (x1,t,) con t, :=y> . Inoltre y,, converge a 1 mentre t,, converge
a 0, e quindi lorbita di (zg, y,) converge sia all’orbita di (g, 1) che a quella di (z1,0).

Sia X uno spazio topologico compatto. Dimostrare che ogni suo sottoinsieme infinito .S
ammette almeno un punto di accumulazione, vale a dire un punto x € X tale che SNU ¢
infinito per ogni U intorno di x. [Limitarsi eventualmente al caso di X spazio metrico.]

Sia X uno spazio topologico compatto, e sia G un gruppo di omeomorfismi di X che agisce
in modo propriamente discontinuo. Dimostrare che G & finito.

Traccia. Se per assurdo G fosse infinito, preso zo € X la sua orbita A := {g(z¢) : g € G}
deve essere infinita. Allora esiste z € X tale che ANU e infinito per tutti gli intorni U di
x (cfr. esercizio 100), ma questo contraddice I'ipotesi che esista un intorno U di x tale che
g(U)NU = @ per ogni g € G con g # Idx.
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Usare 'esercizio 101 per dare un’altra dimostrazione dell’enunciato e) dell’esercizio 97.

Sia G il gruppo degli omeomorfismi di X := R x [0, 1] generato dalla mappa

g:(z,y) = (z+Ly) .

a) Dimostrare che G & isomorfo a Z ed agisce su X in modo propriamente discontinuo.

b) Dimostrare che 71 (X/G) ¢ isomorfo a Z.
¢) Scrivere esplicitamente un generatore di m(X/G).
d) Dimostrare che X/G & omeomorfo al cilindro S* x [0, 1].

Sia G il gruppo degli omeomorfismi di X := R x [0, 1] generato dalla mappa

g:(x7y)»—>(:v+1,1—y).

a) Dimostrare che G & isomorfo a Z ed agisce su X in modo propriamente discontinuo.

b) Dimostrare che 71 (X/G) & isomorfo a Z.
c) Scrivere esplicitamente un generatore di m1(X/G);
d) Dimostrare che X/G & omeomorfo al nastro di Moebius.

Detta ~ la relazione di equivalenza su S™ che identifica ogni punto z con —z, & noto che

lo spazio quoziente S™/~ & omeomorfo allo spazio proiettivo P"(R).

a) Far vedere che la relazione di equivalenza ~ ¢ indotta dall’azione di un opportuno

sottogruppo di omeomorfismi di S™.

b) Dimostrare che la proiezione p : S™ — S™/~ & un rivestimento doppio.
¢) Dimostrare che 71 (P™(R)) ¢ isomorfo a Zs per n > 2.

¢) Scrivere esplicitamente un generatore di w1 (P™"(R)) per n > 2.

Sia @ il sottogruppo degli omeomorfismi di R? generato dalle mappe

gr:(w,y) = (@y+1) e ga:(zy)—(z+1y).

a) Trovare le formule esplicite per g7 e g% per ogni m,n € Z.

b) Dimostrare che gag1 = g192-

m

¢) Dimostrare che gli elementi di G sono tutti della forma ¢]"¢% con m,n € Z.

d) Dimostrare che ¢g7"g5 = Id se e solo se m =n = 0;
e) Dimostrare che la mappa ¥ : (m,n) — ¢i"g% & un isomorfismo di Z? in G.

Si prenda G come nell’esercizio 106. Dimostrare i seguenti enunciati:

a) G agisce su R? in modo libero.

b) G agisce su R? in modo propriamente discontinuo e R?/G ¢ di Hausdorff.
c) m(R?/G) ¢ isomorfo a Z2.

d) R?/G & omeomorfo al toro T2.

Sia G il sottogruppo degli omeomorfismi di R? generato dalle mappe
g1:(@y)—(@y+1) e g:(zy)—(@+11-y).

a) Trovare le formule esplicite per g* e g% per ogni m,n € Z.
o(n)m n

b) Dimostrare che g5 ¢7" = g g% per ogni m,n € Z, dove o(n) := (—1)™.
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¢) Dimostrare che gli elementi di G sono tutti della forma g*g% con m,n € Z.

d) Dimostrare che (g}"g5)(g7" g3’ ) = ganFU(n) m/g;”"/ per ogni m, m’',n,n’ € Z.

e) Dimostrare che g7 g5 = 1Id se e solo se m =n = 0;

f) Sia H il prodotto semidiretto (non diretto) di Z per Z, vale a dire I'insieme delle coppie
(m,n) con m,n € Z dotato del prodotto (m,n)-(m’,n') :== (m+o(n) m’, n+n’). Dimostrare
che la mappa U : (m,n) — ¢g7"g% ¢ un isomorfismo di H in G.

Si prenda G come nell’esercizio 108. Dimostrare i seguenti enunciati:

a) G agisce su R? in modo libero;

b) G agisce su R? in modo propriamente discontinuo e R? /G & di Hausdorf;
¢) 71 (R?/G) ¢ isomorfo a G.

d) Scrivere esplicitamente un insieme di generatori di 7 (R?/G).

Preso G come nell’esercizio 108, si indichi con ~ la restrizione al quadrato @ := [0, 1] x [0, 1]
della relazione di equivalenza su R? indotta dall’azione di G.

a) Usando I'enunciato d) dell’esercizio 71, dimostrare che Q/~ ¢ omeomorfo a R?/G.

b) Verificare che la relazione di equivalenza ~ su @ coincide con quella usata nella defini-
zione della bottiglia di Klein (cfr. esercizio 87). Dedurne che il gruppo fondamentale della
bottiglia di Klein e isomorfo al prodotto semidiretto di Z per Z descritto nell’esercizio 108.

Sia G il sottogruppo degli omeomorfismi di R? generato dalle mappe
gri(@y)=@+lLl-y) e g:(v,y)—l-zy+1),

e sia H il gruppo dato dall’insieme delle coppie (m,n) con m,n € Z dotato del prodotto
(m,n)-(m',n') = (m+o(n)m’,oc(m’)n+n’). Procedendo come nell’esercizio 108, dimo-
strare che 'applicazione ¥ : (m,n) — ¢"g4 € un isomorfismo di H in G.

Preso G come nell’esercizio 111, si indichi con ~ la restrizione al quadrato @ := [0,1] x [0, 1]
della relazione di equivalenza su R? indotta dall’azione di G. Dimostrare che R?/G &
omeomorfo a @/~ e che quest’ultimo spazio & omeomorfo al piano proiettivo P?(R).

Si sarebbe quindi tentati di dedurre che il gruppo fondamentale di P?(R) ¢ isomorfo a G,
in contraddizione con il fatto che 71 (P?(R)) & isomorfo a Zy. Dov’¢ il problema?

Sia X uno spazio di Hausdorff, X uno spazio connesso, € p : X — X un rivestimento di
ordine superiore a 1. Dimostrare che allora p non ammette inversa destra, vale a dire che
non esiste alcuna mappa continua f : X — X tale che po f =Idx.

Fissato un intero n > 1, sia X lo spazio dei polinomi monici di grado n a coefficienti com-
plessi, dotato della topologia indotta dall’ovvia identificazione con C" (ad ogni polinomio
si associa il vettore dei suoi coefficienti). Dimostrare che non esiste alcuna mappa continua
f: X — C™ tale che le coordinate del vettore f(g) sono le radici del polinomio g per ogni
qge X.

Traccia. Sia p : C* — X la mappa che ad ogni vettore (z1,...,2,) associa il polinomio
monico ¢ con radici zi,...,z,. Utilizzare il fatto che la restrizione di p al sottoinsieme
dei vettori di C™ con coordinate distinte € un ricoprimento di grado n del sottospazio dei
polinomi di X con radici distinte.

Fissato un intero n > 1, sia X lo spazio dei polinomi monici di grado n a coefficienti reali
con radici tutte reali. Dimostrare che esiste una mappa continua f : X — R™ tale che le
coordinate del vettore f(q) sono le radici del polinomio ¢ per ogni ¢ € X.
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Perché non si puo applicare il ragionamento usato per risolvere 1’esercizio precedente?

Dato uno spazio metrico X, per ogni r > 0 ed ogni insieme E contenuto in X indichiamo
con E, I'r-intorno di E, vale a dire I'unione delle palle aperte di raggio r con centro x € E.
Indichiamo inoltre con .#(X) la famiglia dei sottoinsiemi chiusi e non vuoti di X, e su
F(X) consideriamo la distanza di Hausdorff

dy(E,F):=inf{r: ECF,, FCE,}.

Dimostrare che:

a) E, & 'insieme degli z € X tali che inf{dx(x,2'): 2’ € E} <r;

b) dp & effettivamente una distanza su % (X);

¢) lamappa f: F(X) x #(X) - Z(X) datada f: (E,F)— EUF & continua,
d) la mappa g : F(X) x F(X) - F(X) datada g: (E,F)— ENF & continua.

Dato uno spazio metrico X contenente almeno due punti distinti, prendiamo % (X) come
nell’esercizio 116. Fissato n > 2 intero, sia G il gruppo degli omeomorfismi di X" della
forma

g: (1’1,...,'13") i (zo(l)a"'aza(n))

con o permutazione dell'insieme degli indici {1,2,...,n}. Indichiamo inoltre con .%,(X)
la famiglia dei sottoinsiemi di X con n elementi, e con X} I'insieme delle n-uple di punti
distinti, vale a dire le (z1,...,2,) € X™ tali che x; # x; per ¢ # j. Dimostrare che:

a) la mappa p: X" — Z(X) datadap: (21,...,2,) — {x1,...,2,} & continua;

b) la mappa p: X"/G — % (X) datada p: [(z1,...,2,)] — {z1,...,2,} & ben definita e
continua;

c) p ¢ iniettiva se e solo se n = 2;

d) G & isomorfo a al gruppo S,, delle permutazioni di n elementi;

e) 'azione di G su X™ non ¢ mai libera;

f) ogni g € G mappa X7 in sé e quindi G agisce anche su X7;

la restrizione di p a X?/G & un omeomorfismo tra X?'/G e %#,(X);

g)
h) lazione di G su X ¢ libera, e quindi propriamente discontinua.

Dato X spazio metrico connesso e localmente connesso per archi ed n > 2 intero, prendiamo
F(X) e #,(X) come negli esercizi 116 e 117. Dato uno spazio topologico Y connesso per
archi ed una mappa F : Y — %,(X), diciamo che F & trivializzabile se esistono delle
mappe continue fi,..., f, : Y — X tali che

F(y) ={fi(y),---, fn(y)} perogniyeY.

Posto al solito C* := C\ {0}, dimostrare che:

a) se X = R allora F' & sempre trivializzabile;

b) se Y & semplicemente connesso allora F' & sempre trivializzabile;

c)sen=2em(Y) e un gruppo finito di ordine dispari allora F' & sempre trivializzabile;
d) la mappa F : C* — %#,(C*) data da F': z — {w : w™ = z} non & trivializzabile;

e) se X & connesso per archi esiste una mappa F : S — .Z,(X) non trivializzabile.

Nel contesto dell’esercizio 118, far vedere che preso n > 3, esiste una mappa continua
F: I — Z(R) tale che F(y) ha al pit. n elementi per ogni y € I ed F non ¢ trivializzabile.



18 Topologia e Analisi Complessa, a.a. 2008/09
RACCOLTA DI ESERCIZI DI TOPOLOGIA — VERSIONE CORRETTA: 4/9/2009
120 Sia p: X — X un rivestimento con X compatto. Dimostrare che p~'(z¢) & finito per ogni
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xo € X.

Traccia. Se per assurdo p~!(zg) fosse infinito, conterrebbe almeno un punto di accumula-
zione y (cfr. esercizio 100). Si prenda un intorno aperto U di xq tale che p~(U) & un unione
disgiunta di aperti U; omeomorfi ad U tramite p, si prenda j tale che y appartiene ad Uj,
e si deduca un assurdo dal fatto che l'intersezione di U; e p~!(xg) deve essere infinita.

Sia X uno spazio topologico con rivestimento universale compatto. Dimostrare che il
gruppo fondamentale di X & finito.

Si consideri la mappa f: C — C*:=C\ {0} data da f: z — €*.
a) Dimostrare che f & un rivestimento;
b) Determinare il gruppo delle trasformazioni di rivestimento associato ad f.

Per ogni n € Z con n > 1, si consideri la mappa f : C — C data da f : z — 2. Dimostrare
che f non & un rivestimento.

Per ogni n € Z con n # 0, si consideri la mappa f : C* — C* data da f: 2z — 2™.
a) Dimostrare che f & un rivestimento;
b) Determinare il gruppo delle trasformazioni di rivestimento associato ad f.

Dato X spazio di Hausdorff e xg,z; punti distinti di X, si consideri lo spazio quoziente
Y ottenuto identificando xo con 2. Sia inoltre Y lo spazio quoziente ottenuto da X x Z
identificando ogni punto della forma (x1,n) con (zg,n + 1), e sia p : Y — Y la mappa
definita da f : [(z,n)] — [z]. Dimostrare che:

a) la definizione della mappa p ¢ ben posta;

b) p & un rivestimento.

Presi Y e Y come nell’esercizio 125, per ogni m € Z si consideri la mappa g, : Y - Y
data da g, : [(z,n)] — [(z,n + m)]. Dimostrare che:

a) la definizione di g, € ben posta;

b) G := {gm : m € Z} & un gruppo di omeomorfismi di Y isomorfo a Z;

¢) l'azione di G su Y & libera;

d) Tazione di G su Y & propriamente discontinua;

e) l'azione di G su Y induce la stessa relazione di equivalenza della mappa p, e dunque
Y /G & omeomorfo a Y.

Sia X uno spazio topologico e sia V,, una successione crescente di aperti connessi per archi
la cui unione coincide con X. Dimostrare che se ogni V,, & semplicemente connesso allora
X ¢ semplicemente connesso.

Traccia. E facile verificare che X & connesso per archi. Dato un cammino v in X,
I'immagine di v & compatta e quindi deve essere contenuta in V,, per qualche n. Quindi ~y
¢ omotopicamente equivalente al cammino costante in V,,, e a maggior ragione lo ¢ in X.

Nel contesto dell’esercizio precedente, far vedere con un esempio che l'ipotesi che gli insiemi
V,, siano aperti € necessaria.

L’esercizio 127 puo essere generalizzato come segue. Sia X uno spazio topologico e sia
V,, una successione crescente di aperti connessi per archi la cui unione coincide con X;
indichiamo con ¢,, la mappa di inclusione di V,, in V41, con j, la mappa di inclusione di
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Viin X, econ iy, : m (V) = m11(Via1) € Jns : m1(Vy) — m1(X) gli omomorfismi associati.
Dimostrare che:

a) se i, . ¢ iniettivo per ogni n, allora anche j, . & iniettivo per ogni n;

b) se iy« & surgettivo per ogni n, allora anche j, . & surgettivo per ogni n.

Traccia. a) Se [y] € m1(V,) appartiene a ker(j,.) allora 7 & un cammino chiuso in V,,
omotopicamente equivalente al cammino costante in X. Siccome 'immagine dell’omotopia
€ compatta, deve essere contenuta in V,,, per qualche m > n, e dunque v & omotopicamente
equivalente al cammino costante anche in V,,. Ne consegue che [y] appartiene al nucleo
di G114 O %m—2x O ...0n«, ed essendo questi omomorfismi tutti iniettivi, [y] = 0 (come
elemento di m1(V,,)).

b) Dato [y] € m1(X), 'immagine di 7 & compatta e quindi & contenuta in V,,, per qualche
m > n. Per la surgettivita dell’omomorfiSmo 4,1 © t;p—24 O ...%p,«, deve esistere y e
omotopicamente equivalente in V,,, ad un qualche cammino 4’ contenuto in V,,. Questa
equivalenza omotopica vale a maggior ragione in X, il che significa che [y] = j, «([7]).

Sia X uno spazio topologico e sia U, una successione di aperti che soddisfa le seguenti
proprieta: i) I'unione dei V,, coincide con X; ii) V,, & semplicemente connesso per ogni n;
ili) V,, N V;,41 & connesso per archi per ogni n; iv) V,, NV, 4k & vuoto per ogni n e per ogni
k > 2. Dimostrare che allora X ¢ semplicemente connesso.

Traccia. Utilizzare la versione semplice del teorema di van Kampen per dimostrare, per
induzione su n, che 'unione U, degli aperti V,,, con m < n & semplicemente connessa.
Applicare quindi I’esercizio 127.

Si prendano X, zg,z1,Y,Y come nell’esercizio 125. Si supponga inoltre che X sia sempli-
cemente connesso, e che zy e £1 ammettono due intorni aperti disgiunti Uy ed Uj che si
deformano su xg e x; rispettivamente. Dimostrare che allora X ¢ semplicemente connesso.
Traccia. Per ognin € Z, sia V;, := q(Uy x {n — 1} UX x {n} UUy x {n+1}), dove g ¢ la
proiezione di X x Z sullo spazio quoziente Y. Dimostrare che Vj, & aperto e ¢(X x {n})
¢ un retratto di deformazione di V,,, e quindi V,, ¢ semplicemente connesso. Applicare
un’opportuna variante dell’esercizio precedente concludere.

Sia X uno spazio di Hausdorff connesso per archi e semplicemente connesso tale che ogni
punto z € X ammette una base di intorni aperti U che si deformano su x. Si prenda quindi
Y come nell’esercizio 125. Utilizzando quanto fatto negli esercizi 126 e 131 dimostrare che
Y & connesso per archi e che il gruppo fondamentale di Y & isomorfo a Z, scrivendone
esplicitamente un generatore.

Sia X lo spazio quoziente ottenuto a partire dall'intervallo [—1, 1] identificando tra loro
i punti —1,0,1. Detto G il gruppo libero con due generatori a e b, indichiamo con X lo
spazio quoziente ottenuto da [—1,1] x G identificando ogni punto della forma (-1, z) con
(0, za) ed ogni punto della forma (1, z) con (0, zb). Sia infine p : X — X la mappa data da
p: [(z,2)] — [z]. Dimostrare che:

a) lo spazio X & omeomorfo al bouquet di due circonferenze, cio¢ ad un “otto”;

b) la definizione di p & ben posta e p & un rivestimento;

¢) X & semplicemente connesso;

d) il gruppo fondamentale di X & isomorfo a G.

Dati i rivestimenti p : X—>Xe q: Y — Y, con XeY spazi connessi e localmente connessi
per archi, si consideri la seguente proprieta (P): ogni mappa continua g : X — Y ammette
un sollevamento g : X — Y, vale a dire una mappa continua tale che qg = gp.
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a) Dimostrare che se X & semplicemente connesso allora vale la (P).
b) Dimostrare che se g.(m1(X)) & il sottogruppo banale di 71(Y") allora vale la (P).
c¢) Far vedere con un esempio che la proprieta (P) non vale sempre.

Sia p : X — X un rivestimento con X spazio connesso e localmente connesso per archi.
Dato un gruppo G di omeomorfismi di X, sia G l'insieme degli omeomorfismi g di X per
cui esiste g € G tale che

pg=gp . (1)

Dimostrare che:

a) G & un gruppo;

b) per ogni § € G esiste un unico g € G per cui vale la (1);

¢) la mappa ¢ : § — g dove g & data al punto b) & un omomorfismo di G in G;

d) il nucleo di ¢ & il gruppo delle trasformazioni di rivestimento;

e) in generale non esiste un sottogruppo H di G tale che ©|g € un isomorfismo di H in G.

Sia X = Uy UU; dove Uy, Uy, Uy NU, sono aperti connessi per archi di X e Uy, Uy NU; sono
semplicemente connessi. Detta ¢ : Uy — X la mappa di inclusione, dimostrare tramite il
teorema di van Kampen che i, : m1(U1) — 71 (X) € un isomorfismo.

Sia X il bouquet di n circonferenze. Dimostrare che il gruppo fondamentale di X ¢ isomorfo
al gruppo libero con n generatori. Indicare esplicitamente un insieme di generatori.

Traccia. Procedendo per induzione su n, supponiamo che I’enunciato sia vero per n — 1
e dimostriamolo per n tramite il teorema di van Kampen. Ricordo che X ¢ ottenuto a
partire S x {1,...,n} identificando a un punto I'insieme {eg} x {1,...,n} con eg := (1,0),
cfr. esercizio 33; indichiamo con p la proiezione canonica di S* x {1,...,n} su X. Detto V'
I'insieme dei punti z € S* tali che |z — 1| < 1, poniamo

Uy ::p(Sl><{L...,n—l}UVx{n})7
Us ::p(Vx{l,...,n—l}USlx{n}).

Applichiamo quindi il teorema di van Kampen a X = Uj; U Us tenendo conto che:
a) Uy, Uz, Uy N Uy sono aperti di X connessi per archi; b) p(S* x {1,...,n —1}) ¢ un
retratto di deformazione di U; e quindi il gruppo fondamentale di U; e il gruppo libero
con n — 1 generatori; ¢) p(S* x {n}) ¢ un retratto di deformazione di Us e quindi il gruppo
fondamentale di Us & il gruppo libero con un generatore; d) Uy NU; = p(V x {1,...,n}) &
contraibile e pertanto € semplicemente connesso.

Sia X lo spazio quoziente ottenuto a partire dal disco D? identificando ogni punto z tale
che |z| = 1 con —z. [X ¢ omeomorfo al piano proiettivo P?(R), cfr. esercizio 49.]

Detta p la proiezione canonica di D? su X, poniamo U; := p({z € D? : |z| < 1}) e
Uy :=p({z € D?: |z| > 0}). Dimostrare che:

a) Uy, Uy, Uy NUy sono aperti connessi per archi;

c) p{z : |z| = 1}) & un retratto di deformazione di Us;

71 (Uz) & il gruppo libero generato da [g] dove g(s) := p(cos(nt), sin(nt)) per t € I;

) p({x : |z| = 1/2}) & un retratto di deformazione di Uy N Us;

f) 1 (U1NU2) & il gruppo libero generato da [h] dove h(t) := p(cos(2nt), sin(2nt)) per t € I;
g) h & omotopo a g * g in Us.

)
b) U; & contraibile e quindi & semplicemente connesso;
)

[N

@)
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h) Applicando il teorema di van Kampen a X = U; U Uj si ottiene che 71 (X) ¢ isomorfo
al gruppo generato da [g] con la relazione [g]? = 1, cioe & isomorfo a Z/2.

Sia X lo spazio quoziente ottenuto a partire dal quadrato @ := [0, 1]? identificando ogni
punto della forma (z,0) con (x, 1) ed ogni punto della forma (0,y) con (1,y). [X & omeo-
morfo al toro T?, cfr. esercizio 85.]

Detta p la proiezione canonica di @ sullo spazio quoziente X, poniamo U; := p((0,1)?) e
Us :=p(Q\ {(1/2,1/2)}). Siano inoltre g1, g2 : I — X i cammini chiusi dati da

gl(t) = p(t,O) e g2(t) :==p(0,¢) .

Dimostrare che:

a) Uy, U, Uy N Uy sono aperti connessi per archi;

b) U; & contraibile e quindi & semplicemente connesso;

) p(0Q) & un retratto di deformazione di Us

d) p(0Q) & omeomorfo al bouquet di due circonferenze;

e) m1(Usz) & il gruppo libero generato da [g1] e [g2];

f) detta C' la circonferenza di centro (1/2,1/2) e raggio 1/4, p(C) & un retratto di defor-
mazione di Uy N Us;

g) m1(U; NUs) & il gruppo libero generato da [h] dove

o

h(t) := p(1/2 + cos(2nt)/4,1/2 + sin(27t)/4) per t € I;

h) h & omotopo a g1 * ga xi(g1) * i(g2) in Us.
i) Applicando il teorema di van Kampen a X = U; U Us si ottiene che 1 (X) & isomorfo al
gruppo generato da [g1] e [g2] con la relazione [go][g1] = [91][g2], cioe & isomorfo a Z2.

Sia X la bottiglia di Klein, vale a dire lo spazio ottenuto a partire dal quadrato @ := [0, 1]?
identificando ogni punto della forma (0,y) con (1,1 — y) ed ogni punto della forma (z,0)
con (x,1) (cfr. esercizio 87).

Si prendano Uy, Us, g1 e g2 come nell’esercizio 139. Applicando il teorema di van Kampen
a X = Uy U Uy, si dimostri che 71(X) & isomorfo al gruppo generato da [g1], [g2] con
la relazione [go][g1] = [91][g2] !, ed & quindi isomorfo al prodotto semidiretto di Z per Z
(cfr. esercizio 108).

Presi @, X come nell’esercizio precedente e detta p la proiezione di @ sul quoziente X, si
considerino i cammini chiusi hy, ho,h : I — X dati da

hi(s) :==p(t,1/2) ,  ha(s) :=p(t,0) ,

ht) ::{p(Zt,l/B) per 0 <t <1/2
p(2t —1,2/3) per1/2<t<1

Posto Uy := X \ ha(I) e Uy := X \ h1(I), dimostrare che:
a) Uy, Us, Uy NUsy sono connessi per archi;
b) [h1] & un generatore di m1(Uy);
c) [he] & un generatore di 1 (Us);
d) [h] & un generatore di 71 (U; N Us).
e) Applicando il teorema di van Kampen a X = Uy U Us, si dimostri che 71 (X) & isomorfo
al gruppo generato da [h;] e [ha] con la relazione [h1]? = [ho]?.
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G = <a1,a2|a2a1:a1a2_1> e H:= <b17bg|b%:bg> .

Per quanto visto negli esercizi 140 e 141 questi due gruppi devono essere isomorfi. Scrivere
esplicitamente un isomorfismo.

Sia X il sottoinsieme di R3® dato dall’unione di una sfera S e di un suo diametro D.
Dimostrare che il gruppo fondamentale di X & isomorfo a Z.

Traccia. Sia C ¢ una semicirconferenza contenuta in S con estremi coincidenti con gli
estremi di D (per cui D U C & omeomorfo ad una circonferenza). Scomporre X come
X =U; UU; dove U; ed U, sono opportuni intorni aperti di S e di D U C rispettivamente,
ed applicare il teorema di van Kampen.

Dare una dimostrazione alternativa dell’esercizio precedente utilizzando ’esercizio 132.

In R? consideriamo la circonferenza C' := {z% + 23 = 1, 23 = 0}, il semispazio chiuso
D := {1 > 0} ed il piano P := {z3 = 0}. Si ponga quindi X := D\ C.

a) Dimostrare che X N P ¢ un retratto di deformazione di X.

b) Dimostrare che il gruppo fondamentale di X & isomorfo a Z e scriverne un generatore.

In R? consideriamo la circonferenza C := {2? + 23 = 1, 23 = 0} e I'insieme X := R3\ C.
Calcolare il gruppo fondamentale di X.

Traccia. Scomponiamo X come X = U; U Uy dove
Uy=Xn{zecR¥: 21 >-1/2} e Up:=Xn{zcR3: 2, <1/2}.

I gruppi fondamentali 71 (U;) e 71 (Uz) sono isomorfi a Z (cfr. esercizio 145) e indichiamo
con ay ed ag i rispettivi generatori. Detto P il piano {z; = 0}, Uy N Uz si deforma su
X NP, vale a dire un piano meno due punti, e quindi 71 (U; NUz2) ¢ il gruppo libero con due
generatori, che indichiamo con by, by. Si verifichi che, a patto di scegliere opportunamente
i generatori dei vari gruppi, 'immersione canonica di w1 (U; N Us) in 71(Uy) porta by e bo
in a; mentre 'immersione di w1 (U; N Us) in 71 (Uz) porta by e by in ay. Pertanto m(X) &
isomorfo al gruppo dato dai generatori a1, as e dalla relazione a; = as, ed € quindi isomorfo
al gruppo libero con un generatore, cioe Z.

Calcolare il gruppo fondamentale di X := {(z1, 22) € C%: 21 # 0}.

Calcolare il gruppo fondamentale di X := {(z1,22) € C?: 21 #0,1}.

Traccia. Applicare il teorema di van Kampen a X = U; U U; dove Uy := X N{Rez; > 0}
eU =X N{Rexn <1}

Sia R una semiretta chiusa in R? e § un numero reale positivo. Esibire un isomorfismo
¢ : R? — R?\ R tale che p(x) = x per ogni z tale che dist(z, R) > 4.

Sia S = {x1,...,2,} un sottoinsieme finito di R?. Completando la seguente traccia di
dimostrazione, far vedere che 71 (R? \ S) & isomorfo al gruppo libero con n generatori.

Traccia. Procedendo per induzione su n, supponiamo ’enunciato vero per n — 1 e dimo-
striamolo per n. Sia S’ := S\ {x,} e si prenda una semiretta chiusa R con estremo x,
che non interseca S’. Preso quindi § > 0 tale che ¢ < dist(z;, R) per ¢ < n, si indichi con
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151

152¢

153*

154

155

U il §-intorno aperto di R, vale a dire I'insieme degli z € R? tale che dist(x, R) < §. Si
applichi quindi il teorema di van Kampen a X = U; UU, dove X :=R?\ S, U; := X \ R,
Uy := U \ {z,,} osservando che: a) U; & omeomorfo a R? \ S" (cfr. esercizio 149) e quindi
71(U7) & un gruppo libero con n—1 generatori; b) w1 (Us) & isomorfo a Z; ¢) UyNUs = U\ R
¢ contraibile e quindi semplicemente connesso.

Nel contesto dell’esercizio 150, prendiamo r > 0 tale che r < |z; — x| per ogni j # k, e
per ogni j consideriamo il cammino f; : I — R?\ S dato da

fi(s) == zj + r(cos(2ms),sin(27s)) .

Dimostrare che 71 (R? \ S) & generato da [f;] con j =1,...,n.

[Una versione formalmente piti precisa dell’enunciato ¢ la seguente: preso xo € R?\ S
e detto g; : I — R?\ S un qualunque cammino che va da xo ad x; + (r,0), il gruppo
71 (R?\ S;z0) & generato dagli elementi [g; * f; *i(g;)] con j =1,...,n)]

Sia A un aperto connesso di R?, p un punto di 4, e i la mappa di inclusione di 4\ {p} in
A. Dimostrare che i, : 11 (A \ {p}) — 71(A) & un omomorfismo surgettivo e non iniettivo.

Traccia. Per far vedere che i, € surgettivo, applicare il teorema di van Kampen alla
scomposizione A = Uy U U; dove Uy := A\ {p} e Uz & un disco aperto con centro p e
contenuto in A. Per far vedere che i, € iniettivo, si consideri una circonferenza S con
centro in p e contenuta in Us e si indichi con j la mappa di inclusione di S in A\ {p}:
siccome S & una retratto di A\ {p}, j« : m1(S) = (4 \ {p}) & un omomorfismo iniettivo.
D’altra parte iy 0 j. : m1(S) — 71 (A) & un omomorfismo banale, e quindi i, non puod essere
iniettivo.

Sia A un aperto connesso di R? e p un punto di A. Dimostrare che 71 (A4 \ {p}) & isomorfo
al prodotto libero di 71 (A) e Z.

Sia A un aperto connesso di R™ con m > 3, S un sottoinsieme finito di 4, ed i: A\S — A
la mappa di inclusione. Dimostrare che A\ S & connesso per archi e i, : m1(A\S) — 71 (A)
¢ un isomorfismo. In altre parole, rimuovere un numero finito di punti da un aperto di R™
con m > 3 non altera il gruppo fondamentale.

Traccia. Procedendo per induzione sul numero n di elementi di S, dimostriamo I’enunciato
per n supponendo che valga per n—1. Scelto x € S, si ponga S” := S\ {z} e si prenda r > 0
tale che, detta U la palla aperta di centro x e raggio r in R™, siha Uy C Ae Ui NS = {z}.
Si applichi quindi il teorema di van Kampen a X = Uy UU, dove X := A\ S/, U; & dato
sopra e Uy := A\ S utilizzando il fatto che Uy ed Uy N Uz = Uy \ {2} sono semplicemente
connessi.

[E bene osservare che la dimostrazione standard di questo enunciato — come pure degli
enunciati contenuti negli esercizi 155, 158, 159 e 161 — e completamente diversa e netta-
mente piti “naturale”, ma richiede concetti fuori dalla portata di questo corso.]

Come l'esercizio precedente, supponendo perd che S sia un sottoinsieme discreto in A, vale
a dire che ogni punto di A ammette un intorno U tale che SN U ¢ finito.

Traccia. Presa una successione crescente di compatti K,, con Ky = @ e la cui unione & A,
si ponga S, := S\ K, eV, := A\ S,. Allora V,, & uguale a V,,;1 meno un numero finito
di punti, e detta i, la mappa di inclusione di V,, in V41, per quanto visto nell’esercizio
precedente i, : m(V,) — 7 (Vae1) € un isomorfismo. Per concludere basta applicare
I’esercizio 129.
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156 Dato A aperto in uno spazio metrico X, per ogni x € A si indichi con r(z) 'estremo

157

158

159

160*

superiore dei numeri positivi r tali che la palla aperta di centro x e raggio r & contenuta
in A. Dimostrare che:

a) r(z) € un massimo;

b) r(z) = dist(z, X \ A) := min{d(z,y) : y € X \ A}

c)r:A— (0,+00) & una funzione continua, e per la precisione |r(z1) — r(z2)| < d(z1,x2)
per ogni x1,z2 € A.

Dato un segmento I contenuto in R™, indichiamo con 0I 'insieme costituito dagli estremi
di I. Sia A un aperto connesso di R™ con m > 4 ed I un segmento chiuso contenuto in A
eccetto al piu gli estremi. Indichiamo con ¢ e j le mappe di inclusione di A\ I in A\ I e
in A, rispettivamente. Dimostrare quanto segue:

a) A\ OI e A\ I sono connessi;

b) iy : m(A\I) — m(A\ 9I) & un isomorfismo;

c¢) jx : m(A\I) = 71 (A) & un isomorfismo;

Traccia. b) A patto di scegliere opportunamente gli assi, si pud supporre che il segmento
I sia della forma I = [ag, az] x {0} C R x R™~! = R™. Si ponga

Uy = {(t,y) ERXR™ ' : t€ (ar,02), [y <r(t0)}

dover: A — (0, 400) & la funzione definita nell’esercizio 156, e si applichi quindi il teorema
di van Kampen a X = U; UU; dove X := A\ 9] e Uy := A\ I. 1l punto chiave ¢ che sia
Uy che Uy NU; sono semplicemente connessi. Infatti un retratto di deformazione di Uy e il
segmento aperto J := (a1, az) X {0}, mentre un retratto di deformazione di Uy NU; = Uy \ I
¢ la superficie

S:={(t,y) eRxR™ 1 : t € (,m), |yl =4ir(t0)]},

che & omeomorfa al prodotto (v, an) x S™~2, che a sua volta & semplicemente connesso.
¢) Scrivere j come 4’ o i dove ¢’ & la mappa di inclusione di A\ 91 in A, ed usare il fatto
che ¢/, & un isomorfismo (esercizio 154).

Sia A un aperto connesso di R™ con m > 4, sia S I'unione di una famiglia finita % di punti
o di segmenti chiusi contenuti in A tranne al piu gli estremi, e sia ¢ la mappa di inclusione
di A\ S in A. Dimostrare che A\ S & connesso per archi e i, : T (A\ S) — 7 (4) € un
isomorfismo.

Traccia. Ridursi al caso in cui ogni coppia di segmenti ha in comune al pii un estremo, ed
utilizzare quindi gli esercizi 154 e 157.

Come l’esercizio precedente, supponendo perd che % sia una famiglia localmente finita
in A, vale a dire che ogni punto di A ammette un intorno U tale che interseca solo un
sottoinsieme finito di elementi di .% (cfr. esercizio 155).

Si chiama simplesso di dimensione n in R™ l’insieme delle combinazioni convesse di n + 1
punti affinemente indipendenti, detti vertici del simplesso (pertanto i simplessi di dimen-
sione 0 sono i punti, quelli di dimensione 1 i segmenti, quelli di dimensione 2 i triangoli, e
cosi via). Si chiama inoltre bordo del simplesso I'unione dei simplessi generati da tutte le
sottofamiglie proprie dei vertici.

Sia A un aperto connesso di R™ con m > 2 e sia .S I'unione di una famiglia (localmente)
finita di simplessi in R™ di dimensione minore o uguale a m — 2. Dimostrare che A\ S ¢
connesso per archi. [Cfr. esercizio 22.]
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161* Dimostrare la seguente generalizzazione degli esercizi 154 e 158: sia A un aperto connesso di

162

163

R™ con m > 3, sia S I'unione di una famiglia (localmente) finita di simplessi di dimensione

minore o uguale a m —3 contenuti in A tranne al piu il bordo. e sia i la mappa di inclusione
di A\ S in A. Allora i, & un isomorfismo di 71 (A \ S) in 7 (4).

Dato un intero n > 2, si ponga X := R? e si prendano X" e G come nell’esercizio 117.
Dimostrare che X! & semplicemente connesso e 71 (X" /G) & isomorfo a G cha a sua volta
& isomorfo al gruppo delle permutazioni di n elementi. [Per dimostrare che X' & sempli-
cemente connesso utilizzare Iesercizio 161.)

Dato un gruppo finito H, costruire uno spazio topologico X connesso per archi tale che
7m1(X) & isomorfo a H.

Traccia. Utilizzare il fatto H & isomorfo ad un sottogruppo del gruppo delle permu-
tazioni S,, con n opportuno, e quindi anche ad un sottogruppo del gruppo G definito
nell’esercizio 117. Prendere quindi X := X7'/H.
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Nota sulla terminologia. Negli esercizi che seguono scriviamo S! per I'insieme dei numeri
complessi di norma 1 e C* per quello dei numeri complessi diversi da zero.

Si suppone che un cammino sia sempre regolare quanto basta per poter integrare una forma,
vale a dire continuo e C'! a tratti. Diremo inoltre che due cammini chiusi vo,7; sono omotopi in
X se sono omotopi nella classe dei cammini chiusi contenuti in X, ovvero se esiste una mappa
continua F': I x I — X tale che F(t,0) = vo(t) e F(t,1) = ~1(t) per ogni t, e F(0,s) = F(1,s)
per ogni s. Si tratta dunque di una nozione diversa da quella di equivalenza omotopica, dove
invece F(0,s) e F(1,s) risultano essere uguali al punto base assegnato per ogni s.

A meno che non sia esplicitamente detto il contrario, log z indica la determinazione standard
del logaritmo complesso, cfr. esercizio 10.

Dato ¢ numero reale positivo, diciamo che una funzione f definita su (un sottoinsieme di) C ha
crescita di ordine q all’infinito se esistono delle costanti C' ed R tali che | f(2)| < C|z]? per ogni
z con |z| > R (ed essere precisi, questa ¢ la definizione di crescita di ordine ¢ dall’alto; non si
impone infatti alcuna stima dal basso sul valore di |f(2)|).

1 Calcolare tutte le radici n-esime del numero complesso z nei seguenti casi:

a) z=-8 e n=3;
b) z=-4 e n=4;
c)z=-1—1i e n=2;

d) 2=—-14+iV/3 e n=4.
2° Dimostrare che la mappa esponenziale exp : z — e* & un rivestimento da C in C*.

3¢ Sia A un aperto connesso di C e sia f : A — C una funzione continua tale che exp(f) &
costante. Dimostrare che f & costante.

4° Dimostrare che la mappa z — z" ¢ un rivestimento da C* in C* e anche da S! in S! per
ogni intero n € Z.

5 Dimostrare che la mappa z +— 2™ non € un rivestimento da C in C per alcun intero n > 1.

6° a) Sia A un aperto semplicemente connesso di C*. Dimostrare che esiste un’inversa destra
della funzione esponenziale definita su A, vale a dire una funzione f : A — C tale che
exp(f(z)) = z per ogni z € A. Una tale funzione viene detta determinazione del logaritmo
complesso su A.

b) Dimostrare che le determinazioni del logaritmo su A sono tutte e sole le funzioni della
forma f(z) + 2kwi con k € Z.

7° a) Far vedere che non esiste alcuna inversa destra della funzione esponenziale definita su
C*, e neanche definita su S*.
b) Sia n € Z un numero intero con |n| > 2; far vedere che non esiste alcuna inversa destra
della funzione z — 2™ definita su C*, e neanche definita su S'.

8 Dato a € (0,27), sia A, il complementare in C della semiretta chiusa {re’® : r € [0,00)},
e si indichi con log z la determinazione del logaritmo complesso definita su A, che coincide
con 'usuale logaritmo per tutti i numeri reali positivi; chiaramente il valore di log z dipende
anche dalla scelta dell’angolo «. Calcolare log z nei seguenti casi:
a)z=—-141i e a=mn/2,7, 37/2;
b)z=-2+4+1V/3 e a=n/2,m31/2.
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10

11

12

13

14°

15

Presi a, A, e logz come nell’esercizio 7 e preso a € C, si definisce z% per ogni z € A,
ponendo 2% := exp(a log z); come nel caso del logaritmo complesso, quando a non ¢ intero
il valore di 2% dipende anche dalla scelta di a. Calcolare z* nei seguenti casi:

a)z=2i, a=1/2, a=x/4,7,Tr/4;

b) z=-2i, a=-3/2, a=n/4,7,Tr/4;

c)z=-8, a=2/3, a=n/2,31/2.

Sia log z la determinazione standard del logaritmo complesso, vale a dire quella definita sul
complementare della semiretta dei numeri reali negativi o nulli che coincide con 1'usuale
logaritmo per tutti i numeri reali positivi (cioe la funzione log z definita nell’esercizio 7 per
a = ). Calcolare log z nei seguenti casi:

a)z=14; b)z=-3i; c)z=1—4; d)z=—(vV3+1i); e z=—1+/3i.

Calcolare i primi 3 coefficienti delle serie formali ST, SoT e T o S dove

S(X)::in!X" e T(X)::in”X”.
n=0 n=1

Calcolare i raggi di convergenza delle seguenti serie di potenze, dove a & un qualunque
numero reale positivo:

a) ia"X”; b) inSX”; c) in“X"; d) iZ”XS”; e) ilog‘(nJr 1) X"
n;O n=2 . X?’n n=0 . n=0 . n:)O(n2
f)Z?”log”X"; g) 2714_2“; h) Z(n+cosn)X"; i) Zl+3n.
n=2 n=0 n=0 n=0

Sia (ay) una successione di numeri complessi che soddisfa I’equazione ricorsiva
Gpt1 =aQa, +0 pern=20,1,2...

dove a, 8 sono numeri complessi assegnati con o # 0. Calcolare il raggio di convergenza
della serie di potenze > a, X™.

Sia (a,) una successione di numeri complessi non nulli. Dimostrare che il raggio di conver-
genza R della serie di potenze ), a,X™ soddisfa

Ap+41
Qn

Ap+1
Qn

lim inf
n—-—+o0o

(1)

< — <N up
1m s
=R

n—-+4oo

(per 1/R si segue la solita convenzione per cui 1/400 = 0 e 1/0 = +00). Dedurne in

particolare che

An+1
an

m
R n—-—4o0o

nel caso che il limite a sinistra dell’'uguale esista.

Dare un esempio di serie di potenze per cui entrambe le disuguaglianze nella formula (1)
dell’esercizio 14 sono strette.

16* Sia (a,) una successione di numeri reali che soddisfa 1’equazione ricorsiva

apt1 = log(l+a) pern=0,1,2...
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17

18

19°

20

21%

22°

23°

24

dove a > 1 € un numero reale assegnato. Determinare al variare di « il raggio di conver-
genza della serie di potenze Y a, X".

Per ciascuna delle seguenti serie di potenze calcolare il raggio di convergenza e trovare
una rappresentazione esplicita in termini di funzioni elementari della funzione analitica
associata:

> 9n > 2n 0 oo
a) Z_%HXH; Z_: % Z X d) ZnX”fl; e) anX”;

n=1 1
0 N N X2n+1 o XZn ) oo
IDITBCD SRUST) SRS Do
n=1 n=0 : n=0 ! n:O n=0
Utilizzando quanto fatto nell’esercizio precedente, calcolare il valore delle seguenti serie
numeriche:
NN = n? = 1 — 1 > 1
a);:w’ );57“ 5);71”’ );(%)!’ e);(znﬂ)v

Date le serie di potenze a coefficienti complessi

X)=> a, X" e Sp(X):=> ar,X" conk=12.,
n=0

n=0

indichiamo con R ed Ry i corrispondenti raggi di convergenza. Supponiamo ora che

k:ginooak"_a” pern=0,1,2,... (1)

e che esista inoltre una successione di numeri positivi «,, tale che
lag.n| < an, per ogni k,n. (2)

Indichiamo quindi con r il raggio di convergenza della serie >, X"™. Dimostrare che
a) R>re Ry > r per ogni k;
b) le funzioni Sk(z) convergono uniformemente a S(z) su {|z| < p} per ogni p < r.

Nel contesto dell’esercizio 19, far vedere con degli esempi che rimuovendo ipotesi (2)
possono verificarsi le seguenti situazioni:

a) Ry = +oo per ogni k e R = 0;

b) Rr = 0 per ogni k e R = 400

¢) R = R = +oo per ogni k ma Si(z) 4~ S(z) per z # 0.

Nel contesto dell’esercizio 19, far vedere con un esempio che puo verificarsi la seguente
situazione: Ry = R = 400 per ogni k ma Si(z) /4 S(z) per ogni z tale che |z| > p.

k
Usando l'esercizio 19, dimostrare che ¢ = lim (1 + %) per ogni z € C.

k— o0

Sia A un’aperto di C*, e sia f : A — C una determinazione del logaritmo complesso definita
su A. Dimostrare che f & una funzione analitica e verifica f'(z) =1/z.

Sia A un’aperto di C*, e sia f : A — C una funzione analitica tale che f'(z) = 1/z per
ogni z € A. Dimostrare che f(z) coincide a meno di costante con una determinazione del
logaritmo complesso.
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25

26

27°

28

29

Data la serie di potenze

si dimostri quanto segue:
a) il raggio di convergenza di S(X) & 1;
b) la funzione S(x) soddisfa S”(z) = 1/(1 — ) per ogni z € (—1,1);
c) S(x) =2+ (1 —x)log(l — x) per ogni x € (—1,1);
d) S(z) =z+ (1 —2)log(l — z) per ogni z € C con |z] < 1.

Date la serie di potenze

=X
:EF

f(x) ::/Om_k)gil_t)dt,

e la funzione

dimostrare quanto segue:

a) il raggio di convergenza di S(X) ¢ 1;
b) la funzione f & ben definita per ogni z < 1;
c) la funzione S(z) soddisfa (z S'(z)) = 1/(1 — z) per ogni z € (—1,1);
d) S(x) = f(z) per ogni z € (~1,1);
e) S(x)+S(1—z)=f(1) —logz log(1 — z) per ogni = € (0,1);

)

£) S(z) +S(1 —z) = f(1) —log z log(1 — z) per ogni z € C tale che |z| < 1le |l —2z| <1
Dimostrare che la funzione log(1 + 2)
og(l+ =z
fla) = 2L

puo essere estesa per continuita al punto z = 0, e risulta essere analitica in quel punto.

Dimostrare la seguente versione della formula di sommazione per parti di Abel: dati i
numeri complessi A,,, B, con n=0,1,...,m, si ponga
an:=A,—A,_1 e b,:=B,—B,_1 (1)
per ognin =1,...,m. Allora
m m
> anBn =[AmBp — AgBo] = Y An_1by - (2)
n=1 n=1

[A livello formale possiamo interpretare la (1) dicendo che a,, e b,, sono I'equivalente discreto
delle derivate di A, e B,; se poi interpretiamo le sommatorie come 1’equivalente discreto
degli integrali, allora la (2) corrisponde all’usuale formula di integrazione per parti.]

Sia (a,) una successione di numeri complessi tale che la serie ) a, converge. Dimostrare
che la serie di funzioni
oo
= E apx"
n=0

converge uniformemente per x € [0, 1], e pertanto S(x) ¢ continua sull’intervallo [0, 1].
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30

Traccia. Fissiamo € > 0. Poiché la serie ), a, converge, esiste un indice [ > 0 tale che,
posto A, :=a; + aj41 + -+ + a, per ogni n > I, si ha |A,| <e.

Prendiamo m > [ ed z € [0,1]. Applicando la formula di sommazione per parti (2)
dell’esercizio 28 con A, dato sopra e B, := z" otteniamo

m m
Z anz” = Apa™ — At — Z Ap_q(z™ — 21,
n=I[+1 n=I[l+1
e quindi, usando il fatto che |[A,| <ece0 <z <1,

m
E apz"

n=Il+1

<2 +¢ Z ("t —2™) <2 +e(al —2™) < 3¢
n=Il+1

Da questo si deduce che le somme parziali della serie di funzioni ) a,z™ costituiscono
una successione di Cauchy nello spazio delle funzioni continue su [0, 1] dotato della norma
del sup e pertanto convergono uniformemente ad una funzione continua.

Sia data una serie di potenze S(X) = )", a,X™ con raggio di convergenza R, e un numero
complesso zg con |zg| = R tale che la serie S(zy) converge. Utilizzando quanto dimostrato
nell’esercizio 29, dimostrare che

ltlTHll S(tzo) = S(zo) -

31* E noto che la serie di potenze

32

33

34

>
n=1 n
ha raggio di convergenza 1, converge assolutamente a —log(l — z) per ogni z € C con

|z| < 1, e non converge per |z| > 1. Dimostrare che la serie converge a —log(1 — z) anche
perogni z€ Ccon |z|=1ez# 1.

Traccia. Per dimostrare la convergenza, si applichi la formula di sommazione per parti (2)
nell’esercizio 28 con A,, = 1/(n+1) e By, :== (2" —1)/(z—1), da cui segue a,, = —1/(n(n+1))
e b, := 2". Per dimostrare che il valore della serie & proprio —log(l — z) si utilizzi

I'esercizio 30.

e -1 n—1
Dimostrare che E (Gt = log 2. [Usare lesercizio 31.]
n

n=1

1 ' —log(1—t
Dimostrare che Z — = / “log1=t) dt. [Usare gli esercizi 26 e 30.)
n 0 t

Determinare lo sviluppo in serie di Taylor in 0 della funzione arctanx ed utilizzarlo per

dimostrare che L1

T

B s 1

4 3 + 5 7 + (1)
Traccia. Per ottenere la serie di Taylor di arctanz conviene partire da quella, nota, di
1/(1 + 2?). La serie di potenze cosi ottenuta ha raggio di convergenza 1; per ottenere la

(1) si deve quindi usare quanto dimostrato nell’esercizio 30.
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35° Utilizzare le funzioni e* e log z per scrivere il prolungamento analitico della funzione di
variabile reale f(z) all’aperto D in C nei seguenti casi:
a) f(z):=cosz e D:=C;

b) f(x) :=sinz e D :=C;

c) f(z) :=tanx e D:=C\{z=n/2+kn: keZ};
d) f(z) :==arctanz e D:={2€C: -1 <Imz < 1}
e) f(z) :=arcsine e D:={z€C: -1 <Rez <1};
f) f(x):=2°conaeR e D:=C\{zeR: z<0}.

36° Utilizzando il principio del prolungamento analitico, dimostrare le seguenti identita (cos z,
sin z, arctanz e z® sono i prolungamenti analitici di cosz, sinz, arctanz e x® definiti
nell’esercizio 35):

a) cos?z + sin?z = 1 per ogni z € C;
b) (sinz)’ = cos z per ogni z € C;
¢) (arctan z)’ = 1/(1 + 22) per ogni z € C tale che —1 < Imz < 1;
d) (logz) =1/z per ogni z€ C\{z € R: z <0};
) (2%) =az* ! perognia € Reze C\{reR: z<0}.

[©)

37 Determinare i luoghi di zeri delle seguenti funzioni analitiche:
a) e*; b)e*+e % c¢)cosz; d)sinz; e)logz.
38 Dimostrare che la funzione di una variabile reale f(x) := y/z non ammette alcun prolun-

gamento analitico a C*.

Traccia. Far vedere un eventuale prolungamento analitico sarebbe un’inversa destra della
funzione z — 22. Ma quest’ultima & un rivestimento di ordine diverso da 1 da C* in C*
(cfr. esercizio 4) e quindi non ammette un’inversa destra.

39* Consideriamo la funzione di una variabile reale f(z) := arctanx. Dimostrare che:
a) f & prolungabile analiticamente a tutto 'aperto D :=C\ {iy: y € Rly| > 1};
b) f non & prolungabile analiticamente ad alcun aperto di C che contiene strettamente D.

40 Calcolare il differenziale delle seguenti funzioni (a valori reali o complessi) definite su C:

a) 22 +yt+22y® b) x+iy; c) cosy+isiny; d) e” TV e) f(1/22 +y?);
)2z +1; g) [2[% h)z% 1) 2% De*; m)loge; n) f(|2°); o) f([2]?) 2

Nei punti e), n) e 0) f & una generica funzione di classe C* su (0, +00).

41 Dati gli operatori differenziali

o _1(o oy ., 0 _1(0 2
8. 2\az 'ay) © 8z 2\azr oy

Dimostrare che per ogni funzione di classe C! su R? (a valori reali o complessi) si ha

_of of ,_

42  Calcolare l'integrale della forma w lungo il cammino «y nei seguenti casi:
a) w:=xzdr+azydy e y(t):=e" cont e [0,n];



32

Topologia e Analisi Complessa, a.a. 2008/09

RACCOLTA DI ESERCIZI DI ANALISI COMPLESSA — VERSIONE AGGIORNATA: 15/7/2009

43

44°

45°

46°

47°

48

49°

b)w:i=e"dr+e Vdy e y(t):=t+it? cont € [0,+00);
¢) w:=iydr+ %—Fyz dy e ~(t) :=2¢" con t € [0,7];

y+1 z+1 it
d = dr — d t) :=e¢e t € |0,27|;
) w 2 iy e Z iy y e 7(t) :=e" con [0, 27]
e) w:=axydz e (t):=t3+it?> cont € [-1,1];
f)w:=2zdz e y(t):=t*+it3 cont € [-1,1];
g) w:i=|z|dz e y(t):=e? — 1+ 2ie! con t € [0,1];

Di ciascuna delle seguenti forme differenziali dire se € chiusa o esatta sul dominio di defi-
nizione, ed in caso che sia esatta determinarne le primitive:

. . ) rdr +ydy ydr —xdy ydr —xdy
a) (y +iz)dx + (x —iy)dy; b) T+a2 192 c) 22 + g2 d) (z2 +y2)2
22 22 —y?)dz + 2zy d
o) ae M2y do+ady) ) ST, g (0 442 (oo +ydy)
dz . dz dz e —1 sin z B
h) 220 i) 2_1 1) = m) > dz; n) 7d?«’» p) f(lz]) Zd.

Nei punti g) e p) f & una generica funzione di classe C! su (0, +0o0).

ydr —x dy

Determinare le primitive della forma
x2 + y?

sui semipiani {y > 0} e {y < 0}.

Sia w una forma chiusa su A aperto di R?, e siano 7y e y; due cammini chiusi omotopi in
A. Dimostrare che [ w= [ w.

71 2
Sia w una forma chiusa su A aperto connesso di R?, e sia .# una famiglia di cammini chiusi
che generano il gruppo fondamentale di A (rispetto ad un qualche punto base assegnato).
Dimostrare che w ¢ esatta se e solo se f7 w = 0 per tutti i cammini v in 7.

Siano p1,p2 due punti del piano, e siano y; e 2 le parametrizzazioni di due circonferenze
con centri rispettivamente p; e ps e raggi r1 e ro inferiori a |p; — p2|. Dimostrare che una
forma chiusa w su R? \ {p1,p2} & esatta se e solo se ha integrale nullo su v; e 72, o pilt in
generale su due cammini chiusi omotopi in A a v; e ¥s.

Dato A aperto connesso di R?, indichiamo con G il gruppo fondamentale di A rispetto ad
un qualche punto base py, e con H il sottogruppo normale generato dai commutatori (vale
a dire gli elementi di G della forma xyz~1y~!), Dato un cammino chiuso v con punto base
po, indichiamo con [7] la sua classe di equivalenza in G e con [[7]] quella in G/H.

Data w forma chiusa in A e v cammino chiuso con punto base py, dimostrare che il valore
di [, w dipende solo da [[+]].

Traccia. Partire dalla seguente osservazione chiave: dati due cammini 7y; e 2 con lo stesso
punto base ed una qualunque forma w (anche non chiusa), l'integrale di w su 71 *72 coincide
con quello su g * ;.

Dato un cammino chiuso 7 : I — C, la mappa z — Ind(7, z) & costante su ogni componente
connessa dell’aperto C\ v(I).

Traccia. Poiché la mappa in questione ha valori nello spazio discreto Z, ¢ sufficiente
dimostrare che e continua. Inoltre
I ("
Ind(y,2) == — ) dt
2ri Jo (t) — 2
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50°

51°

e quindi basta applicare il seguente lemma (variante di un risultato ben noto): dato uno
spazio topologico X ed una funzione continua f : X x [a,b] — C, la funzione

b
F(x) ::/ flz,t)dt

¢ ben definita e continua per ogni z € X.

Sia 4 un cammino chiuso contraibile (cioé omotopo a costante) in C\ {zp}. Dimostrare
che Ind(~y, z9) = 0.

Preso 29 € C e r > 0, sia y(t) := 29 + re'’ con t € [0,27] la parametrizzazione standard
della circonferenza di centro zg e raggio r. Dimostrare che Ind(v,2) = 1se |z — 2| <r e
Ind(y,2z) =0se |z — zo| > 7.

Traccia. Calcolare Ind(7, 2¢) partendo dalla definizione di indice e usare 1’esercizio 49 per
dimostrare che Ind(vy, z) = Ind(v, 2o) se |z — zo| < r. Usare invece 'esercizio 50 per il caso
|z — zo| > r.

52°¢ Dati zg e z; punti distinti di C, si ponga

53

54°

dz dz
w = — .
zZ— 20 zZ—z1

Dimostrare che:

a) la forma w @ chiusa su C\ {zg, 21 };

b) la forma w non & esatta su C\ {zo,21};

¢) la forma w & esatta su C\ [z0, z1], dove [z, z1] & il segmento che congiunge zp a 2.
d) Calcolare una primitiva di w su C\ [z, 21].

dz . . ..
Calcolare [ — per i seguenti cammini:
z
gl

a) y:=t+i(l—1t?) conte[-2,2];

b) v :=t" +i(1 —t*™) con t € [~1,1] ed n,m interi positivi assegnati;
c) v := 2sint(cost 4 2cos®t) +i(4 cos*t — 1) con t € [0, 27];

d) v:= (1 +t*)"(cost +i2sint) con t € [0, 4n].

e) v:=e “(2cost +isint) con t € [0,00).

Sia D un compatto in C la cui frontiera & parametrizzata in senso antiorario dal cammino
chiuso semplice . Dimostrare che I'indice Ind(7, z9) € uguale a 0 se zp non appartiene a
D, ed & uguale a 1 se zg € interno a D.

Traccia. Supponiamo zo = 0. Se 0 non appartiene a D la forma dz/z & definita e continua
su tutto D, ed e chiusa nella parte interna di D; quindi 'integrale sulla frontiera di D &
nullo per il teorema di Gauss-Green, ovvero l'indice di v € zero. Se invece 0 appartiene
alla parte interna di D, si prenda un disco aperto B di centro 0 la cui chiusura ¢ contenuta
in D: applicando il teorema di Gauss-Green alla forma dz/z sul dominio D \ B si ottiene
che l’indice di v coincide con quello del cammino vy che parametrizza la frontiera di B in
senso antiorario, ed un calcolo diretto mostra che quest’ultimo & uguale a 1.

[E un fatto vero ma di non immediata dimostrazione che ogni cammino chiuso semplice
parametrizza la frontiera di un compatto connesso; da questo segue che l'indice di un
cammino chiuso semplice rispetto ad un qualunque punto puo essere solo 0 o +1.]
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55°

56°

57°

Com’e noto, un generatore del gruppo fondamentale di C'* con punto base 1 & il cammino
Yo (t) := (cost,sint) con t € [0,2x]. Sia quindi ® : m(C*,1) — Z I'isomorfismo che porta
[0] in 1. Dimostrare che per ogni cammino chiuso « in C* di classe C' e con punto base
1si ha

Ind(y,0) = @([v]) - (1)

Traccia. Posto k := ®([7]), si ha [y] = [¢o]*, e siccome Iindice & invariante per omotopia
e additivo rispetto al prodotto di cammini, ne segue che Ind(~,0) = k - Ind(v0,0) = k.

Sia zp un punto di C, e siano 1,72 : I — C dei cammini chiusi tali che |y (¢)| < |y1(¢) — 20|
per ogni ¢. Dimostrare che Ind(71, z0) = Ind(y1 + 72, 20)-

Traccia. Siccome l'indice ¢ dato dall’integrale di una forma chiusa, basta dimostrare che
cammini chiusi v e 1 +72 sono omotopi in C\{zp}: un’omotopia & F'(t, s) := 1 (t)+s7y2(t).
Si osservi che la condizione |y2| < |y1 — 20| implica che zp non appartiene all'immagine di
F'; e di conseguenza neanche a quelle di v; e v1 + 2.

E possibile calcolare I'indice di un cammino chiuso attorno a un punto zy contando in modo
opportuno il numero di intersezioni con una semiretta che parte da zg. Dimostrare che vale
infatti quanto segue:

Sia v : [0,1] — C* un cammino chiuso di classe C! tale che 4(0) = (1) e sia R una
semiretta della forma R = {zo + 7¢? : r € [0,+00)} con § € [0,27). Indichiamo con
S linsieme dei t € [0, 1] tali che v(t) € R, e supponiamo che #(¢), inteso come vettore
di R?, non sia parallelo a ¢ per alcun t € S, ovvero che 4,(t) # 0, dove 4y (t) indica
la componente di (¢) nella direzione e!(®*7/2) (che & ortogonale a quella di R). Allora
I'insieme S ¢ finito e

Ind(y,0) = #£{t € SN[0,1) : 4u(t) > 0} — #{t € SN[0,1): 4u(t) <0} . (1)

Traccia. Ci limitiamo al caso in cui zg = 0, § = 7 (dunque R & la semiretta dei numeri
reali negativi) e v(0) = (1) appartiene ad R. La finitezza di S segue dal fatto che &
un sottoinsieme discreto di [0, 1]. Indichiamo con tg,...,t, i punti di S ordinati in senso
crescente (dunque tg = 0 e ¢, = 1) e con v la restrizione di 7 all’intervallo [t;_1, tx] per

k=1,...,n. Allora
27r~Ind(’y,())—Im{/dZ]—ZIm[/ dz]
Yy < k=1 Tk <

Sia ora log z la determinazione standard del logaritmo su C \ R, e poniamo i := 1 se
An(ty) > 0 e By := —1 altrimenti. Siccome il cammino v ¢ contenuto in C\ R a parte gli
estremi,

dz . .
Im [/% z] =Im Lhﬂr{lk logy(t) — tilfil,l log ’Y(t)]
= lim arg(y(¢)) — lim arg(y(t)) = 7Bk + PBr-1)
t—ty t—tr_1

e sommando per k = 1,...,n otteniamo

Ind(v,0) :%Z (Br + Br—1) Zﬁk
k=0 k=0

che & proprio la formula (1).
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58 Calcolare 'indice Ind(y,0) per i seguenti cammini:
a) y:=t*+i(1—t*) conte[-2,2];
b) v:=1+2cost + 2isint con t € [0, 27];
¢) v:=acost+ibsint con t € [0,47] ed a,b numeri reali positivi;
d) v := 2sint(cost + 2 cos’t) 4 i(4 cos*t — 1) con t € [0, 27];
e) v :=e Mcost 4 iell sint con t € [—m,7].
59 Dire quali delle seguenti funzioni di z = z + iy sono olomorfe sul proprio dominio di

60°

61°

62*

63*

definizione:

T+ 1y ) —x + 1y
e .

.’I/'Q + y2 ’ .'172 + y2 ?

z

) e (sin(2ry) +icos(2ry)); g) /5 b)) i D) L[l

a) 22 —y?® —2zyi; b) 2? —iy? o) 2zy+i(y? —2?); d)

Sia A un aperto di C e f : A X [a,b] — C una funzione continua tale che z — f(s,z) &

olomorfa su A per ogni s € I. Dimostrare che la funzione

z) = /abf(z,t) dt

¢ ben definita e olomorfa su tutto A.

Traccia. Dimostrare innanzitutto che F(z) & ben definita e continua, e poi che F(z)dz &

una forma chiusa. Applicare quindi il teorema di Morera.

Sia A un aperto di C e sia f,, una successione di funzioni olomorfe che converge uniforme-

mente ad f su ogni sottoinsieme compatto di A. Dimostrare che f ¢ olomorfa.

Traccia. Dimostrare che f(z)dz & una forma chiusa e applicare il teorema di Morera.

Fissato un numero reale a > 0, si considerino la serie di potenze

Ly X o +
a ala+1) ala+1)---(a+n)

e la funzione .
fa(2) ::/ s 1e*(179) g |
0

Dimostrare quanto segue:
a) 14+ X Seq1(X) = a Su(X);
b) il raggio di convergenza di S,(X) & +o0;
¢) fa(2) & ben definita per ogni z € C;
d) la funzione f, ¢ olomorfa su C;
e) la funzione g(z) := 2%S,(x) soddisfa 'equazione ¢'(z) = g(x) + 2~ ! per ogni z € R;
) Sa(z) = fo(x) per ogni x € R;
8) Sa(z) = fa(2) per ogni z € C;

Fissati a, b numeri reali positivi, si consideri la serie di potenze

LB M L M) k)
Sab(X)'_a+a(a+1)X+ +a(a+1)~--(a+n)X

a) Dimostrare che il raggio di convergenza di S,p(X) € 1;



36

Topologia e Analisi Complessa, a.a. 2008/09

RACCOLTA DI ESERCIZI DI ANALISI COMPLESSA — VERSIONE AGGIORNATA: 15/7/2009

64*

65°

66

67°

b) trovare un’equazione differenziale soddisfatta da Sup(x), cfr. esercizio 62(e);
¢) trovare un’espressione integrale per Sg(xz), cfr. esercizio 62(f,g);
d) determinare esplicitamente S,p(z) nel caso b = 1.

Sia S(X) la serie di potenze data nell’esercizio 26 e si consideri la funzione

9(2) ;:/0 Mds

S

Dimostrare che:

a) f(z) ¢ ben definita per ogni z € A:=C\{z €R: z> 1}
b) f ¢ una funzione olomorfa su A;

¢) S(z) = g(z) per ogni z € C con |z| < 1.

Definiamo le seguenti classi di matrici reali 2 x 2:

() IR IR (A TP

Dimostrare che:

a) se A, B € . allora AB € A ;

b) se A,B € .#' allora AB € ./

c)se A€ .# e Be . #alora AB,BA € .4,

d) lapplicazione z + iy — (; _xy> ¢ un isomorfismo di campo di C in .

Data M matrice reale 2 x 2, indichiamo con | M| la sua norma euclidea, vale a dire
1/2
— 2
M| = (ZMU) .
ij

Diciamo inoltre che M & conforme se conserva gli angoli tra vettori, ovvero se per ogni
coppia v,w € R?\ {0} si ha
(Mv; Mw) (v; w)

| Mo - [Mw| — [o] - |w]

dove ( ; ) ¢ il prodotto scalare in R?. Presi .# e .#' come nell’esercizio 65, dimostrare
quanto segue:

a) [2det M| < |M|?;

b) M € # se e solo se 2det M = |M|?;

c) M € .4 se e solo se 2det M = —|M|?;

d) M & conforme se e solo se M € .4 U.#'.

L’identificazione canonica di C con R? data da z + iy — (z,y) permette di vedere una
funzione f da C in C come una mappa da R? in R?. Diciamo quindi che f ¢ differenziabile
(risp., di classe C!) se ¢ differenziabile (risp., di classe C') come mappa da R? in R?, ed
in tal caso indichiamo con D f la corrispondente matrice Jacobiana, vale a dire

Df = ((%Ref (%Ref) '

%Imf B%Imf
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68°

69°

Sia A un apertodi C e f : A — C una funzione differenziabile. Dimostrare che f & olomorfa
se e solo se D f(z) appartiene alla classe .# definita nell’esercizio 65 per ogni z € A, ed in
tal caso la derivata complessa f’ e la matrice Jacobiana D f sono legate dalla relazione

_(Ref' —Imf’
pr=(ma s )

Siano f e g funzioni olomorfe. Utilizzando gli esercizi 65 e 67, dimostrare che fog € olomorfa
e vale la solita formula per la derivata della funzione composta: (fog) = (f'og)-¢'.

a) Sia f : A — C una funzione olomorfa. Utilizzando lesercizio 67, dimostrare che la
matrice D f(z) ha rango 0 o 2 per ogni z € A.

b) Dedurne che se A & connesso ed f non & costante, allora f(A) ha parte interna non
vuota. [In effetti vale un risultato pitu forte, cfr. esercizio 71.]

Traccia. b) Se f non ¢ costante, allora esiste almeno un punto zo € A tale che f'(z9) # 0
(verificarlo!), ma allora la matrice Jacobiana D f(z) ¢ invertibile, e dunque per il teorema
della funzione implicita esiste un intorno U di zy tale che la restrizione di f ad U & una
mappa aperta in C.

70° Sia f : A — C una funzione olomorfa. Supponendo che 0 appartenga ad A e che f(0) =0,

71°

indichiamo con n il piu piccolo intero tale che a,, # 0, dove a,, & I'n-esimo coefliciente della
serie di Taylor di f in 0. Dimostrare che esiste una funzione olomorfa h definita in un
intorno U di 0 tale che

f(2) =h"(z) perognizeUl.

Traccia. Scriviamo f(z) = 2™ g(z) dove g & la funzione definita dalla serie di potenze
oo
g(z) := Z Apgmz™ .
m=0

Siccome ¢(0) = a, # 0, preso un disco aperto V centrato in g(0) che non contiene 0, il
logaritmo complesso ammette una determinazione su V', che indichiamo con log z. Quindi
U :=g~'(V) & un intorno aperto di 0 e j(z) := exp( log g(2)), ¢ una determinazione della
radice n-esima di g(z) definita su U. Poniamo quindi h(z) := z §(z).

Sia A un aperto connesso di C ed f: A — C una funzione olomorfa non costante. Dimo-
strare che f & una mappa aperta.

Traccia. Basta far vedere che ogni zy € A ammette un intorno aperto U tale che la
restrizione di f ad U € una mappa aperta in C. Sono possibili due casi:

a) Se f'(29) # 0 allora la matrice Jacobiana di f, vista come mappa da R? in R?, ha
determinante diverso da 0 in un intorno aperto U di zg (cfr. esercizio 69), e dunque f &
aperta su U per via del teorema di invertibilita locale.

b) Se invece f'(zp) = 0, utilizzando l’esercizio 70 possiamo scrivere f(z) in un intorno di
2o come f(z) = f(z0) + h"™(z) dove h & una funzione tale che h(zp) = 0 e h'(z) # 0. Per
quanto visto al punto a), h & una mappa aperta su un opportuno intorno aperto di zg e
siccome la mappa z — 2™ & aperta su tutto C (verificarlo!), ne segue che anche f & aperta
in un intorno di zq.

[Per una dimostrazione alternativa si veda l'esercizio 107.]
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73

74°

(0]

76

Sia A un aperto semplicemente connesso in C e sia f : A — C una funzione olomorfa mai
nulla. Dimostrare che esiste una funzione olomorfa g : A — C tale che

f(z) =exp(g(z)) per ogni z € A. (1)

Prima traccia di dimostrazione. Siccome exp : C — C* & un rivestimento ed A & sempli-
cemente connesso, ogni mappa f : A — C* continua ammette un sollevamento g : A — C,
cio¢ una mappa continua tale che f(z) = exp(g(z)) per ogni z € A. Non resta che dimo-
strare che se f ¢ olomorfa allora anche g ¢ olomorfa. Per ogni zg € A, sia V un intorno
aperto di f(z9) che ammette una determinazione del logaritmo complesso, indicata con
log z. Allora per ogni z € f~1(V) esiste un intero k tale che g(z) = log f(2) + 2kwi; preso
inoltre U intorno aperto connesso di zg contenuto in f~1(V), I'intero k¥ non dipende da z
su U (perché g(z) — log z & una funzione continua dal connesso U in uno spazio discreto).
Pertanto, siccome log e f sono funzioni olomorfa, anche g € olomorfa su U. Dall’arbitrarieta
di zg segue che g ¢ olomorfa su A.

Seconda traccia di dimostrazione. Si fissi un punto zg € A ed un intorno aperto V' di f(zp)
su cui & definita una determinazione del logaritmo complesso, che indichiamo con log z. Si
noti che la forma .
z
e,

- f(2)

¢ chiusa e ben definita su tutto A, e quindi ammette una primitiva olomorfa g : A — C.
Poiché inoltre g ¢ determinata a meno di costanti, possiamo supporre che

9(20) = log f(20) -

Se inoltre U & un intorno connesso di 2z tale che f(U) C V, abbiamo che

f'(z)

5 = (log f(z))" per ogni z € U,

g'(z) =

e dunque g(z) = log f(z) per ogni z € U. Da questo segue che exp(g(z)) = f(z) per ogni
z € U e quindi, per via del principio del prolungamento analitico, anche per ogni z € A.

Far vedere che l'ipotesi che A sia semplicemente connesso nell’esercizio precedente non puo
essere rimossa.

Sia A un aperto connesso e sia f : A — C una funzione olomorfa con |f| costante. Dimo-
strare che f e costante.

Traccia. L’'immagine di f ha parte interna vuota; si applichi quindi ’esercizio 69.

Sia A un aperto connesso di C ed f : A — C una funzione olomorfa che soddisfa I’equazione
(Re f)? + (Im f)* = 1. Dimostrare che f & costante.

Traccia. Verificare che I'insieme dei punti « + iy € C tali che 22 + 3* = 1 ha parte interna
vuota in C e usare l’esercizio 69.

Sia f : A — C una funzione olomorfa. Dimostrare che

fgfgff'gZQQRef:2iglmf.

/!
f_ﬁz_ax_ Z@y 0z 0z
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78
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80

Sia A un aperto contenuto in C ed f: A — C una funzione differenziabile (nel senso delle
mappe da un aperto di R? in R?). La funzione f si dice antiolomorfa se in ogni punto di
A & soddisfatta ’equazione

of

0z

Utilizzando gli esercizi 65 e 67, dimostrare i seguenti fatti:
a) f & antiolomorfa se e solo se Df(z) € .#' per ogni z € A, con .#' data nell’esercizio 65;
b) se f e g sono antiolomorfe allora f o g & olomorfa;
¢) se f ¢ olomorfa e g antiolomorfa allora f o g e g o f sono antiolomorfe;
d) la mappa z — z & antiolomorfa;

) se f(z) & olomorfa allora f(Z) e f(z) sono antiolomorfe, mentre f(Z) & olomorfa;
f) se f & olomorfa e antiolomorfa allora f & localmente costante.

[©)

Completare come segue i punti a), b), c) ed e) dell’esercizio 77:
a) scrivere D f in termini di % I

b) scrivere - 9 (fog)in termini di %f e %g;

¢) scrivere 8—(fog) e %(go f) in termini di %f e %g;

)

e) posto g(z) := f(Z), scrivere Zg in termini di 2 f.

Si prendano A ed f come nell’esercizio 77. La funzione f si dice conforme se Df(z) & una
matrice conforme per ogni z € A (cfr. esercizio 66). Dimostrare quanto segue:

a) se [ & olomorfa o antiolomorfa allora f ¢ conforme;

b)* se f & conforme e di classe C? ed A & connesso, allora f & olomorfa oppure antiolomorfa.
Traccia. b) Si indichi con A° I'insieme dei punti z € A tali che Df(z) =0, e con AT e A~
gli insiemi dei punti z € A\ A" tali che D f(z) appartiene a .# e .4’ rispettivamente (.#
e A’ sono definiti nell’esercizio 65), e si consideri la funzione h : A — C definita da

of n
a(z) se z € AT,
h(z) == 0 se z € A,
of _
g(z) sez€ A™.

La funzione h ¢ di classe C' olomorfa su A e nulla su Ay, e quindi si presentano due
possibilita: o h ¢ identicamente nulla (e allora f & costante) oppure Ay ¢ un insieme
discreto, nel qual caso AT e A~ non possono essere entrambi vuoti.

Si prendano A ed f come nell’esercizio 77. Dimostrare quanto segue:

a) 2|det Df(2)| < |Df(z)|? per ogni z € 4;

b) se f & olomorfa allora 2 det Df(z) = |Df(2)|? per ogni z € A;

c) se f & antiolomorfa allora 2 det Df(z) = —|Df(2)|? per ogni z € A;

d) se A & connesso e 2|det Df(z)| = |Df(z)|? per ogni z € A allora f & olomorfa oppure
antiolomorfa.

81° Sia A un aperto di C ed u una funzione su A a valori reali (o complessi) di classe C? (come

funzione su un aperto di R?). La funzione u si dice armonica se soddisfa I'equazione di

Laplace
?u  0%u
Au:=—+—-—==0.
U= o + P 0
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84°

85°

Dimostrare che se f : A — C & una funzione olomorfa o antiolomorfa allora le funzioni
reali Re f e Im f sono armoniche.

Sia f : A — C una funzione olomorfa. Dimostrare che g(z) := f(1/z) ¢ olomorfa e scrivere
¢'(z) in termini di f'(2).

Sia D := {|z| < 1}. Dare un esempio di funzione olomorfa f : D — C che non puo essere
estesa ad alcun aperto connesso A che contiene strettamente D.

Traccia. Si prenda una successione (z,) densa in 9D e si ponga

f(z) = i i per ogni z € D. (1)

Verificare che la serie di funzioni in (1) converge totalmente in {|z| < r} per ogni r < 1
ed usare l'esercizio 61 per dedurne che f € olomorfa su D. Per far vedere che f non e
estendibile ad A, si osservi che A deve contenere z,, per qualche m ma f non & estendibile
per continuitd in z,, perché |f(tz,,)| — +oo quando ¢ 7 1. Per dimostrare quest’ultima
asserzione osservare che

4-m 4"
t m Z T - 5
a2 || - O |
n#m
4-m 4" 4" 2 4™ 4=
*1—t_ztz —z _Zl—tzg.l—t_z Zm — %
n<m m n n>m n<m m n

e passare al limite per ¢ T 1 (per la seconda disuguaglianza si & usato che |tz,, —z,| > 1—1).

Sia f : A — C una funzione olomorfa. Dato zp in A, indichiamo con R il raggio di
convergenza della la serie di Taylor di f in z¢. Dimostrare che R > dist(z, C \ A).

Traccia. Siano a, i coefficienti della serie in questione e si prenda r < dist(zp,C \ A).
Siccome il disco chiuso di centro zy e raggio r & contenuto in A, per ogni n > 0 vale la
disuguaglianza di Cauchy

lan| < Mr~—™ dove M :=sup{|f(z0+re”)[: 0<t<2m}.

Ne segue che limsup,, ¥/|a,| < 1/r e quindi R > r.

Dato un aperto A contenuto in C ed una funzione continua f : A — C, diciamo che f
soddisfa la proprieta della media (sulle circonferenze) se
1 2 )
f2)=o- | flztret)at (1)
21 0

per ogni z € A ed ogni r > 0 tale che il disco chiuso D,.(z) di centro z e raggio r & contenuto
in A. Diciamo invece che f soddisfa la proprieta della media sui dischi se per gli stessi z
ed r si ha )
f6) == [ faiy)dedy. 2)
D, (2)

Dimostrare che la proprieta della media sulle circonferenze equivale a quella sui dischi.
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86°

87°

88

89°

90

91*

Traccia. Per dimostrare che la (1) implica la (2), scrivere I'integrale in (2) in coordinate
polari. Per dimostrare l'implicazione inversa, scrivere l'integrale della (2) in coordinate
polari, moltiplicare entrambi i termini dell’uguaglianza per 772, e infine derivare rispetto
alla variabile r.

Sia A un aperto limitato di C e sia f : A — R una funzione continua con la proprieta
della media in ogni punto di A. Dimostrare che il valore massimo ed il valore minimo di
f vengono assunti sulla frontiera di A. Far vedere inoltre che se A & connesso ed il valore
massimo (oppure minimo) di f viene assunto anche in un punto di A allora f & costante.

Traccia. Applicare il principio del massimo modulo alle funzioni f —m e M — f dove m e
M sono rispettivamente il valore minimo e massimo di f su A.

Sia f : C — C una funzione olomorfa la cui parte reale ¢ limitata superiormente. Dimo-
strare che f e costante.

Traccia. Applicare il teorema di Liouville a g := exp(f).

Sia f : C — C una funzione olomorfa tale che la funzione g :=a-Re f +b-Im f & limitata
superiormente per opportuni a,b € R non entrambi nulli. Dimostrare che f e costante.

Dimostrare la seguente generalizzazione del teorema di Liouville: una funzione olomorfa
f : € — C con crescita di ordine ¢ all’infinito (si veda la definizione all’inizio di questa
raccolta) ¢ un polinomio di grado < q.

Traccia. Siano a,, i coeflicienti della serie di Taylor di f in 0. Per ogni n > 0, utilizzando
la disuguaglianza di Cauchy si ottiene |a,| < Cr?~™ per ogni r > R, e passando al limite
per r — 400 si deduce che a,, = 0 quando n > gq.

Sia f una funzione continua su C. Dimostrare che f ha crescita di ordine ¢ all’infinito se
e solo se esiste una costante C tale che |f(z)| < C(1 + |2]|9) per ogni z € C.

Sia f una funzione reale e continua su C con la proprieta della media. Dimostrare che se
la parte positiva di f ha crescita di ordine g all’infinito, allora f ha crescita di ordine ¢
all’infinito.

Traccia. Al solito, la parte positiva e negativa di f sono definite da f*(z) := max{f(z),0} e
[ (2) :== max{—f(z),0}; si tratta quindi di due funzioni non negative tali che f = f*—f~.
Dobbiamo far vedere che anche la parte negativa di f ha crescita q. Siccome fT ha
crescita g, esiste una costante C' tale che f*(z) < C(1+|z|?) per ogni z (cfr. esercizio 90).
Indichiamo con D, (%) il disco di centro z e raggio r. Preso zp € C tale che f(z9) < 0 e
posto 1 :=|zg|, si ha che D,(z9) C D2,(0) e quindi, utilizzando la proprieta della media,

F () = —f(z) = — —£(2) da dy

W D, (z)
1

— 2
T JD,.(2)

1
< — “(z)dxd
< —3 Dgr(O)f (z) da dy
1
< — @)+ (CA+[27) = fT(2) dzdy
mwr DQT(O)
1
= — —f(2)+C(1+ |2]|?) dx dy
e ORIy

[ (z) dzdy
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93

94°

95

24+3pq
q+2

= —4f(0) + C {4+ ] < C'(1+ 2

dove si & posto C' := max {4(C — f(0));2773C/(q¢+2)}.

Dimostrare la seguenti generalizzazioni del teorema di Liouville:

a) Se f : C — C & una funzione olomorfa la cui parte reale Re f ha crescita di ordine ¢
all’infinito, allora f ¢ un polinomio di grado < q.

b) Se f: C — C & una funzione olomorfa tale che la parte positiva di Re f ha crescita di
ordine ¢ all’infinito, allora f & un polinomio di grado < gq.

Traccia. a) Tenuto conto dell’esercizio 89, basta dimostrare che f’ ha crescita di ordine
q — 1 all’infinito. Posto g := Re f, si ha

_0g .0g

/ [ J——
f_ax Zay'

Quindi, poiché f’ ha la proprieta della media, usando la formula (2) dell’esercizio 85 otte-
niamo

) = - / % ;99
f(w)_m"? oz zaydmdy
D, (w)

per ogni w € C, r > 0, e applicando il teorema di Gauss-Green
fw =5 [ gds 1)
¥

dove y(t) := w+re' con t € [0,27]. Utilizzando la formula (1) con 7 := |w| e maggiorando
il modulo di g = Re f con C(1 + |z|?) (cfr. esercizio 90) si ottiene infine

| (w)] < 2C(1 + 2%|w|) /w] ,

e quindi |f/(w)| < 29T2C|w|9! per |w| > 1.
b) Utilizzare 1’esercizio 91 per ricondursi all’enunciato a).

Sia f : C — C una funzione olomorfa mai nulla tale che |f(z)| < exp(C|z|?) per ogni
|z| > R, dove C, R, q sono opportune costanti positive. Dimostrare che f(z) = exp(p(z))
con p polinomio di grado < gq.

Traccia. Si usi esercizio 72 per scrivere f come f(z) = exp(g(z)); si applichi quindi
Penunciato b) dell’esercizio 92 alla funzione olomorfa g.

Sia D il disco aperto {|z| < 1}, e sia f: D\ {0} — C una funzione olomorfa estendibile
per continuita alla circonferenza 0D, e che su questa assume valori reali. Dimostrare che

la funzione data da

5 f(z) per 0 < |z| <1
f(z):=

f(1/z) per|z| >1

¢ un’estensione olomorfa di f a C*.

Sia f una funzione continua sul semipiano chiuso y > 0 ed olomorfa sul semipiano aperto
y > 0 che assume valori puramente immaginari all’asse delle . Dimostrare che f & costante.
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Traccia. Far vedere che f puo essere estesa ad una funzione olomorfa limitata su tutto C.

96 Dare un esempio di funzione continua sul semipiano chiuso y > 0 ed olomorfa sul semipiano
aperto y > 0 che non puo essere estesa ad una funzione olomorfa su C.

97 Sia A un aperto limitato di C e sia f : A — C una funzione continua ed olomorfa su A la
cui parte reale & costante sulla frontiera di A. Dimostrare che f & costante.

Traccia. Usare Pesercizio 86 per ottenere che la parte reale di f & costante su A.

98 Sia A un aperto di C simmetrico rispetto all’asse delle = e sia f : A — C una funzione
olomorfa. Dimostrare che f si pud scomporre come f = f; + fo dove f1,fo : A — C
sono funzioni olomorfe tali che sull’asse delle x la funzione f; assume valori reali mentre fo
assume valori puramente immaginari. Dimostrare inoltre che se A & connesso allora tale
scomposizione € unica.

Traccia. Per Desistenza, prendere fi(z) := 1 (f(2) —l—ﬁ) e f2(2) =3 (f(2) — f(2)).

99° a) Sia D := {|z|] < 1}, e sia f : D — C una funzione continua ed olomorfa su D che
assume valori puramente immaginari sulla circonferenza dD. Dimostrare che f & costante.
[Utilizzare Pesercizio 94.)
b) Dimostrare che due funzioni continue su D ed olomorfe su D le cui parti reali coincidono
su 0D differiscono solo per una costante.

100* L’esercizio 99 mostra che una funzione olomorfa sul disco ¢ determinata a meno di costanti
dalla restrizione della sua parte reale alla frontiera. Vale in effetti un enunciato pil preciso:
presa f come nell’esercizio 99, indichiamo con a,, i coefficienti della serie di Taylor di f in
0 e poniamo g(f) := Re f(e*) per ogni 6 € [0, 27]; si ha allora che

27 1

1 2 .
Reap = — g(0)df e a,= 7/ g0) e ™ dh pern=1,2,... (1)
0

2 s
Traccia. Ci limitiamo al caso in cui la serie di Taylor di f in 0 converge totalmente su
tutto il disco chiuso. Con questa ipotesi si ha che
g(0) = Re f(e) = l[f( )+ f(e?) } . i e 4 Ge "™
2 2 tm ’
m=0
quindi per ogni n > 1

1 27 . S
- 0) e~ df =
[ s >

m=0

2 —_— 2m
aﬂ/ ei(mfn)e do + aﬂ/ efi(m+n)9 do| = a,
2T 0 2T 0 ’

dove l'ultima uguaglianza segue dal fatto che fo% e dh = 0 & zero per ogni intero k # 0
e vale 27 per k = 0. In modo analogo si dimostra la prima identita in (1).

101° Sia D := {|z| < 1}, e sia g : [0,27] — R una funzione continua e C' a tratti tale che
¢(0) = g(2m). Dimostrare che esiste una funzione f : D — C, olomorfa in D, tale che

Re f(e') = g(f) per ogni 6 € [0, 27].
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107

Traccia. Scrivere g come serie di Fourier complessa

+oo
E Cneznﬁ ,

n=—oo

osservare che c_,, = ¢, per ogni n, e porre

+oo
z):=co+ z 2¢,2" . (1)
n=1

Se g & continua e C'! a tratti allora & noto che ), |cn| < +00 e da questo segue che la serie
di potenze in (1) converge totalmente su D.

Sia D := {|z| < 1}, e sia f : D — C una funzione continua e olomorfa su D tale che |f| &
costante su dD. Far vedere che f si annulla in almeno un punto di D oppure & costante.

Traccia. Se per assurdo f non si annullasse mai, applicando il principio del massimo modulo
f(2) e 1/f(2) si otterrebbe che |f(z)| assume valore massimo e minimo sulla frontiera di
D, e dunque e costante. Per quanto visto allora anche f deve essere costante.

Sia D, := {|z| < r}, esia f: D, \ {0} — C una funzione olomorfa. Dimostrare che se
esistono delle costanti positive C, p, p tali che |f(z)| < Clz|7? per |z| < p allora 0 € una
singolarita rimovibile oppure un polo di ordine < p.

Traccia. Utilizzare le stime di Cauchy per i coefficienti della serie di Laurent di f in O.

Sia f : A — C una funzione olomorfa, v : I — A, un cammino e zg un punto che non
appartiene a f(y([)). Dimostrare che

1 dz 1 f(z)
Ind(fo%z())_%ri/fwzzo_Zm'/yf(z)zo 2m/f ) — 20 () dt -

Sia f : A — C una funzione olomorfa, D un sottoinsieme compatto di A la cui frontiera ¢
parametrizzata in senso antiorario dal cammino chiuso 7, e zp un punto che non appartiene
a f(y(I)). Dimostrare che Ind(f o ~,z2p) & pari al numero di punti di f~!(zo) contenuti
in D, contati con la loro molteplicitd. In particolare zy appartiene a f(D) se e solo se

Ind(f ©~,z) # 0.

Traccia. Basta applicare il teorema dei residui alla funzione f’(2)(f(2) — 2¢) ! sul dominio
D, e usare la caratterizzazione dell’indice di f oy data nell’esercizio 104.

Sia P un polinomio di grado d > 1. Completando la seguente traccia di dimostrazione,
dimostrare che P ha almeno una radice in C.

Traccia. Siscomponga P(z) come P(z) = az?+R(z) con R polinomio di grado strettamente
minore di d. Allora |R(2)| = o(]z|?) per |z| — +oc, e applicando il teorema di Rouché sul
disco D di centro 0 e raggio r con r sufficientemente grande, si ha che il numero di zeri di
P contenuti in D (e contati con la loro molteplicita) ¢ pari a quello di az?, che & d.

Sia A un aperto connesso di C ed f: A — C una funzione olomorfa non costante. Dimo-
strare che f & una mappa aperta completando la seguente traccia di dimostrazione.

Traccia. Si deve far vedere che per ogni zp € A ed ogni U intorno di zg, Uinsieme f(U)
contiene un intorno di f(zp). Supponiamo zp = 0 e f(z9) = 0. Detti a,, i coefficienti della
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serie di Taylor di f in 0, sia n il pitt piccolo indice tale che a,, # 0. Allora f(z) = a, 2"+ R(2)
con R(z) = o(|z|™) per |z| — 0, e quindi esiste r > 0 tale che |R(2)| < |an|r™|/2 sulla
frontiera del disco D di centro 0 e raggio r; possiamo inoltre supporre che D sia contenuto
in U. Sia ore B il disco aperto di centro 0 e raggio |a,|r™/2: applicando il teorema di
Rouché si ottiene che per ogni y € B il numero di zeri di f(z) —y contenuti in D (e contati
con la loro molteplicita) & pari a quello di a,,2™ —y, ovvero & n. In particolare esiste almeno
un numero z € D tale che f(z) =y, ovvero f(D) contiene B.

[Una dimostrazione alternativa di questo risultato é stata data nell’esercizio 71.]

Per ciascuna delle seguenti funzioni olomorfe, scrivere lo sviluppo di Laurent in 0:

—1/22, sinz. 1 ]
a) e /% b) pras c) JERpVL

z
d) e* +e'/%; e)sin(1+1/2); f) 2—2.

Sia f una funzione della forma f(z) = g(z) (z — 20) ™! con g funzione olomorfa tale che

g(z0) # 0. Verificare che zy ¢ un polo semplice con residuo Res(f, z9) = g(z0).

Sia f una funzione della forma f(z) = g(z) (z — )~ **Y con g funzione olomorfa tale che
g(z0) # 0. Verificare che 2y ¢ un polo di ordine k + 1 con residuo

Res(f,20) = %g(k)(zo)

dove g indica la derivata complessa k-esima di g.

Sia f una funzione della forma f(z) = 1/g(z) con g funzione olomorfa con uno zero semplice
in zg. Verificare che zp & un polo semplice con residuo Res(f, z0) = 1/¢'(20)-

Sia f una funzione della forma f(z) = h(z)/g(z) con g funzione olomorfa con uno zero
semplice in zg ed h funzione olomorfa non nulla in zg. Verificare che zg € un polo semplice
con residuo Res(f, z0) = h(20)/9'(#0)-

Sia f(z) = 1/g(z) con g funzione olomorfa con uno zero doppio in z.
a) Dimostrare che z & un polo di ordine 2;
b) esprimere Res(f, zp) in base alle derivate di g in z.

Per ciascuna delle seguenti funzioni olomorfe, individuare i punti singolari isolati, calcolare
il residuo e dire se si tratta di singolarita rimovibili, singolarita essenziali, oppure poli (ed
in tal caso specificarne 'ordine):

I 2z +1 sinz log(1 + z) e* 1 1

2) 22— 4 b) 22417 °) z2—1 d) zn ¢) 142’ 2 sin z’ 8 (22 -1)%’
1 1 1 1 sin z sin 2z

h Lo | 1/z. - . . . -7

) cinZz’ 1 a1 ) e’ m) e _ 1’ H) IOgZ’ O) PR p) 5 2

Per ciascuna delle seguenti funzioni olomorfe, scrivere lo sviluppo di Laurent nel punto
all’infinito (usando quindi la variabile 2z’ = 1/z):

1 CoS z

a) e * b)e*+e/* o) 22 +2Y d) poey e) 2 f) log(1 4 1/2%).

Per ciascuna delle seguenti funzioni olomorfe calcolare il residuo all’infinito e dire se il
punto all’infinito (co0) & una singolaritad rimovibile, una singolarita essenziale oppure un
polo (ed in tal caso specificarne l'ordine):
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22 z e +e *
;o d ;o f) XD,
=) o e

a)e % b) e* + el/?; c) 1+22; .

117  Utilizzare il metodo dei residui per calcolare i seguenti integrali:

*  dx oo glaw *©1—cosz

fe%s) 27 oo s
cos T df sin x
d ———dx ; — . f dr ;
)/0 2+ 322+t e)/o 2+sinf ’ )/0 z 0

00 o < 1 - d
2) / sin+/x dz; h) / dxr conn > 1 intero; i) / @ .
0 0 ’

1+ 22 1+ an Vo(d+x2)

< Yrdr n) /°° log x d
o x(x+8)’ o 14 a2

)

>~ 1
1)* / T dx con a > 1 razionale; m)
0 X

O)/’T1+cost9d6. )/OO dx
o 24sm20 " P ), 1o ts

[Suggerimenti: g) utilizzare il cambio di variabile x = t2; h) integrare sulla frontiera del
settore circolare {z : |z| < r, 0 < argz < 2m/n}; p) integrare sulla frontiera del settore
circolare {z : |z| <r, 0 < argz < 2m/3}.]

118* Dimostrare che
> coszT * sinx T

—dzx = —dr=4/= .
0o VT 0o VT 2
Traccia.  Calcolare l'integrale di e*/\/zdz lungo la frontiera dell'insieme @, dato
dall’intersezione del cerchio {|z| < r} con il primo quadrante e ricordare che 'integrale

di e=*" su R & quale a /7.

119 In ciascuno dei seguenti casi utilizzare il teorema di Rouché per calcolare il numero di zeri
e di poli della funzione f(z) contenuti nell’aperto A (contati con la loro molteplicita):

a) f(z) =22 +324+1 e A:={|z] <2};

b) f(2) :=2°+32+1 e A:={|z| > 1};

¢) fz) =2 +1+4+4/2 ¢ A:={|z| <2};

d) f(z) =2 +1+4/2z e A:={1/2<|2| <2};
S8 _ 5,2

¢) f(2) i= % o A= {2 < 1};

120° Data la funzione

1
f(z) :=3cosz+ T3 2

dimostrare che:

a) f ha infiniti zeri nella striscia 4 := {—1 <Imz < 1};

b) tutti gli zeri di f tranne 2 sono tutti contenuti in A;

c) detto N(r) il numero di zeri di f con valore assoluto < r allora N(r) ~ Zr per r — occ.

Traccia. Per ogni intero k > 1 si ponga
Ap = (—2mk,27k) x (=%,3), Bg:=(=2mk,27k) x ((=k,—3) U (5,k)) ,

e si utilizzi quindi il teorema di Rouché per far vedere che il rettangolo Ay contiene esat-
tamente 4k zeri di f, mentre By ne contiene 2.
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121

122

123

124

125

126

127

128

Sia A la corona circolare {1 < |z| < 4} e sia f(2) := 23 + 222 + 52 + 1.
a) Quante sono le soluzioni complesse dell’equazione f(z) = 0 contenute in A?
b) Quante sono le soluzioni reali dell’equazione f(z) = 0 contenute in A?

Si consideri la funzione meromorfa

4

z) =€+ —= .

F)i= e+ g

Determinare il numero di zeri di f contenuti nel semipiano A := {Rez > 0} e dimostrare
che sono tutti semplici.

Dire quanti sono gli zeri di f(z) := e* +e % + 2z~ 2 contenuti nel quadrato Q := [—27, 27]?
e dimostrare che sono tutti semplici.

Sia I(n) il numero di zeri della funzione olomorfa
fn(z) =T 4 23

contenuti nel disco aperto D di centro 0 e raggio 1. Dimostrare che tali zeri sono tutti
semplici e calcolare il limite di I(n) per n — 400 e per n — —oc.

Data una funzione f : C — C ed un numero reale y positivo, per calcolare l'integrale di
f(z+1iy) con = che varia da —oo a +00, si puo applicare formalmente il cambio di variabile
t = = + iy, ottenendo la seguente identita:

/m f(z +iy) do = /m F(t)dt . (1)

— 00 — 00

a) Far vedere con un’esempio che la (1) non vale se f & una funzione continua a supporto
compatto in C.

b) Dimostrare che la (1) vale se I'integrale improprio di destra & ben definito, f & olomorfa
su tutto C e f(z + si) tende a 0 per £ — +o00, uniformemente in s € [0, y].

¢) Far vedere con un esempio che nel punto precedente non si puo sostituire I'ipotesi che f
sia olomorfa con 'ipotesi che sia meromorfa.

Sia A un aperto semplicemente connesso di C, e sia f una funzione meromorfa su A con
un numero finito di poli e di zeri. Dimostrare che f si scrive come f(z) = r(2) exp(g(z))
con r funzione razionale e g : A — C funzione olomorfa. [Utilizzare I’esercizio 72.]

Sia f una funzione meromorfa su C con un numero finito di poli e crescita di ordine ¢
all’infinito per qualche ¢ finito (si veda la definizione all’inizio di questa raccolta). Dimo-
strare che f & una funzione razionale, cioé un rapporto di polinomi.

Traccia. Siano z1,...,z, 1 poli di f, e a1,...,a, 1 rispettivi ordini. Allora la funzione
meromorfa

9(z) = f(z) - (z—21)" ... (2 — z,)"

ha solo singolarita eliminabili e ha crescita di ordine ¢+ a; +. ..+ a, all’infinito. Applicare
I’esercizio 89 alla funzione g.

Sia f una funzione meromorfa sulla sfera di Riemann. Dimostrare che f ¢ una funzione
razionale.
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129 Sia f una funzione meromorfa su C con un numero finito di poli e di zeri e crescita sub-
esponenziale all’infinito, ovvero

I/ (2)

1
|z]>+oo el

=0.

Dimostrare che f ¢ una funzione razionale.

Traccia. Scrivere f come prodotto di una funzione razionale per una funzione olomorfa
mai nulla, ed applicare a quest’ultima quanto dimostrato nell’esercizio 93.

[Una conseguenza di questo risultato ¢ che due funzioni meromorfe su C con crescita
sub-esponenziale che hanno gli stessi zeri e gli stessi poli, con la stessa molteplicita e in
numero finito, differiscono solo per una costante moltiplicativa. Si noti che quest’ultima
affermazione resta vera anche sotto ipotesi pitt deboli che la finitezza degli zeri e dei poli.]



