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Avvertenze

Gli scritti d’esame per il corso di Matematica e Statistica C si compongono di due parti:
una prima parte con otto domande o problemi molto semplici a cui si deve dare solo la risposta,
ed una seconda con tre o piu problemi per cui invece si deve dare una soluzione articolata e
spiegata in dettaglio. Il tempo a disposizione e di un’ora per la prima parte e di due ore per
la seconda. Per la sufficienza piena sono solitamente richieste almeno cinque risposte corrette
nella prima parte, ed un problema completamente risolto nella seconda.

La prima sezione di questa raccolta contiene i testi di tutti gli scritti, incluse le prove in
itinere, mentre la seconda contiene una breve traccia delle soluzioni.

Programma del corso.

Gli argomenti appena accennati o non fondamentali sono riportati in corsivo.

1. CALCOLO DIFFERENZIALE ED INTEGRALE, EQUAZIONI DIFFERENZIALI

1.1

1.2

1.3

14

1.5

1.6

Funzioni e grafici di funzioni: dominio, immagine, funzione inversa. Funzioni elemen-
tari: potenze, esponenziali, logaritmi, funzioni trigonometriche (seno, coseno, tangente)
e funzioni trigonometriche inverse. Operazioni sui grafici di funzioni. Interpretazione di
equazioni e disequazioni in termini di grafici di funzioni.

Numeri complessi. Notazione cartesiana e trigonometrica. Soluzioni complesse di
un’equazione algebrica di secondo grado. Calcolo delle radici di un numero complesso.
Derivata di una funzione: significato geometrico ed interpretazione fisica. Regole per il
calcolo delle derivate. Derivate delle funzioni elementari. Studio dei grafici di funzioni.
Teorema di de 'Hopital. Notazione di Landau (“0” piccoli e “0” grandi). Sviluppo di
Taylor di una funzione. Sviluppi di Taylor delle funzioni elementari. Parte principale di
un infinito e di un infinitesimo. Calcolo dei limiti.

Definizione di integrale definito di una funzione in termini di area del sottografico. Teo-
rema fondamentale del calcolo integrale. Primitive (integrale indefinito) delle funzioni
elementari; regole per il calcolo delle primitive. Interpretazione dell’integrale come lavoro
di una forza. Calcolo di aree e volumi.

Esempi di equazioni differenziali. Significato dei dati iniziali. Equazioni a variabili sepa-
rabili. Equazioni lineari del primo ordine (formula risolutiva generale). Equazioni lineari
del secondo ordine a coefficienti costanti omoogenee e non. Il moto dell’oscillatore armo-
nico (semplice, forzato, smorzato). Il fenomeno della risonanza. Le piccole oscillazioni
del pendolo.

2. ELEMENTI DI PROBABILITA E STATISTICA DESCRITTIVA

2.1

2.2

2.3

24

2.5

Permutazioni, combinazioni, disposizioni. Coeflicienti binomiali. Fattoriale. Formula
di Stirling (senza dimostrazione). Applicazione alla risoluzione di alcuni problemi di
probabilita elementare.

Definizione di probabilita su uno spazio di eventi elementari finito. Eventi indipendenti.
Probabilita condizionata. Formula di Bayes. Esempi classici di probabilita classici (lancio
di due dadi, lancio di n monete).

Variabili aleatorie. Valor medio e varianza. Indipendenza e covarianza. Valor medio
e varianza per la somma di due o piu variabili aleatorie (indipendenti e non). Media
campionaria e versione debole del teorema dei grandi numeri. Distribuzione di Bernoulli
e distribuzione binomiale.

Esempi di probabilitd su spazi di eventi elementari infiniti (continui). Probabilita asso-
ciata ad una funzione di densita. Definizione di media e varianza di una variabile aleatoria.
Distribuzione normale (o Gaussiana). Teorema del limite centrale (senza dimostrazione).
Valor medio e varianza per un insieme finito di dati. Classe mediana e classe modale.
Relazione tra media e media di un campione casuale.



3. VETTORI E MATRICI

3.1 Vettori in R™: somma, prodotto per costante, prodotto scalare. Interpretazione geome-
trica della somma (regola del parallelogrammo) e del prodotto scalare (senza dimostra-
zioni).

3.2 Matrici. Somma e prodotto di matrici, prodotto di una matrice per un vettore. Determi-
nante e calcolo dell’inversa di una matrice (in particolare per le matrici 2 x 2 e 3 x 3, senza
dimostrazioni). Interpretazione geometrica del determinante come area e come volume.

3.3 Impostazione e risoluzione dei sistemi di n equazioni lineari in n incognite in termini di
matrici e vettori.






Testi
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COMPITINO DI PROVA, 17 NOVEMBRE 2006

PRIMA PARTE

1. Risolvere la disequazione 9(a%) < 4.
2. Determinare il dominio di definizione di 4/log(x3).

3. Determinare le coordinate polari r e o per ciascuno dei seguenti punti del piano, dati in
coordinate cartesiane: a) (—1,1); b) (=2,0); ¢) (1, —v/3).

4. Trovare le soluzioni complesse dell’equazione 22 + 4z + 5 = 0.

log(z?) 2?2 +1
e

5. Calcolare la derivata delle seguenti funzioni: a) e=*"; b) ] ; 71
og x? —

)

6. Trovare il punto di minimo ed il valore minimo di f(z) = log(z? + 2x + 3).

log(1 + 22 1 2
7. Calcolare i seguenti limiti: a) lim L;l—x); b) lim ng; ¢) lim sin ( + 2_”’>.
z—0 x T—+00 ﬁ Tz——400 T

8. Disegnare il grafico di y = 1 + sin(z + 7/2).

SECONDA PARTE

_ 2+logx

x
b) Determinare il valore massimo ed il valore minimo di f(x).

¢) Dimostrare che 3z > 2 + logz per ogni x > 0.
d) Per quali valori del parametro a si ha che ax > 2 + log « per ogni = > 0.

1. a) Disegnare il grafico della funzione f(x) :

2. Sia T un trapezio iscritto in una circonferenza di raggio 1 la cui base
maggiore coincide con un diametro di detta circonferenza (vedi figura
accanto).

a) Trovare il valore massimo ed il valore minimo che pud assumere
I’area di T'.

a) Trovare il valore massimo ed il valore minimo che pud assumere il
perimetro di T

B
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PRIMO COMPITINO, 23 NOVEMBRE 2006

PRIMA PARTE, GRUPPO A

1
1. Determinare il dominio della funzione log (?)
x

143
2. Calcolare z := 2i1 i

- 3.

—1
3. Mettere in ordine crescente i seguenti numeri: 2; log(20); 100~%*.

4. Scrivere I'equazione della retta tangente al grafico di y = e nel punto di ascissa 1.

x2+z
5. Calcolare la derivata delle seguenti funzioni: a) sin(e”); b) 87
e
) L . log(logx) ) I . e"—e
6. Calcolare i seguenti limiti: a) lim ————=;b) lim 2° +sin(2”); ¢) lim ———-.
z—+oo  logx z—+00 z—1 722 —1
7. Sia f(z) la funzione il cui grafico ¢ dato nella figura accanto. y
Risolvere graficamente la disequazione f(x) > 1.
8. Disegnare il grafico di f(z):=e™® — 1.
1
PRIMA PARTE, GRUPPO B X

1. Determinare il dominio della funzione log (17)
—1

— 2.
1+2i

2. Calcolare z :=

3. Mettere in ordine crescente i seguenti numeri: log(10); (1,01)7%; 1,5.
4. Scrivere ’equazione della retta tangente al grafico di y = logx nel punto di ascissa 1.

5. Calcolare la derivata delle seguenti funzioni: a) cos(e”); b) log((z? + 1)3).

log(1
6. Calcolare 1 seguenti limiti: a) lim %. b) lim M; ¢) lim —a2?+sin(z?);
z—Z 4x* — 1 z—+oo logx xT—+00
7. Sia f(z) la funzione il cui grafico ¢ dato nella figura accanto. y
Risolvere graficamente la disequazione f(z) < 1.
1

8. Di il grafico di = .

isegnare il grafico di f(z) o]

1

PRIMA PARTE, GRUPPO C »X

1. Determinare il dominio della funzione log (71>
T —

.
o

2. Calcol = .
alcolare z T

3. Mettere in ordine crescente i seguenti numeri: (1,01)71; 4; log(10).

4. Scrivere ’equazione della retta tangente al grafico di y = log x nel punto di ascissa 2.
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PRIMO COMPITINO, 23 NOVEMBRE 2006

. em —X
5. Calcolare la derivata delle seguenti funzioni: a) e™"*; b) —;
e
log sinz
6. Calcolare i seguenti limiti: a) lim e* —sin(2®); b) lim L; im .
@—+oo z—+oo log(logz)’ 7 z—m w2 — 22

7. Sia f(z) la funzione il cui grafico ¢ dato nella figura accanto.
Risolvere graficamente la disequazione f(z) > —1.

<

1 » X
8. Disegnare il grafico di f(x) := —
T —
-1
PRIMA PARTE, GRUPPO D
1. Determinare il dominio della funzione log (7>
2+
2. Calcolare z := 21 72, -
142
3. Mettere in ordine crescente i seguenti numeri: (1,01)71; 4; log(10).
4. Scrivere ’equazione della retta tangente al grafico di y = e® nel punto di ascissa 2.
5. Calcolare la derivata delle seguenti funzioni: a) log((z?® 4+ 1)™2); b) sin(e®).
-1 21
6. Calcolare i seguenti limiti: a) lim &; a) lim cos(e™); ¢) lim ’ .
z—-+o0 log(log x) @—+00 z—1e® —e
7. Sia f(z) la funzione il cui grafico ¢ dato nella figura accanto. y
Risolvere graficamente la disequazione f(z) < —1. ?
» X

8. Disegnare il grafico di f(x):=e” — 1.

SECONDA PARTE, GRUPPO A

1. a) Risolvere la disequazione cosz > 1/2 su tutto R.

1
— su tutto R.

2
b) Risolvere la disequazione cos (TWJ?Q) > 5

2. a) Sia f(x) := xzlogz. Calcolare lim+ f(z) e lim f(x).

) z—0 z—+00
b) Calcolare f'(z) e f"(x).
¢) Disegnare approssimativamente il grafico di f(x).
d) Determinare il valore massimo e minimo di f(z).
e) Determinare il numero di soluzioni dell’equazione f(x) = —1/4.

3. a) Determinare le soluzioni complesse dell’equazione z? + 2z + 4 = 0.
b) Determinare le soluzioni complesse dell’equazione z® + 22% +4 = 0.

SECONDA PARTE, GRUPPO B

1. a) Risolvere la disequazione cosz > \/§/ 2 su tutto R.

8
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PRIMO COMPITINO, 23 NOVEMBRE 2006

) > @ su tutto R.

b) Risolvere la disequazione cos ( 5

1+ 22
2. a) Sia f(x) := —zlog(2z). Calcolare 1i1{)1+ f(z)e lim f(x).
)

r—+00
b) Calcolare f'(z) e f"(x).
¢) Disegnare approssimativamente il grafico di f(x).
d) Determinare il valore massimo e minimo di f(x).
e) Determinare il numero di soluzioni dell’equazione f(x) = —2.

3. a

) Determinare le soluzioni complesse dell’equazione 2% + 4z + 16 = 0.
b) Determinare le soluzioni complesse dell’equazione z® + 424 + 16 = 0.

SECONDA PARTE, GRUPPO C

1. a) Risolvere la disequazione sinz < 1/2 su tutto R.

1
il ) < 3 su tutto R.

b) Risolvere la disequazione sin (1—&—7902

2. a) Sia f(x) := —zlogz. Calcolare lir(r)1+ f(z) e lir4r_1 f(z).
)

b) Calcolare f'(x) e f"(x).

¢) Disegnare approssimativamente il grafico di f(x).

d) Determinare il valore massimo e minimo di f(z).

e) Determinare il numero di soluzioni dell’equazione f(x) = 1.

3. a) Determinare le soluzioni complesse dell’equazione 22 + 2z + 2 = 0.
b) Determinare le soluzioni complesse dell’equazione 2® + 223 + 2 = 0.

SECONDA PARTE, GRUPPO D

1. a) Risolvere la disequazione sinx < 1/ V2 su tutto R.

1
b) Risolvere la disequazione sin (#) < ﬁ su tutto R.

2. a) Sia f(x) := —zlog(2z). Calcolare 11151+ f(z)e lim f(x).

) r—+00
b) Calcolare f'(z) e f"(x).
¢) Disegnare approssimativamente il grafico di f(x).
d) Determinare il valore massimo e minimo di f(z).
e) Determinare il numero di soluzioni dell’equazione f(x) = —4.

3. a

) Determinare le soluzioni complesse dell’equazione 22 + 4z + 8 = 0.
b) Determinare le soluzioni complesse dell’equazione 2® + 423 + 8 = 0.
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RECUPERO DEL PRIMO COMPITINO, 15 GENNAIO 2007

PRIMA PARTE, GRUPPO A

1. Determinare il dominio della funzione /4 — z2.

SN2
2. Calcolare z := 3+ Z, .
1—3

3. Scrivere le coordinate polari dei seguenti punti dati in coordinate cartesiane: a) A := (—2,0);
b) B:=(0,-1); ¢) C:=(-1,1).

4. Trovare il valore massimo assunto dalla funzione f(z) := z — 2.

5. Calcolare la derivata delle seguenti funzioni: a) e~ *"%; b) 3log(2x) + log(1/x3).

2

6. Calcolare i seguenti limiti: a) xgg-loo ze % b) ili?% m; c) xEI-&r-loo cos(er ™).
7. Sia f(z) la funzione il cui grafico & dato nella figura accanto. y
Risolvere graficamente la disequazione f(z) < x. y=F(x)
8. Disegnare il grafico di f(z) := —e 7.
PRIMA PARTE, GRUPPO B > X

1. Determinare il dominio della funzione v/ 22 — 4.

442\
1-2i)

2. Calcolare z := (

3. Scrivere le coordinate polari dei seguenti punti dati in coordinate cartesiane: a) A := (0, —2);
b) B :=(-1,0); ¢) C:=(1,—-1).

4. Trovare il valore minimo assunto dalla funzione f(z) := 2% — z.

5. Calcolare la derivata delle seguenti funzioni: a) e~ “**%; b) 4log(3z) + log(1/z*).

2

6. Calcolare i seguenti limiti: a) 1113/61‘*' xlogx; b) ili% Fpp— c) xkrilw sin(e“~%).
7. Sia f(z) la funzione il cui grafico & dato nella figura accanto. y
Risolvere graficamente la disequazione f(z) > x.
, y=f(x) —
8. Disegnare il grafico di f(x) := o1
T —

SECONDA PARTE, GRUPPO A

1
1. Risolvere la disequazione log <222) > 2.
e? —x

1
2. Si sideri la funzi = 2122/
i consideri la funzione f(x) := exp (2 + x2>

a) Trovare (ammesso che esistano) il valore massimo e minimo di f(x);
b) fare un disegno approssimativo del grafico di f(z);

¢) determinare al variare di a € R il numero di soluzioni dell’equazione f(z) = a.

10
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RECUPERO DEL PRIMO COMPITINO, 15 GENNAIO 2007

SECONDA PARTE, GRUPPO B

1
1. Risolvere la disequazione log <422> > 2.
ez —x

2
2. Si consider la funzi =exp (o ).
i consideri la funzione f(x) := exp (1-1—:1:2)

a) Trovare (ammesso che esistano) il valore massimo e minimo di f(x);
b) fare un disegno approssimativo del grafico di f(z);
¢) determinare al variare di a € R il numero di soluzioni dell’equazione f(z) = a.

11
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SECONDO COMPITINO, 9 FEBBRAIO 2007

PRIMA PARTE, GRUPPO A

i)

2. Scrivere lo sviluppo di Taylor in 0 all’ordine 5 (incluso) della funzione log(1 — z).

1. Calcolare la derivata della funzione f(z) := log (

3. Calcolare la parte principale per  — 0 della funzione 1 — cos(x?).

4. Calcolare la primitiva / 32%(1 4+ 3log x) dz. [Suggerimento: integrare per parti.]

1/2
5. Calcolare / (1 — 22)Y/2 dx. [Suggerimento: usare un cambio di variabile.]
~1

6. a) Disegnare I'insieme A dei punti (x,y) tali che 24 <y <2 — 2.
b) Calcolare I'area di A.
)

7. a) Trovare la soluzione generale dell’equazione differenziale § = y?sin t.
b) Tra le soluzioni di cui sopra trovare quella che soddisfa la condizione iniziale y(0) = 1.

8. Dire per quali valori dei parametri a,b la funzione y = at® risolve I'equazione differenziale
24 — 2y = 0.

PRIMA PARTE, GRUPPO B

2
1. Calcolare la derivata della funzione f(z) := log (M)
2. Scrivere lo sviluppo di Taylor in 0 all’ordine 4 (incluso) della funzione e**.

3. Calcolare la parte principale per x — 0 della funzione ezt 1,

4. Calcolare la primitiva / 42%(1 4 4log x) dz. [Suggerimento: integrare per parti.]

1/2
5. Calcolare / (1-— 296)_1/ 2 dx. [Suggerimento: usare un cambio di variabile.]
-1

6. a) Disegnare I'insieme A dei punti (x,y) tali che z* — 2 <y < —z*.
b) Calcolare I'area di A.
)

7. a) Trovare la soluzione generale dell’equazione differenziale ¢y = y? cost.
b) Tra le soluzioni di cui sopra trovare quella che soddisfa la condizione iniziale y(0) = 1.

8. Dire per quali valori dei parametri a,b la funzione y = at® risolve I’equazione differenziale
24 — 6y = 0.

SECONDA PARTE, GRUPPO A

1. a) Calcolare la parte principale per z — 0 di f(z) := e® — cos(2z).
x?
— 2
b) Calcolare lim &%)
z—0 Trsmx

¢) Calcolare la parte principale per z — 0 di f(z) := e~2%" — cos(2z).

2. a) Determinare la primitiva / z?e?" dx. [Suggerimento: integrare per parti.]

12
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SECONDO COMPITINO, 9 FEBBRAIO 2007

b

~~

Calcolare/ 222 dx.
0

C

d

3. a
b
c

~

Disegnare l'insieme A dei punti (z,y) tali che |z + y|, |z —y| < 2.
Calcolare il volume dell’insieme V' dei punti (x,y, z) tali che |z +y|, |z — y| < ze %

~—

Trovare la soluzione generale dell’equazione lineare omogenea 4 + 2y + 5y = 0.
Trovare una soluzione particolare dell’equazione §j+4 29 +5y = 10e~t della forma y = ae~*.
Trovare la soluzione generale dell’equazione lineare non omogenea, §j + 23 + 5y = 10e~".

~— T —

SECONDA PARTE, GRUPPO B

1. a) Calcolare la parte principale per z — 0 di f(z) := e~ — cos(4x).
2
—2® _ oos(d
b) Calcolare lim e.—COb(:E).
z—0 xsinx
2
¢) Calcolare la parte principale per x — 0 di f(x) := e %% — cos(4x).

2. a) Determinare la primitiva / x2e™4* dx. [Suggerimento: integrare per parti.)

b) Calcolare / 2™ da.
0
¢) Disegnare l'insieme A dei punti (z,y) tali che |z +y|, |z —y| < 2.

d) Calcolare il volume dell'insieme V' dei punti (z,y, 2) tali che |z + y|, |z —y| < ze=22.

3. a) Trovare la soluzione generale dell’equazione lineare omogenea § + 4y + 5y = 0.
b) Trovare una soluzione particolare dell’equazione §j+4y+5y = —2¢~* della forma y = ae~*.
¢) Trovare la soluzione generale dell’equazione lineare non omogenea §j + 4¢ + 5y = —2e~".

13
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SCRITTO DEL I APPELLO, 11 APRILE 2007

PRIMA PARTE, GRUPPO A

8.

. Determinare il dominio della funzione y = /3 — log x.

. Calcolare la primitiva / 423 4 2e 7% dz.

Scrivere la soluzione generale dell’equazione differenziale §j + 2y + 5y = 0.

Sia data una sequenza casuale di tre lettere dell’alfabeto italiano. Qual & la probabilita che
siano tre vocali?

. Calcolare media e varianza dei seguenti dati numerici: 2,2 ; 2,3 ; 2,2 ; 2,5 ; 1,8.

a) Calcolare il prodotto scalare dei vettori (—1,2,a) e (a, 3,2).
b) Dire per quali valori del parametro a i due vettori sono ortogonali.

Si tirano due dadi. Qual & la probabilita (condizionale) di ottenere come somma 5 sapendo
che il primo dado ha dato un numero pari?

Disegnare il grafico della funzione y = 1 — e”.

PRIMA PARTE, GRUPPO B

8.

. Calcolare la primitiva /3x2 + 81 dx.

. Determinare il dominio della funzione y = /2 — log x.

Scrivere la soluzione generale dell’equazione differenziale ¢ + 3y + 2y = 0.

Sia data una sequenza casuale di tre lettere dell’alfabeto italiano. Qual & la probabilita che
siano tre consonanti?

. a) Calcolare il prodotto scalare dei vettori (1,2,a) e (a,2,—2).

b) Dire per quali valori del parametro a i due vettori sono ortogonali.
Calcolare media e varianza dei seguenti dati numerici: 1,9 ; 2,3 ; 2,3 ; 2,6 ; 2,4.

Si tirano due dadi. Qual & la probabilita (condizionale) di ottenere come somma 6 sapendo
che il primo dado ha dato un numero dispari?

Disegnare il grafico della funzione y = e=% — 1.

SECONDA PARTE, GRUPPO A

Scritto del I appello: esercizi 1, 2, 3 e 4. III compitino: esercizi 3, 4 e 5.

1.

14

Dato a € R, si consideri la funzione f(z) := z*sin(3z%) + alog(1 + z*).
a) Determinare la parte principale di f(z) per z — 0 quando a # —3.
b) Determinare la parte principale di f(z) per x — 0 quando a = —3.

¢) Calcolare il limite per z — 0 di 276 f(x).

)
. a) Dimostrare che e?* > 3x per ogni z € R. [Suggerimento: studiare f(r) := ¢** — 3x.]

b) Per quali numeri reali ¢ > 0 si ha che e?* > cz per ogni x € R?

2% con ¢ numero positivo.

Sull’intervallo X := [0, 400) si consideri la funzione p(x) := cxe™
a) Per quale c¢ tale funzione rappresenta una distribuzione di probabilita su X?

b) Preso ¢ come al punto a), calcolare valor medio e varianza della variabile aleatoria e®.
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SCRITTO DEL I APPELLO, 11 APRILE 2007

4.

Viene presa una sequenza casuale di 7 lettere comprese tra A, B, C, D. Calcolare la proba-
bilita dei seguenti eventi:

a) nella sequenza non appare mai la lettera A;

b) la lettera A appare esattamente due volte;

¢) non ci sono due lettere consecutive uguali.

. Si costruisce un dado a forma di parallelepipedo a base quadrata, con altezza leggermente

superiore al lato di base. Sulle due basi e disegnato il numero 1, mentre sulle rimanenti
quattro facce & disegnato il numero 2. Indichiamo con p la probabilita che lanciando il dado
esca il numero 1.

a) Calcolare (in funzione di p) media e varianza del numero che si ottiene lanciando il dado.
b) Supponendo di sapere che la media ¢ 1,7, quanto vale p?

¢) Su 1000 lanci la media dei numeri ottenuti ¢ effettivamente 1,7. Dare una stima dal basso
della probabilita che il valore trovato al punto b) approssimi p con errore inferiore a 0,05.

SECONDA PARTE, GRUPPO B

Scritto del I appello: esercizi 1, 2, 3 e 4. III compitino: esercizi 3, 4 e 5.

1.

Dato a € R, si consideri la funzione f(z) := 3z%sin(22?) + alog(1 + z%).
a) Determinare la parte principale di f(z) per z — 0 quando a # —6.
b) Determinare la parte principale di f(z) per x — 0 quando a = —6.

¢) Calcolare il limite per z — 0 di 2% f(x).

)
. a) Dimostrare che e3® > 4z per ogni x € R. [Suggerimento: studiare f(x) := e3* — 4x.]

b) Per quali numeri reali ¢ > 0 si ha che €3 > cz per ogni z € R?

Sull’intervallo [0, +00) si consideri la funzione p(x) := cxe™® con ¢ numero positivo.
a) Per quale ¢ > 0 tale funzione rappresenta una distribuzione di probabilita su X?

b) Preso ¢ come al punto a), calcolare valor medio e varianza della variabile aleatoria er/2,

Viene presa una sequenza casuale di 8 lettere comprese tra A, B,C, D, FE. Calcolare la
probabilita dei seguenti eventi:

a) nella sequenza non appare mai la lettera A;

b) la lettera A appare esattamente due volte;

¢) non ci sono due lettere consecutive uguali.

. Si costruisce un dado a forma di parallelepipedo a base quadrata, con altezza leggermente

inferiore al lato di base. Sulle due basi ¢ disegnato il numero 2, mentre sulle rimanenti
quattro facce e disegnato il numero 1. Indichiamo con p la probabilita che lanciando il dado
esca il numero 2.

a) Calcolare (in funzione di p) media e varianza del numero che si ottiene lanciando il dado.
b) Supponendo di sapere che la media ¢ 1,4, quanto vale p?

¢) Su 1000 lanci la media dei numeri ottenuti ¢ effettivamente 1,4. Dare una stima dal basso
della probabilita che il valore trovato al punto b) approssimi p con errore inferiore a 0,05.
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SCRITTO DEL II APPELLO, 6 GIUGNO 2007

PRIMA PARTE

SECONDA PARTE

. Determinare le coordinate polari r e v di ciascuno dei seguenti punti del piano, espressi in

coordinate cartesiane: a) (—3,0); b) (=2,2); c) (1,—v3).

. In un gruppo di 20 ragazzi, 10 hanno dieci anni, 5 ne hanno tredici e i restanti ne hanno

quindici. Qual & I'eta media in questo gruppo? Qual & la varianza dell’eta?

Calcolare la derivata delle seguenti funzioni: a) log(+v/2® + 1); b) (cosz)? + (sinx)?

2
Calcolare I'integrale / x cos(x?) dx (usare un cambio di variabile).
0

. Risolvere I'equazione differenziale 5 = 3t?e~¥ con dato iniziale y(0) = 1.

Si prende a caso una sigla di quattro lettere (dell’alfabeto italiano). Qual & la probabilita
che la prima e 'ultima lettera siano G7

Calcolare 'inversa della matrice A := <21 ;3 >

Sia f la funzione il cui grafico e dato nella figura accanto. Indicare
le soluzioni della disequazione f(x) > —z.

16

. a) Risolvere I'equazione differenziale § + 2y + 5y = 0.

b) Trovare una soluzione particolare di §j + 2¢ + 5y = 5t — 3 della forma y = at + b.
¢) Trovare la soluzione di §j + 2y + 5y = 5t — 3 che soddisfa y(0) =0 e y(0) = —2.

. Si consideri un triangolo T" nel piano zy i cui primi due vertici sono (0,0) e (1, 1), mentre il

terzo vertice P appartiene al grafico della funzione y = e*.
a) Calcolare area di T in funzione dell’ascissa del terzo vertice.
b) Trovare la posizione del terzo vertice P per cui I'area di T' & minima.

Si lancia una moneta per 5 volte. Calcolare la probabilita dei seguenti eventi:
a) esce testa per i primi tre lanci;

b) esce testa per esattamente tre lanci;

c) esce testa per esattamente tre lanci e tutti consecutivi;

d) esce testa per almeno tre lanci consecutivi.

Si prende un punto a caso P sulla circonferenza con centro nell’origine e raggio 1. Calcolare
il valore atteso (o valor medio) e la varianza dell’ascissa di P.
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ScRrITTO DEL IIT APPELLO, 11 LUGLIO 2007

PRIMA PARTE

2
1. Calcolare
—1

2. Determinare il dominio della funzione log(1 — e*).

3. Scrivere lo sviluppo di Taylor di ordine 4 nell’origine per la funzione cos(2x2).
4. Calcolare la primitiva / 927 log x dz (integrare per parti).

5. Risolvere l'equazione differenziale §j — 4y = 0 con condizioni iniziali y(0) = 0, ¢(0) = 4.

6. Tirando due dadi, qual & la probabilita di ottenere un numero minore o uguale a 47

7. Calcolare il prodotto di matrici (_11 (1)> (? ;)

1
8. Disegnare il grafico di 5 .
x

SECONDA PARTE

1. Si consideri la funzione f(x) := ze™*.

a) Calcolare il limite di f(x) per = che tende a +00 e —oc.

b) Nel caso che esistano, determinare il valore massimo e minimo di f.

¢) Fare un disegno approssimativo del grafico di f.

d) Per quale ¢ la funzione ¢ - f(z) rappresenta una distribuzione di probabilita su [0, +0c0)?

2. Si estraggono due biglie a caso da un sacchetto che ne contiene 4 nere ed n rosse.
a) Per n = 4, calcolare la probabilita che le due biglie siano dello stesso colore.
b) Per n = 4, calcolare la probabilita che le due biglie siano di colori diversi.
¢) Supponiamo che la probabilitd che le due biglie siano di colori diversi sia 5/9. Quanto
vale n?

3. Di un certo insieme di numeri reali si sa solamente quanto segue: il 60% & compreso tra 10
e 11, il 30% ¢ compreso tra 11 e 14, e il rimanente 10% ¢ compreso tra 5 e 10.
a) ¢ possibile che la media di questi numeri sia 107?
b) & possibile che la media di questi numeri sia 127
¢) Determinare l'intervallo dei valori ammissibili per la media.

17
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SCRITTO DEL IV APPELLO, 11 SETTEMBRE 2007

PRIMA PARTE

. Calcolare la derivata di e~ e di

. Calcolare i seguenti limiti: lim =z

. 11 60% degli alunni di una classe ha 10 anni, il 30% ne ha 11, e i restanti ne hanno 9.

a) Qual & leta media di questa classe?

b) Qual & la varianza dell’eta in questa classe?
(22)°

Vs

s
. Calcolare / x cosx dz (integrare per parti).
0

Tirando tre dadi, qual ¢ la probabilita di ottenere tre numeri pari?

_ . sin(e®)
1009=z  lim .

T—+00 x—0 ex2

Quante sigle si possono ottenere usando tre lettere distinte dell’alfabeto italiano?

Calcolare I'inversa della matrice (g ?) 3
Indicare nella figura accanto I'insieme degli = che risolvono y=f(X) —

la disequazione = < f(x).

| -
SECONDA PARTE
1. a) Fare un disegno approssimativo del grafico della funzione
x
0=y
b) Disegnare l'insieme A dei punti (z,y) che soddisfano le disequazioni 0 <y < f(z).
¢) Calcolare I'area di A.
2. Dato a parametro reale, si consideri ’equazione differenziale
J+2y+ay=0. (1)

18

a) Determinare le soluzioni di (1) per a = —3.
)

) (
b) Determinare le soluzioni di (1) per a = 2.
¢) Determinare le soluzioni di (1) per a = 1.

es

d) Dire per quali a € R tutte le soluzioni y(t) di (1) tendono a 0 per t — +oo.

Si estrae a caso una biglia da un sacchetto che ne contiene 5 con sopra disegnato il numero
0, m con il numero 1, ed n con il numero 4.

a) Determinare n sapendo che m = 4 e che il valore atteso dell’estrazione & 4/3.
b) Determinare m ed n sapendo che il valore atteso dell’estrazione ¢ 3/2 e la varianza & 9/4.
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SCRITTO DEL V APPELLO, 8 GENNAIO 2008

PRIMA PARTE

1. Tirando due dadi, qual € la probabilita di ottenere come somma 11 o piu?

2. Sette amici decidono di formare una squadra per un torneo di calcetto a cinque (cioe in cui
ogni squadra mette in campo cinque giocatori). Quante diverse formazioni possono fare?

3. Calcolare la derivata della funzione log (\3/ 1-— :cd)

4. Calcolare le coordinate polari dei seguenti punti (espressi in coordinate cartesiane):
a) (—1,—1); b) (0,-2); ) (1,—V3).
5. Determinare la soluzione dell’equazione differenziale y — 2y = 0 tale che y(0) = —2.

6. Calcolare la media e la varianza della seguente famiglia di numeri:
3,1 34 28 29 30 39 29 28 36 2,6

7. Sia y = f(z) la funzione il cui grafico ¢ dato nella figura
accanto. Determinare graficamente le soluzioni della dise-
quazione f(z) < 1.

8. Calcolare/ 4e72 dx.
0

SECONDA PARTE

1. Si consideri la funzione f(z):= —

a) Determinare i limiti di f(z) a £o0 ed in 0.
b) Fare un disegno approssimativo del grafico di f(x).
¢) Determinare al variare del parametro a > 0 il numero di soluzioni dell’equazione f(z) = a.

2. a

) Trovare la soluzione generale dell’equazione differenziale §j + 4y = 0.
b) Trovare una soluzione particolare dell’equazione differenziale §j + 4y = 10e

—x
¢) Trovare la soluzione dell’equazione differenziale §j 4 4y = 10e~* che soddisfa le condizioni
iniziali y(0) =2 e y(0) = 0.
[Per il punto b) si suggerisce di cercare la soluzione tra i multipli di e=*.]

3. Il signor A ed il signor B fanno la seguente scommessa: lanciano 10 monete, e se escono al

piu tre teste allora B paga ad A n euro, altrimenti A paga a B 10 euro. Per quali n al signor
A conviene giocare?

19
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Matematica e Statistica C, a.a. 2006/07 — Soluzioni

COMPITINO DI PROVA, 17 NOVEMBRE 2006

PRIMA PARTE
1209 <46209) <220’ <26 V2<2<V2
2. L’argomento della radice deve essere positivo: log(z®) >0 23 > 1<z > 1.
=+/2 r=2 r=2

5.0 {T=V2 { : .

a) {042377/47 ) a=m ) a=-7n/3

—4++42-4-5
4. 219 = VE-L5 5y,
2
N 2 log(z2)\’ 2logz’ , 22 +1\ —4x

5. Y ==2ze ;b)) |——) =|——] =(2) =0 = .

a) (<) ze "5 b) ( log x log x @) ) x?2 -1 (22 —1)2
6. Siccome il logaritmo ¢ una funzione crescente, i punti di massimo e minimo di f(z) sono gli

stessi della funzione 2 4+ 2z + 3. Trattandosi di una parabola rivolta verso I’alto, c’¢ solo il

punto di minimo in = —1. Pertanto 2 = —1 & il punto di minimo di f(z) mentre il valore

minimo ¢ f(—1) = log 2.

log(1 + 2 log(1 + ¢ T
7. a) Cambio di variabile e poi de L’Hopital: lim L—;x) = lim M = lim 1 = 1;
z—0 €T t—0 t t—0 1
b) lim logz _ 0 perché logz < z/? = \/z per & — ~+00;
r——400 \/E ’
. . (2 z . 2 o .
¢) lim sin(—+42 =sin| — +2 =sin(0+0) = 0.
T——+00 T —+o0

8. Si tratta del grafico di sinx traslato in alto di 1 e poi a sinistra di 7/2.

SECONDA PARTE

1.

22

a) II dominio della funzione f(x) ¢ la semiretta degli x > 0. Siccome il denominatore &
sempre positivo, f(z) > 0 se e solo se 2 + logx > 0, ovvero z > e~2 = 1/e2. Si vede inoltre
il limite di f a 400 & f(+00) = 0 mentre quello in 0 & f(0") = —oco (in particolare f(z)
assume valori arbitrariamente grandi in modulo e negativi, e quindi non esiste un valore
minimo). Siccome

1+logx
2

f'(z) =

)
x

si ha che f’(z) > 0 se e solo se 1 +logz < 0, ovvero < e~ ! = 1/e; in altre parole f cresce
per 0 < z < 1/e e decresce per 1/e < z. A questo punto possiamo disegnare sommariamente
il grafico di f (vedi figura).

b) Da quanto detto al punto a) segue che 1/e ¢ il punto di massimo assoluto di f, ed il
valore massimo ¢ f(1/e) = e. Come si ¢ gia detto, il valore minimo non c’¢ (o se si preferisce
& —00).

¢) Per z > 0, la disequazione 3z > 2 + log « equivale a 3 > f(z) (basta dividere entrambe i
termini per ). Pertanto, chiedere se 3 > f(z) per ogni x equivale a chiedere se 3 & maggiore
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COMPITINO DI PROVA, 17 NOVEMBRE 2006

del valore massimo assunto da f; siccome tale valore ¢ e, ed effettivamente 3 ¢ maggiore di
e~ 2741071 la risposta & affermativa.
d) Procedendo come al punto c) si vede che i valori di a cercati sono tutti e soli gli a > e.

2. Indichiamo con z la meta della lunghezza della base minore di 2%
T. Utilizzando il teorema di Pitagora si ottiene che 'altezza N
del trapezio T & pari a v/ 1 — 22, mentre il lato obliquo ¢ lungo F
V2 — 2x (vedi figura). A questo punto possiamo calcolare sia ¢ —
I’area A che il perimetro P in funzione di x: X 1-X

Alz)=(1+2)V1—-22 e P@)=2(14+z+v2-2z).
a) Studiamo il comportamento di A(z) per x compreso tra 0 ed 1 (i valori di = al di fuori di
questo intervallo non ci interessano perché non corrispondono ad alcun trapezio). Siccome
l—x— 222
V122
si vede che A’(z) > 0 quando 22? + 2 — 1 < 0, cioé quando 0 < z < 1/2 (ricordo che non ci

interessa cosa succede al di fuori dell’intervallo [0, 1]). Dunque A(z) cresce per 0 <z < 1/2
e decresce per 1/2 <z < 1.

A'(x)

Dunque il punto di massimo assoluto di A(x) & = 1/2 — corrispondente al trapezio ottenuto
dividendo a meta un esagono regolare — e il valore massimo & A(1/2) = 3/3/4 ~ 1,34+1073.
Confrontando i valori di A(z) per x = 0 e per & = 1 si ottiene che il punto di minimo &
x = 1 — corrispondente ad un trapezio “degenere” di altezza nulla — e il valore minimo &
ovviamente A(1) = 0.

b) Studiamo il comportamento di P(x) per « compreso tra 0 ed 1. Siccome

V2—2z—-1
V2=2z

si vede che P'(z) > 0 quando v/2 — 2z —1 > 0, ovvero per 0 < x < 1/2. Quindi P(x) cresce
per 0 <z < 1/2 e decresce per 1/2 < x < 1. In particolare x = 1/2 ¢ il punto di massimo
assoluto di P(x), ed il valore massimo ¢ P(1/2) = 5. Invece il punto di minimo ¢ z =0 —
corrispondente ad un trapezio “degenere” con base minore nulla, cioe un triangolo — ed il

valore minimo ¢ P(0) = 2(1 + v/2).

P(z) =2

COMMENTI

o Prima parte, esercizio 6. L’esercizio poteva essere svolto anche senza accorgersi che i punti
di minimo di f(x) coincidono con quelli del polinomio x? + 2z + 3. Derivando f si ottiene
in fatti

2z 42
fl@)=5——5—=
¢ +2r+3
e dunque ¢ facile vedere che f’(z) si annulla solo per z = —1. A questo punto, se si da per
scontato che esiste un punto di minimo (come il testo dell’esercizio suggerisce), questo deve

per forza essere x = —1.

o Seconda parte, esercizio 1. Per un errore di trascrizione, il testo originale dei punti c¢) e d)
conteneva 1 + logz al posto di 2 + logx, cosa che rendeva questi due punti parzialmente
scollegati dai punti a) e b). Invece era mia intenzione che c) e d) venissero risolti ricorrendo
a quanto fatto in a) e b).
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PRIMO COMPITINO, 23 NOVEMBRE 2006

PRIMA PARTE, GRUPPO A

1.

2.

PRIMA PARTE, GRUPPO B

. a) (sin(e®)) = cos(e®) e”; b) (

1
Deve essere T2 ovvero z + 1 > 0, ovvero x > —1.
x

1474 o (1+9)2 A +i% + 26 2i - 2i
3=2i—— 1Y 3_9 3= —3=-5.
14 A=) +4) - 2

100791 < 2 < log(20).

z:=2

L’equazione della retta passante per (g, o) ¢ y = m(x —xo) +yo; nel caso specifico z¢ := 1,

yo := e! = e, mentre m deve essere uguale alla derivata di e® calcolata in xy, ovvero

m = e! = e. Pertanto la retta in oggetto ha equazione y = e(x — 1) + e = ex.

2
e* +x

_ )/ _ (ex2+x—x2)/ _ (ex)/ — ",

ew

a) 0, usando il cambio di variabile ¢t = logx; b) +o00; c¢) g, usando de L’Hopital.

L’insieme delle soluzioni corrisponde al segmento in neretto nella y
figura accanto.

Si tratta del grafico di e” riflesso rispetto all’asse y e poi traslato
in basso di 1.

- W o=

{z: z <1}
z = —3i.
(1,01)71 < 1,5 < log(10).
y=x—1.

6z
a) —sin(e*) e®; b) o
a) —%, usando de L’Hépital; b) 0, usando la sostituzione t = logz; ¢) —oo;
Analogo al gruppo A.

Si tratta del grafico di 1/x traslato a sinistra di 1.

PRIMA PARTE, GRUPPO C

- W=

24

{z: z>1}.

z = 2.

(1,01)7! < log(10) < 4.
y="3+log2- 1.

sin x

a) e ¥ cosx; b) —e ",

1
a) +00; b) 400, usando la sostituzione ¢t = logz; c) oy usando de L’Hopital.
v

. Analogo al gruppo A.
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PRIMO COMPITINO, 23 NOVEMBRE 2006

8.

Si tratta del grafico di 1/x traslato a destra di 1.

PRIMA PARTE, GRUPPO D

5.

6.

7.
8.

1
2
3.
4

Az x> -2}
. z=—2.
(1,01)71 < log(10) < 4.
y=ée(z—1).
—4x

a)

poaE b) cos(e”) e”.

2
a) —oo, usando la sostituzione t = logx; b) 1; ¢) —, usando de L’Hopital.
e

Analogo al gruppo A.

Si tratta del grafico di e® traslato in basso di 1.

SECONDA PARTE, GRUPPO A

1.

a) Tenuto conto del fatto che cos(w/3) = 1/2, dal grafico della funzione cosz si ottiene
subito che I'insieme S delle soluzioni della disequazione in oggetto ¢ I'unione dell’intervallo
Iy :=[—7/3,7/3] e di tutti gli intervalli Ij, ottenuti traslando Iy di un multiplo intero di 2,
vale a dire I}, := [2knw — 7 /3,2km + 7 /3] con k € Z.
b) L’insieme T' delle soluzioni della disequazione cos(2m/(14+x2)) > 1/2 coincide con I'insieme
degli x tali che 27 /(1+2?2) appartiene all'insieme S definito al punto a). Siccome S & 'unione
degli intervalli I, T & 'unione degli insiemi Jj, degli  tali che 27/(1 + 22) appartiene Ij.
Cominciamo a determinare 'insieme Jy degli z tali che 27/(1 + 2?) appartiene Iy, ovvero
che soddisfano contemporaneamente le disequazioni

m 27 T

T T <D

37142273
Tenuto conto del fatto che 1 + z2 & sempre un numero positivo, facendo le dovute sempli-
ficazioni la prima disequazione diventa —1 — z? < 6, ovvero 22 — ge — 7, che & soddisfatta
per ogni x reale. Invece la seconda disequazione diventa a 6 < 1+ z2, cioe 5 < x2, cioe

x<—V5 oppure V5<ux. (1)
L’insieme .J; degli z tali che 27/(1 + %) appartiene I; consiste delle soluzioni di
m 2
o — L < <ot T
™ 3 pTi T+

Facendo i conti si vede che la seconda disequazione & sempre soddisfatta, mentre la prima
si riduce a 1 + 22 < 6/5, cioe 2% < 1/5, cioe

1 1

<2< —. 2

Vb V5 ®
Si verifica infine che preso k diverso da 0 e 1 non esiste alcun z tale che 27/(1 + x2)
appartiene Iy, ovvero Ji ¢ un insieme vuoto (ometto i dettagli). Pertanto le soluzioni x
della disequazione di partenza sono date dall’'unione delle soluzioni in (1) e in (2), ovvero

z<—V5 oppure — oppure V5 <z.

1 1
— < zr< —=
VBT T B

25
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PRIMO COMPITINO, 23 NOVEMBRE 2006

2.

26

a) Il limite di f(x) per x — 0T da luogo ad una forma indeterminata del tipo 0 - (—o0), che
puo essere risolta riscrivendola come una forma del tipo (—o0)/(400) e ricorrendo quindi al
Teorema di de L'Hopital:

) . logx Vo B
o, f(x)_zlg(rﬁ 1/z _zli{g*T/IQ_mli»%l* —r=0.

11 limite di f(z) per £ — 400 non presenta problemi: lir+n (z) = (+0) - (+00) = +0o0.
b) f'(z) =logz+1e f’(z) =1/z.

¢), d) Il dominio di f(z) ¢ la semiretta {x > 0}. Studiando il y

segno di f(z) si vede che f(x) > 0 per > 1/e. Studiando il
segno di f/(z) si vede che f(x) & (strettamente) decrescente
per 0 < x < 1/e e (strettamente) crescente per 1/e,z. In

particolare 1/e & il punto di minimo assoluto di f(x); il valore 1e 1

minimo ¢ quindi f(1/e) = —1/e. Invece non ci sono punti di ! ‘ > X
massimo (o se si preferisce, 'estremo superiore dei valori di f :%//g%\, """"""

¢ +00). Infine, la derivata seconda ¢ sempre positiva, e quindi

f(z) & convessa. Utilizzando questa informazioni si ottiene il
grafico nella figura accanto.
e) Siccome e < 4, allora —1/4 > —1/e; utilizzando il grafico disegnato in precedenza si vede

che 'equazione f(x) = —1/4 ha esattamente due soluzioni.
—24+22-4.4
a) Le soluzioni sono 21,2 = 5 =—1++/3i.
b) Tramite la sostituzione z* = t ci si riconduce all’equazione t? + 2t + 4 = 0, che abbiamo
gia risolto al punto a): t12 = —1 &+ v/3i. Quindi non ci resta che risolvere le equazioni

=t =-1+V3iezt =ty =—-1—-3i

Riscriviamo Pequazione z* = —1 4 v/3i in forma trigonometrica; posto z = r(cosa+isina)
otteniamo z* = 74(cos(4a) + isin(4a)) e siccome —1 + v/3i = 2(cos(27/3) + isin(27/3))
I’equazione diventa

r4(cos(4a) + isin(4a)) = 2(cos(27/3) + isin(27/3)) ,

che equivale al sistema

rt =2
4o =27 /3 + 2k con k intero

ovVVero
r=v2 Q
a=7/6+kr/2 conk=0,1,2,3.

Analogamente le quattro soluzioni di z* = —1 — v/3i sono date da

oV Q
a=-m/6+kr/2 conk=0,1,2,3.

Mettendo insieme le soluzioni in (3) e (4) e riscrivendole in forma cartesiana otteniamo infine
le seguenti otto soluzioni

1

+1 + V/3i); 23/4(i\/§ii) .

21,....8 = W(
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PRIMO COMPITINO, 23 NOVEMBRE 2006

SECONDA PARTE, GRUPPO B

1. a) L’insieme delle soluzioni & I'unione degli intervalli [ka ,2k7r + %] con k € Z.

b) Le soluzioni sono z < —/11, oppure —1/v/11 < a < 1/\/11, oppure V11 < z.
(

2. a) hm fz )—OezETmf(x)z—m.

b) ( ) —log(2z)+1e f'(z) =—1/x.
¢) Il grafico di f(x) & dato nella figura accanto.

d) Tl punto di massimo di f(z) & 1/2e e il valore massimo &
f(1/2e) = 1/2e. L’estremo inferiore dei valori di f & —oo
e) L’equazione f(x) = —2 ha esattamente una soluzione (nella
figura laltezza della retta y = —2 non e riportata corretta-
mente, ma questo non cambia la sostanza).

3. a) 210 = —2+2V3i.

b) 2. %(ili\[@) T(i\fiz)

SECONDA PARTE, GRUPPO C

1. a) L’insieme delle soluzioni e I'unione degli intervalli [ka — %T, 2km + % con k € Z.

)
b) Le soluzioni sono = < —+/5, oppure —1/\/5 <z< 1/\/5, oppure V5 < z.

2. a) hrg+f( )*Oezgr}:ocf(x):foo. y
b) f'(z) =—logz+1e f"(z) =—1/z. R

c¢) Il grafico di f(x) & dato nella figura accanto.

d) Il punto di massimo di f(z) ¢ 1/e e il valore massimo &
f(1/e) =1/e. Lestremo inferiore dei valori di f & —oo.
e) Siccome 1 > 1/e, 'equazione f(x) =1 no ha soluzioni.

3. a) 21,2 = —1+q.

T 117r. 5
4’7 1277127

6 =2Y%(cosa +isina) con a = +

.....

SECONDA PARTE, GRUPPO D

5
1. a) L’insieme delle soluzioni ¢ 'unione degli intervalli [2k7r - ZW, 2km + % con k € Z.

b) Le soluzioni sono z < —v/3, oppure —1/v/3 < 2 < 1//3, oppure v/3 < z.
2. Uguale al gruppo B.
3. a) 21,2 = —2 4 21,
11r 5w

0
b) 21 6 f(cosoz—!—zsma) con o 112 T 19

COMMENTI

o Prima parte, esercizio 1. Molti hanno imposto come unica condizione che il denominatore
della frazione fosse non nullo, dimenticando che il logaritmo & definito solo per i numeri
positivi.
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Prima parte, esercizio 3. Molti hanno scritto che log(20) < 2, mentre invece & vero il
contrario, cioe log(20) > 2, perché 20 > 9 = 32 > €.

Prima parte, esercizio 4. L’equazione della retta tangente al grafico di f nel punto zq
ey = f'(zo)(x — x0) + f(xp). Molti hanno applicato questa formula in modo erroneo,
mettendo f'(z) al posto di f’(zg). L’errore & grave, anche perché cosi facendo si ottiene una
funzione di x che non € un polinomio di primo grado, e quindi non rappresenta una retta!

Prima parte, esercizio 5. Se non si usano le proprieta delle potenze e dei logaritmi per sem-
plificare le funzioni date, il calcolo delle derivate corrispondenti puo essere molto complicato.

Prima parte, esercizio 7. L’insieme delle soluzione della disequazione data deve essere un
sottoinsieme dell’asse delle z. Molti hanno invece indicato come insieme delle soluzioni pezzi
del grafico o persino porzioni di piano.

Seconda parte, esercizio 1. Molti hanno risposto correttamente il punto a), trovando
un’unione infinita di intervalli ix, ma al momento di risolvere il punto b) si sono limi-
tati a trovare solo gli x tali che 27/(2% + 1) (oppure 7/(2% + 1), a seconda della versione)
appartiene a Ij.

Seconda parte, esercizio 2a). Il limite di f(x) per z — 0T poteva essere anche ottenuto
tramite il cambio di variabile y = 1/, riconducendosi ad un limite noto:

1 1 —1
lim zlogz = lim —log (7> = lim 08Y _ 0.
r—0+ y—+oo Y Yy y—0+t Y

Infine si poteva anche applicare il principio generale logz < ! per  — ot.
Seconda parte, esercizio 2a). Nel calcolare il limite di f(z) per z — 0" usando il Teorema
di de L’Hopital, diverse persone hanno scritto che il rapporto

1/z
—1/a?

tende a +o0o quando x — 0T, mentre invece ¢ uguale a —z, e quindi tende a 0.

Seconda parte, esercizio 2c¢). Molte persone hanno fatto un disegno del grafico di f(x)
incompatibile con quello che loro stesse avevano scritto nel resto dell’esercizio. Questo € un
errore grave.
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RECUPERO DEL PRIMO COMPITINO, 15 GENNAIO 2007

PRIMA PARTE, GRUPPO A

1.

2.

PRIMA PARTE, GRUPPO B

Deve essere 4 — 22 > 0, vale a dire —2 < z < 2.

a)r=2,a=m b)r=1,a=-7/2; ¢)r=+2,a=3r/4

La derivata f’(x) := 1 — 2z si annulla solo per z = 1/2. Dando per scontato che esista un
punto di massimo allora deve essere questo, e quindi il valore massimo & f(1/2) = 1/4.

!

ca) (e” Sin‘r) = —e ST cog ;

b) [3log(2z) + log(l/x?’)]/ = [3(log2 + logz) — 3logz] = [3log2] = 0.

2

W) g we™ =0 b) i gy = 1 9 i eos(e ™) = 1

Le soluzioni corrispondono alla semiretta marcata nella figura
accanto.

Si tratta del grafico di e” riflesso rispetto all’asse delle x e poi
all’asse delle y.

X
‘ soluzioni

1.

2.

SECONDA PARTE, GRUPPO A

Deve essere 22 — 4 > 0, vale a dire > 2 oppure z < —2.

a)r=2a=-7/2; b)r=1a=m; ¢)r=+2 a=—-7/4

f'(z) := 2z — 1 si annulla solo per x = 1/2. Dando per scontato che esista un punto di
minimo allora deve essere questo, e quindi il valore minimo & f(1/2) = —1/4.

. a) (efcosz)/ :efcoszsinx;

b) [4log(3z) + 10g(1/x4)]/ = [4(log3 +logz) — 4logz] = [4log3] = 0.

2

. Al . z s . . 2\
a) zlfél+ xlogx =0; b) ill% T coss = 2; ¢) zgr}rloo sin(e“™*) = 0.

Le soluzioni corrispondono alla semiretta marcata nella figura
accanto.

Si tratta del grafico di 1/ traslato a destra di 1.

» X

..
‘ soluzioni

1.

Innanzitutto si noti che affinché il termine di sinistra della disequazione abbia senso,
I’argomento del logaritmo deve essere positivo, cioe 22 — 22 > 0, ovvero —v/2e < = < v/2e.
Ora, la disequazione & soddisfatta se e solo se 1/(2e? — 2?) > =2, ovvero, tenendo conto del
fatto che entrambe i termini sono positivi, 2e2 — z? < €2, che equivale a z > e e z < —e.
Mettendo insieme questa condizione e la precedente otteniamo infine che le soluzioni sono

—\/§e<x§—e oppure e§x<\/§e.
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RECUPERO DEL PRIMO COMPITINO, 15 GENNAIO 2007

. a) La funzione & definita per ogni z € R e

lim f(z)=exp(0)=1.

r—+o0

, 1 —2
fla) = o (2 +x2> 2 +52)2

¢ positiva per z < 0 e negativa per altrimenti. Pertanto la funzione f(z) cresce per x <0 e
poi decresce. In particolare 0 risulta essere il punto di massimo assoluto, e quindi

Inoltre la derivata

max f(z) = £(0) = exp(1/2) = v/e .

Per la stessa ragione, il valore minimo di f(z) viene raggiunto a +o0o e —oo (i due limiti
sono uguali!) e quindi vale 1. Ad essere precisi si dovrebbe dire che I'estremo inferiore dei
valori di f(z) & 1 ma non viene raggiunto per nessun .

b) In base a quanto visto prima il grafico di f(x) risulta essere come segue:

y

¢) Dalla figura risulta chiaro che I'equazione f(x) = a non ha soluzioni per a > /e ed a < 1,
ha una soluzione per a = /e, ed ha due soluzioni per 1 < a < +/e.

SECONDA PARTE, GRUPPO B

30

. Analogo al gruppo A: —2e < x < —/3e oppure v/3e < x < 2e.

. Analogo al gruppo A: a) il valore massimo viene raggiunto per x = 0 e vale 2, mentre il

valore minimo viene raggiunto a +o0o e vale 1. ¢) L’equazione f(z) = a non ha soluzioni per
a > e? ed a < 1, ha una soluzione per a = €2, ed ha due soluzioni per 1 < a < 2.
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SECONDO COMPITINO, 9 FEBBRAIO 2007
PRIMA PARTE, GRUPPO A
. 2 / —6x
1. Siccome f(z) =log2 — 3log(z* — 1) allora f'(x) = P
22—
e
2. log(l—2)= -2 — — - "% — — — — %).
og(l —x) T 3 1 5 +o(z°)
2 ) 6 26
3. Siccome cost =1 — 5 + o(t?), allora 1 — cos(z®) = 5 + 0o(2%); la parte principale & -

. /3x2(1—|—310gx)dx:m3(1+3logx)—/x3§dx:x3(1+310gm)—x3+c:3x310gx+c.
x

3

=/3.

0

1/2 34
. Ponendo t = 1 — 2z si ottiene / (1—2x) Y2 de = / §t*1/2dt = [¢1/?

-1 0

. a) L’insieme A ¢ disegnato nella figura accanto.

) 220! 16
r— — = —
5|, 5

2—x4 y x4
b) AI‘G&(A) = / 2 —2x%dr =

-1

. a) Si ha ¢/y? = sint ed integrando —1/y = —cost+ccon c € R,
cioe )

y=——— concéeR.
cost —c

b) Per avere y(0) = 1 si deve porre ¢ = 0, cio¢ y = port

cos
. Imponendo y = at®, I'equazione differenziale diventa a(b?> — b — 2)t* = 0. Questa identita
vale per ogni t se e solo se a(b* — b — 2) = 0, cioe nei seguenti casi: i) a = 0 e b qualunque,
ii) @ qualunque e b = —1,2.

PRIMA PARTE, GRUPPO B

— 62
1. Siccome f(z) = log2 — 2log(z® — 1) allora f'(z) = 3 331.
5 —
9 2 2 3 2 4 4 2
cerr —1papy BT BT BOR L oyt — 1k 204 207 + 28 1 2at + ofa).

2! 3! 4 3 3

. Siccome e = 1+t + o(t), allora et —1 =22 + o(z*); la parte principale & 2z*.

. Analogo al gruppo A: /4353(1 +4logz)dr = 4z*logx + c.

. Uguale al gruppo A.

. a) L’insieme A ¢ disegnato nella figura accanto.

! 16
b) Area(4) = / 2 — 2zt de = =

-1

. Analogo al gruppo A: a) y = con c € R.

c—sint

1 y\:—x4 y:—2+x4
1—sint’

b) Per avere y(0) = 1 si deve porre ¢ = 1, cio¢ y =

. Analogo al gruppo A; la funzione y = at® risolve I’equazione nei seguenti casi: i) a =0 e b
qualunque, ii) a qualunque e b = —2,3.
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SECONDO COMPITINO, 9 FEBBRAIO 2007

SECONDA PARTE, GRUPPO A

1.

32

a) Ricordando che e/ =1+t +o(t) e cost = 1 —t2/2 + o(t?) per t che tende a 0 otteniamo

(22)
2

f(z) = e — cos(2x) = [1 + 2%+ 0(372)} - [1 - +0((22)?)| = 322 + o(2?) .

Dunque 322 & la parte principale di f(z) per x — 0.

b) Per  — 0 si ha che e — cos(2x) ~ 322 e sinz ~ x; usando il principio di sostituzione
degli infinitesimi si ottiene

e — cos(2z) . 3z

lim ——————% = lim — =3.
z—0 rsine z—=0 T
c) Se si procede come al punto a) si ottiene f(x) = o(x?), che non basta a dire quale

sia la parte principale di f(z). La ragione & che gli sviluppi usati per e! e cost non sono
sufficientemente precisi. Proviamo quindi ad usare i seguenti: e = 1+t + t2/2 + o(t?) e
cost =1 —12/2 +t*/4! + o(t*):

z* 22)2 2z)* 4
f(x) = [1 +2P+ — + o(m4)} - [1 _ Q2 + 2oy + o((2x)4)] = —a* +o(z?) .
4 2 24 3
Dunque %x4 ¢ la parte principale di f(z) per z — 0.
. a) Integrando per parti due volte si ottiene
—2x —2x
2 —2z 2€ e
dr = —[2 d
/x e T =a"— / r—p-dz
2
= T +/:ve 2y
2
2 —2z —2z
=5 6721—&—506_2 —/6_2 dz
2 1 1
= —%6_2”3 - ge_zz - 16_2”3 = —1(2952 + 22+ 1)e 2" .
b) Utilizzando quanto fatto al punto a) si ottiene
> 2 —2x 1 2 —2x -
e dr =|——(22°+ 2z + 1)e
0 4 0
1 1 1
=|— lim -(222+2z+1)e 2|+ - =-.
{ 2T+ 2w+ e }+4 1
¢) La disequazione |z + y| < 2 equivale a —2 < x + y < 2 ovvero y=2-X Yy Yy=2+X
—2—2 <y <2-—ux, ed & quindi soddisfatta dai punti compresi
tra le rette di equazione y = —2 —x e y = 2 — x. Viceversa la
disequazione |z — y| < 2 & soddisfatta dai punti compresi tra le
rette di equazione y = =2+ z e y = 2+ z. Come si vede nella X

figura accanto, I'insieme A dei punti che soddisfano entrambe le
disequazioni coincide con il quadrato di vertici (£2,0), (0, £2).

y:—Zix yi—z—x

d) Fissato z € R, indichiamo con V, la sezione di V' ad altezza z, vale a

dire I'insieme dei punti (z,y) tali che |z +y| < ze % e |z —y| < ze 2.
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SECONDO COMPITINO, 9 FEBBRAIO 2007

Affinché tali disuguaglianze siano soddisfatte da almeno un punto,
ze~ % deve essere positivo, ovvero z > 0; in altre parole 'insieme V, &
vuoto per z < 0. Procedendo come al punto ¢) si vede che per z > 0
linsieme V, ¢ il quadrato di vertici (+r,0), (0,+r) dove si & posto
r := ze * (conoscendo il grafico di ze™# ¢ allora possibile disegnare
approssimativamente V' — si veda la figura accanto). Tale quadrato
ha lati di lunghezza v/2ze~% e quindi area pari a 2z2e~2*. Pertanto
il volume di V' & dato da

oo o0 1
Vol(V) = / Area(V,) dz = / 22%e % dz = 2
0 0

nell’ultimo passaggio si € usato il calcolo svolto al punto b).

3. a) Il polinomio caratteristico di questa equazione ¢ A2 + 2\ + 5 e le radici sono —1 = 2i.
Pertanto la soluzione generale dell’equazione e

y(t) = e "[acos(2t) + bsin(2t)] con a,b € R.
b) Sostituendo y = ae~* nell’equazione si ottiene (4a —10)e™! = 0. Questa uguaglianza vale
per ogni ¢ se (e solo se) 4a — 10 = 0, ovvero a = 5/2.
¢) Per quanto fatto nei punti a) e b) la soluzione generale dell’equazione lineare non omogenea

i+ 2y + 5y = 10e~t &

yt) =€t g + acos(2t) + bsin(2t)] con a,b € R.

SECONDA PARTE, GRUPPO B

1. Analogo al gruppo A.
a) f(z) = 722 4+ o(2?) e dunque 722 & la parte principale di f(z) per z — 0.
b) II limite cercato ¢ uguale a 7.

¢) f(z) = %a* + o(z*) e dunque &z* ¢ la parte principale di f(z) per z — 0.

2. Analogo al gruppo A.
1
a) Integrando per parti due volte si ottiene /xQe*Qz dzx = —3—2(8332 +4x +1)e ",

b) L’integrale cercato vale 1/32.
¢) L’insieme A coincide con il quadrato di vertici (+2,0), (0, +2).
d) Il volume di V vale 1/16.

3. Analogo al gruppo A.
a) Il polinomio caratteristico di questa equazione & A% + 4\ + 5 e le radici sono —2 = i.
Pertanto la soluzione generale dell’equazione &

y(t) = e *(acost +bsint) con a,b€ R.

b) La funzione y = ae™? soddisfa ’equazione per a = —1.

¢) La soluzione generale dell’equazione jj + 41 + by = —2et &

y(t) = —e "+ e *(acost + bsint) con a,b€R.
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SECONDO COMPITINO, 9 FEBBRAIO 2007

COMMENTI

34

Prima parte, esercizio 5. Alcuni hanno ottenuto come integrale un numero negativo: si
tratta di un errore grave perché l'integrale di una funzione positive non puod mai essere
negativo.

Prima parte, esercizio 6. Alcuni hanno ottenuto come area un numero negativo: di nuovo
si tratta di un errore grave perché un’area non puo mai essere negativa.

Seconda parte, esercizio 1. Molti hanno svolto I'esercizio senza tener conto dei resti. Questo
modo di procedere va bene in prima approssimazione, ma puo occasionalmente portare ad
errori nel caso in cui i resti trascurati finiscano per essere di ordine superiore alla (presunta)
parte principale. Un altro errore frequente si puo riassumere con un esempio: se facendo
i conti ottengo che f(z) = x® + o(x) per z — 0, allora non & detto che z* sia la parte
principale di f(z), perché l'errore o(x) non & trascurabile rispetto ad z3 (ad esempio o(z)
potrebbe essere 22, nel qual caso questa sarebbe la parte principale, e non z?%).

Seconda parte, esercizio 1la) ed 1c). Qualcuno ha ottenuto lo sviluppo di Taylor di f(x)
direttamente a partire dalla definizione, cioe¢ calcolando le varie derivate di f(x) (nel punto
¢) fino a quella di ordine quattro). Questo modo di procedere ¢ legittimo, ma certo non &
questo lo spirito dell’esercizio.

Seconda parte, esercizio 1b). Dopo aver determinato la parte principlae di f(z), qualcuno
ha calcolato il limite usando la regola di de 'Hopital, invece di sostituire al numeratore e
denominatore le rispettive parti principali. Di nuovo, questo modo di procedere ¢ legittimo,
ma certo non e questo lo spirito dell’esercizio.

Seconda parte, esercizio 2d). Si noti che per calcolare il volume non & necessario essere
in grado di disegnare la figura V', ma basta accontentarsi di sapere come sono fatte le sue
sezioni.
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SCRITTO DEL I APPELLO, 11 APRILE 2007

PRIMA PARTE, GRUPPO A

1. Deve essere x > 0 e 3 —logax > 0, ovvero 0 < < e3.
2. /4563 +2e 2 dr =g — e 4 e
3. y(t) = e *(acos(2t) + bsin(2t)) con a,b € R.
4. P 5)? 1,35%

(B
5. Media = 2,2; varianza = 0,052.
6. a) (—1,2,a) - (a,3,2) =a+ 6. b) I due vettori sono ortogonali per a = —6.
7. P=1/9.
8

. Si tratta del grafico di e” riflesso rispetto all’asse delle x e poi traslato in alto di 1.

PRIMA PARTE, GRUPPO B

—_

. /3x2 +8 *dr=2a>—2e" ¢

2. Deve essere z > 0 e 2 —logzx > 0, ovvero 0 < x < €2,

3. y(t) = ae~t +be % con a,b € R.

1613
4. P:(—) ~ 44,2%.
21 %

5. a) (1,2,a) - (a,2,—2) =4 — a. b) I due vettori sono ortogonali per a = 4.
6. Media = 2,3; varianza = 0,052.

7. P=1/6.
8

. Si tratta del grafico di e® riflesso rispetto all’asse delle y e poi traslato in basso di 1.

SECONDA PARTE, GRUPPO A

1. a) Siccome sint ~ t e log(1 +t) ~ t per t — 0, allora f(z) ~ (3 + a)z* per z — 0.
b) Usando gli sviluppi di Taylor sint =t — t3/6 + o(t*) e log(1 +t) =t — t2/2 + o(?) si ha
8

2725
636 + o(ms)} - 3[:104 - % + O(.Z‘S)} = —32% + o(2®) ~ —32% .

¢) Usando quanto fatto ai punti a) e b) si vede subito che

f(z) = 2? [31‘2 -

lir%(3 +a)z™? =+oo pera>—3
xr—

: —6 _ 1. -2 = — —
;lli%m flx)= mli%(?) +a)z 0o pera< —3
lirr%) —322 =0 per a = —3

2. a) Si tratta di dimostrare che f(x) > 0 per ogni z, ovvero che il valore minimo di f(z) ¢
positivo. La derivata f’(z) = 2€2* — 3 si annulla in zg = %log (%), risulta negativa per
x < x e positiva altrimenti. Pertanto 2 & un punto di minimo assoluto di f(z) e quindi il

valore minimo di f(z) &
o= -ws 9]
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Tale valore e positivo perché 1 > log (%) ovvero e > %
b) Procedendo come al punto a) si vede che il valore minimo di f(z) := €** — cx viene
raggiunto nel punto xg := %log (%), quindi vale

oo =515

e risulta positivo per ¢ < 2e. Questi sono i valori di ¢ per cui vale la disuguaglianza e* > cx
per ogni x € R.

a) Affinché p(z) rappresenti una distribuzione di probabilita deve essere una funzione po-
sitiva con integrale pari a 1. La prima condizione e soddisfatta per ogni ¢ positivo. Per la
seconda, calcoliamo per parti il seguente integrale:

o] —2x | oo ,—2x —2x
_ e e e
/ xe 2“5dx:’—x —|—/ dx:‘—x

0 2 o 0 2

(o) o c
/ p(x)dx = / cre * dr = -
0 0 4

e quindi p(z) & una distribuzione di probabilita per ¢ = 4.

Pertanto

b) La definizione di media rispetto alla probabilita associata alla funzione p(z) da

o [ee]
+/ 4e ™ dr =4 .
0

E,(e®) = / e"p(x)de = / dre™ " dx = ‘ — 4xe™"
0 0 0

Dalla definizione di varianza si ha invece che
Var,(e®) = / (e” — 4)*p(x) dx = / 42(1 — de™ ") dz = 400 ,
0 0

I'ultimo passaggio segue dal fatto che la funzione 4x(1 — 4e~%)? tende ad un limite stretta-
mente positivo (per la precisione +00) per £ — 400 e quindi ha integrale uguale a +o00.

a) Il numero di tutte le possibili sequenze ¢ N = 47. 1l numero delle sequenze che non
contengono la lettera A & invece N, = 37. Pertanto la probabilita che una sequenza casuale
non contenga la lettera A ¢

N, 37

b) Il numero di sequenze in cui la lettera A appare due volte all'inizio e basta & 12 - 3%, 11
numero N, delle sequenze in cui la lettera A appare due volte lo si ottiene moltiplicando il
numero precedente per il numero delle possibili posizioni in cui puod apparire A, vale a dire
C7,2. Pertanto la probabilita cercata e

N, 3°.C 36.7
— b 02 =2 L ~31,15% .

P,
TN 47 4

¢) Nel costruire una sequenza che non contiene due lettere consecutive uguali, per la prima
lettera abbiamo 4 possibili scelte, ma solo 3 per le seconda e per tutte le altre. Pertanto
le sequenze che non contengono due lettere consecutive uguali sono N, = 4 - 3%, ed hanno

probabilita
N, 36
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5. a) Il numero 1 esce con probabilitd p mentre il numero 2 esce con probabilita 1 — p. Se X &
la variabile aleatoria corrispondente al numero che esce lanciando il dado, allora

EX)=1-p+2-(1—-p)=2—-p
Var(X) = (1-(2-p))°p+ (2—(2—-p))* (1 —p) =p(1 —p) .

b) Tenendo conto del punto a), 'equazione F(X) = 1,7 implica 2 — p = 1,7 ovvero p = 0,3.
¢) Indichiamo con X, la media campionaria di mille lanci. Tale variabile aleatoria ha valor
medio E(X,) = E(X) = 2 —p e varianza Var(X,) = Var(X)/1000 = p(1 — p)/1000. Siccome
il valore massimo di p(1 — p) si ottiene per p = 1/2 e vale 1/4, abbiamo che

Var(X.) < 1/4000 .
Sappiamo allora che la probabilita P che | X, — E(X.)| sia inferiore a ¢ := 0,05 soddisfa

Var(X,) 1 1

P>1 — -1 -
- 62 - 42 - 4000 0,052 - 4000

=90% .

Dunque il valore osservato per X, cioé 1,7, differisce da F(X.) meno di 0,05 — vale a dire
|1,7—E(X.)| < 0,05 — con probabilita superiore al 90%. Siccome E(X.) = 2—p la precedente
affermazione equivale a dire che |1,7— (2 — p)| = |p — 0,03] < 0,05 con probabilita superiore
al 90%.

SECONDA PARTE, GRUPPO B

1. Analogo al gruppo A.
a) f(z) ~ (6 +a)z* per v — 0.
2y 2 82° 8 s @ 8 8 8 8
b) f(z) =3z [23: —?—I—o(x )} —6[33 —?—&—o(x )} = —2° + o(z®) ~ —z°.
¢) Usando quanto fatto ai punti a) e b) si ottiene che lin%) 74 f(z) =3 +a.

2. Analogo al gruppo A.
a) Si tratta di dimostrare che il valore minimo di f(z) = €3* — 4z ¢ positivo. Il punto di
minimo assoluto di f(z) & zp := élog (%) e quindi il valore minimo di ¢

o = 41w ()]

Tale valore e positivo perché 1 > log (%) ovvero e > %.

3z

b) Il valore minimo di f(x) := e°* — cx viene raggiunto in xy := %log (%), quindi vale

o =51 )

e risulta positivo per ¢ < 3e. Questi sono i valori di ¢ cercati.

3. Analogo al gruppo A.
a) L’integrale di p(z) = cze ™ su X = [0, +00) ¢ uguale ¢, e quindi p(z) ¢ una distribuzione
di probabilita per ¢ = 1.
b) E,(e*/?) = 4 e Var,(e*/?) = +o0.

4. Analogo al gruppo A.
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a) Il numero di tutte le possibili sequenze ¢ N = 5%. Il numero delle sequenze che non
contengono la lettera A & invece N, = 48, e quindi la probabilita cercata e

N, 48
P,="2=_~16,78%.
N 58 %

b) Le sequenze che in cui la lettera A appare due volte sono N, = 4°¢ - Cg 5, ed hanno
probabilita
N, 45.Cgo 47
Pb = — = =
N 58 58
c) Le sequenze che non contengono due lettere consecutive uguali sono N, = 5-47, ed hanno
probabilita

7

~ 29.36% .

N, 47
PpP=—=—~2 .
b N 5 0,97%

. Analogo al gruppo A.

a) Il numero 2 esce con probabilita p mentre il numero 1 esce con probabilitd 1 —p. Se X ¢ la
variabile aleatoria corrispondente al numero che esce lanciando il dado, allora E(X) =1+p
e Var(X) = p(1 —p).

b) E(X) = 1,4 implica p = 0,4.

c) |p —0,04] < 0,05 con probabilita superiore al 90%.

COMMENTI

o

38

Prima parte. Negli esercizi 4 e 7, molti hanno dato come risposte valori della probabilita
maggiori di 1. Questo € un errore grave: dovrebbe infatti essere noto che una probabilita e
sempre compresa tra 0 e 1.

Seconda parte, esercizio 4. Il punto a) € assolutamente immediato, ed il risultato potrebbe
venir dato senza accompagnarlo con particolari spiegazioni. Lo stesso non si puo dire dei
punti b) e ¢); in questi casi mi sarei aspettato una qualche spiegazione, che invece in molti
casi € mancata.

Seconda parte, esercizio 5. Il punto c) di questo esercizio & nettamente il pitt difficile di tutto
lo scritto, anche per la difficolta ad intepretarne correttamente il testo. Innazitutto preci-
siamo che non si riesce calcolare esattamente la probabilitd P che il numero 0,03 (nel caso
del gruppo A) approssimi il valore reale di p con errore inferiore a 0,05; la stima P > 90%
proposta nella soluzione non ¢ particolarmente precisa, e anzi pud essere molto miglio-
rata approssimando la distribuzione della media campionaria X, con la giusta distribuzione
Gaussiana (ma questa ¢ un’altra storia).
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PRIMA PARTE

lLLayr=3,a=m b)r=v8 a=3r1/4; ¢)r=2 a=—7/3.
~10-10+5-134+5-15 5, 10-2245-1'+5.3%
2. p= 0 =12, o2 = % = 4.,5.
1 2
3. a) [log(V/a® + 1)]’ =3 [log(2® + 1)}’ = 3x7+1; b) [(cosz)? + (sinx)ﬂ’ =1"=0.
x
2 I 1
4. Ponendo z? = y si ottiene 2z dz = dy e quindi / rcos(z?) dx = 5/ cosydy = 3 sin 4.
0 0
5. =3tV =ely =3t = (V) =3t = V=3 tc= eV =13+ 1= y=log(td +1).
1
6. P=_—— ~023%. y
2 ) A
21 y=-x| y=f9)
7. A7l = (? ;) soluzi\(\J\ni
—/»X
8. L’insieme delle soluzioni & dato dalla semiretta indicata in figura. :
/

SECONDA PARTE

1.

. a) Il terzo vertice del triangolo si scrive come P = (x,e”) con z € R.

a) Si tratta di un’equazione differenziale lineare del secondo ordine. Il polinomio caratteri-
stico associato & A2 4+ 2\ + 5 e si annulla per A = —1 £ 2i. Quindi le soluzioni sono

y(t) == e (acos(2t) + Bsin(2t)) con o, 3 € R.

b) Ponendo y(t) = at + b si ottiene §(t) = a e §(t) = 0. Sostituendo nell’equazione questa
diventa 5at + (5b + 2a) = 5t — 3, ovvero

(5a —5)t+ (5b+2a+3) =0

Questa equazione & verificata per ogni ¢ se e solo se i coeflicienti del polinomio sono entrambi
nulli, ovvero ba —5=0e 5b+2a+3 =0, ovvero a = 1 e b = —1. La soluzione cercata &
quindi y(¢t) =t — 1.
¢) Per quanto visto ai punti a) e b), la soluzione generale dell’equazione non omogenea in
oggetto e

y(t) := e “(acos(2t) + Bsin(2t)) +t —1 con a, B € R.

Facendo i conti si ottiene che y(0) = a—1 e y(0) = 28 — a + 1, ed imponendo quindi le
condizioni iniziali y(0) = 0 e y(0) = —2 si ottiene infine « = 1 ¢ § = —1. Pertanto la
soluzione cercata e

y(t) == e "(cos(2t) — sin(2t)) +t — 1.

Si consideri il parallelogramma di cui tre vertici coincidono con quelli
di T (si veda la figura accanto). L’area di questo parallelogrammo &
allora pari al determinante della matrice i cui vettori colonna sono
(1,1) e (z,€%), ed & esattamente il doppio dell’area di T', ovvero

Area(T) = %det <1 ;) = %(ew —x) .
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b) Si verifica facilmente studiando la derivata della funzione e® — x che il minimo dell’area
di T si ha per = 0, ovvero quando P = (0, 1).

3. a) I risultati dei diversi lanci sono indipendenti tra di loro e quindi

1
P, = =g = 125%.

N | =

1
2

N | =

b) Si tratta di contare tutte le diverse sequenze composte da tre 7' e due C. Queste sono
tante quanti i modi di scegliere 2 posizioni (quelle delle C') su 5 a disposizione, ovvero Cs 2.
Pertanto, siccome gli eventi possibili sono 2° e sono chiaramente equiprobabili,

Cs2 10
Py=—*=—~3125%.
b= T gy LB
¢) Le sequenze contenenti tre teste e tutte consecutive sono tre: TTTCC, CTTTC, CCTTT.
Quindi
3 3
c— = = - X 974 .
22 32 %
¢) Le sequenze con almeno tre teste consecutive sono le tre date al punto c) a cui si aggiun-
gono altre cinque: CTTTT, TCTTT, TTTCT, TTTTC, TTTTT. Quindi

8 1
PC:—:1:25%.

4. T punti P della circonferenza sono quelli con coordinate polari » = 1 ed a compreso
nell’intervallo [0,27]. La distribuzione di probabilita giusta & quella uniforme su «. Sic-
come l'ascissa di P ¢ X = cos «, si ottiene che il valore atteso ¢

1 27 1 2m
E(X):—/ cosada = —|sina|] =0
27T 0 27T 0
mentre la varianza e
Var(X) = E((X — E(X))?)

1 27

= — (cos a)? dav
271— 0
1 [ 1 sin(2a) |77 1

= — 1 5(2a) dae = — =—.
i ) + cos(2a) da 47T)0¢ +— . 5

Nella terza uguaglianza abbiamo usato I'identita cos?a = %[1 + cos(2a)].

COMMENTI

o Prima parte, esercizio 1. Quasi nessuno ha calcolato gli angoli correttamente, cosa per cui
bastava un disegno.

o Prima parte, esercizio 3. Se, com’e successo per quasi tutti i presenti, non si semplificano le
espressioni da derivare, i conti diventano molto pitt complicati.

o Prima parte, esercizio 8. Sorprendentemente, quasi nessuno ha svolto correttamente questo
esercizio.
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PRIMA PARTE
L2 @40+ 3443 4,

20 (2-9)(2+4) 5 5 5
2. Deve essere 1 — e® > 0, ovvero x < 0.
3. Siccome cost =1 — $t% + o(t?), ponendo t = 222 si ottiene cos(22?) = 1 — 22% + o(z?).

1
4. /9:::2 log z dx = 323 log x — /3x3§ dr = 3z3logx — 2% = 23(3logx — 1).
5. La soluzione generale dell’equazione jj—4y = 0 & y(t) = ae** +be 2! con a,b € R. Imponendo
le condizioni iniziali y(0) = 0, §(0) = 4 si ottiene a = 1, b = —1, ovvero y(t) = e?* — e~ 2.
1 2 3 1

. P{2,3,4})=P(2)+ P PA)=—=+—+—==-.
(1 0N(2 1\ _(2 1

\-1 1 1 2) \ -1 1)
8. Si tratta del grafico di 1/ (che dovrebbe essere noto) traslato verso sinistra di 2.

SECONDA PARTE

1

. a) mll)riloof(m) =0e Ili)riaoof(x) = —0o0.

b) La funzione f(x) ¢ definita per ogni x € R, ed ha derivata f'(z) = (1 — x)e™*. Siccome
la derivata e positiva per z < 1 e negativa altrimenti, la funzione f risulta essere crescente
per x < 1 e decrescente per x > 1. In particolare il valore massimo viene raggiunto per
x=1,ed e paria f(1) = 1/e. Siccome inoltre il limite di f(z) per x — —o0 & —o0, il valore
minimo di f & —oo e non viene mai raggiunto.

¢) Tenuto conto di quanto detto al punto precedente e del
fatto che f(x) = 0 solo per x = 0, & possibile tracciare il
grafico di f come nella figura accanto.

d) Siccome c¢f ¢ una funzione positiva sulla semiretta
[0, +00), 'unica condizione che deve soddisfare per essere
una distribuzione di probabilita e che 'integrale tra 0 e 400
sia 1. Integrando per parti si ottiene

+oo —+oo
/ cf(x)de = / cre” “dx
0 0

400

x :C,

+oo
—I—/ ce "dr =0+ ’ —ce "
0

= ‘ —cxe

0 0

da cui si deduce che il valore cercato di ¢ ¢ 1.

. a) Nel sacchetto ci sono 4 biglie nere e 4 rosse. Quale che sia il colore della prima biglia

estratta, la probabilita che la seconda sia dello stesso colore ¢

P, =2 ~428% .

| w

infatti dopo la prima estrazione nel sacchetto sono rimaste 7 biglie di cui 3 dello stesso colore
di quella gia estratta.
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b) Analogamente, la probabilita che la seconda biglia estratta abbia un colore diverso dalla
prima &

4
Pb = -~ 57,1% .
7
¢) La probabilita che la prima biglia estratta sia nera e la seconda rossa & pari a

4 n
n+4 n+3

c =

e lo stesso vale per la probabilita che la prima sia rossa e la seconda sia nera. Pertanto la
probabilita che le biglie siano una rossa ed una nera ¢ 2P,.. L’equazione 2P, = 5/9 diventa

&n

.V F 2 _ _
12 9 ovvero on 3 +60=0.

Le soluzioni di questa equazione sono n = 5 ed n = 2,4. Ovviamente la seconda non ha
senso perché non ¢ un numero intero, e quindi il numero di palline rosse nel sacchetto &
n =9.

3. a) Si, & possibile: basta ad esempio che i numeri siano in totale dieci, di cui sei uguali a 10,
tre uguali a 11 ed uno uguale a 7. La media ¢ esattamente 10.
b) No, non & possibile. Infatti la media p deve soddisfare

60 30 10
< 4+ 4+ 10=118.
RS o0 M qpp M F g 107118

¢) Analogamente la media p deve anche soddisfare

60 30 10
> 20 104 2 11— 5=
R T R T R T R

e quindi i valori ammissibili di u sono compresi tra 9,8 e 10,8.

COMMENTI

o Seconda parte, esercizio 2a). Diverse persone hanno calcolato la probabilita di estrarre due
biglie rosse, che coincide con la probabilita di estrarre due biglie nere. Questa probabilita &
meta di quella corretta, visto che la domanda chiedeva di calcolare la probabilita di estrarre
due biglie dello stesso colore, senza specificare se fossero rosse o nere.

o Seconda parte, esercizio 2b). Analogamente, diverse persone hanno calcolato la probabilita
di estrarre prima una biglia rossa e poi una nera, escludendo il caso opposto che invece pure
va bene.
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PRIMA PARTE

60 30 10
1. = 104+ > 114+ —-9=102.
) =100 19+ 100 +1?%) ’ 0
2= — . (10-102)2 + — - (11 = 10.2)2 + — - (9 — 10,2)%2 = 0.36.
) o 100( ,)+100( ,)+100( 2) ,
2213\’ 4
2. (e_IQ)/:—ZJ;e_rZ , (22) = (8z1/?) =4x V2 = — |
Vs T

™ s

v
— sinxdr = ‘ cosx| = —2.
0 0

U
3. / r cosxdr = ‘.2? sin x
0

0

4. Si tratta di calcolare la probabilita che si verifichino 3 eventi indipendenti con probabilita
1/2 ciascuno. Pertanto la risposta & P = (1/2)3 = 1/8.

1 T
Sm(; ) =sinl.

5. lim 2!'%°27% =0, lim
r—+00 x—0 e

<

6. N =21-20-19 = 7980.

R ! o

8. L’insieme delle soluzioni e la semiretta indicata in figura.

=

- - X
SECONDA PARTE ' ‘ soluzioni
1. a)eb) La funzione f(z) & definita per x # —1, positiva y
per z > 0, negativa per z < 0, si annulla solo per A
x = 0, tende a 0 per £ — =00, ed infine tende a |
—o0 per  — —1%. Lo studio del segno della derivata A y=f(X)
prima 3 ‘
1—2 1
/ - : 1 » X
f (33) (1 + $)3 —:1 1
mostra inoltre che f(x) & decrescente sulla semiretta
(=00, —1), crescente sull’intervallo (—1,1) e di nuovo
decrescente sulla semiretta (1, +00).

Utilizzando queste informazioni si ottiene il disegno riportato nella figura accanto.
c) L’area di A ¢ data come al solito da

Area(A):/o (lfT)de

Cy—1 e 1
/1 y? vy

(per la seconda uguaglianza abbiamo usato il cambio di variabile y = 1 + z).

oo

1
logy+—| =+o0

1

2. a) Per a = —3 il polinomio caratteristico dell’equazione & A% + 2\ — 3 = 0, ed ha soluzioni
A1,2 = 1,—3. Pertanto la soluzione generale di (1) ¢

y(t) = ae’ +be3" con a,b € R.

b) Per a = 2 il polinomio caratteristico dell’equazione & A\? + 2\ + 2 = 0, ed ha soluzioni
AM,2 = —1+4. Pertanto la soluzione generale di (1) &

y(t) = e “(acost + bsint) con a,b € R.
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c¢) Per a = 1 il polinomio caratteristico dell’equazione & A\?> + 2\ + 1 = 0, ed ha un’unica
soluzione A = —1. Pertanto la soluzione generale di (1) &

y(t) =e"(a+bt) cona,beR.
d) In generale, il polinomio caratteristico dell’equazione & A\? 4+ 2\ + a = 0, ed ha soluzioni

—1+£+v1—a pera<l,
—1+iva—1 pera>1.

Distinguiamo diversi casi. Per a > 1 le soluzioni A; 5 del polinomio caratteristico sono
complesse con parte reale negativa, e quindi tutte le soluzioni di (1) sono infinitesime per
t — 400 (cfr. il caso a = 2 gia considerato al punto b)). Per a = 1 si & gia visto al punto ¢)
che tutte le soluzioni di (1) sono infinitesime per t — 400. Per —2 < a < 1, A 2 sono reali
ed entrambe negative e quindi tutte le soluzioni di (1) sono infinitesime a t — +oo. Infine,
per a < —2, A 2 sono entrambe reali di cui una una positiva o nulla, e in tal caso non tutte
le soluzioni di (1) sono infinitesime per ¢ — +oo (cfr. il caso a = —3 gia visto al punto a)).
Riassumendo, le soluzioni di (1) sono tutte infinitesime per ¢ — 400 se e solo se a > —2.

Al =

3. a) Il sacchetto contiene 5+ m + n tessere e quindi le probabilita di estrarre i valori 0, 1 e 4
sono rispettivamente

5 m n
Ph=———, P=———, Pp=———.
m+n+5 m+n+5 m+n+5
Pertanto il valore atteso della variabile aleatoria X corrispondente al valore della tessera
estratta e

m+4n
E(X)=0-P+1-PA4+4-Pp=——. 2
(X) 0t 1-Pitd- b= (2)
Imponendo m = 4 e E(X) = 4/3 nella (2) si ottiene ’equazione
n+4 4
n+9 3

da cui si ricava n = 3.
b) Imponendo E(X) = 3/2 nella (2) si ottiene invece 1’equazione

m+4n 3

m+n+5:2

che implica m = 5n — 15. A questo punto la varianza e

Var(X) = (0 -E(X))?> Py + (1 -E(X))?- P+ (4 —E(X))? - Py

9.5 1 m 5 n
4 m+n+5 4 m+n+5 4 m+n+5b
m+25m 445
~ 4(m+n+5)
C15(n+1)
~ 4(33n—5)’
Imponendo Var(X) = 9/4 si ottiene 'equazione
15(n+1) 9
4(3n—5) 4

da cui si ricava n = 5 e quindi m = 5n — 15 = 10.
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PRIMA PARTE, GRUPPO A

*®

N o e

. P=1/12 ~ 8,3%.

. Chs = 2L.
/ 1 ' x?
low (V=] = [ 1os1 - %) =
a) p=+v2,a=57/4 b)p=2,a=-7/2 c)p=2,a=-7/3.
y(z) = —2€%*.

m=3,1e0%=0,15.

Le soluzioni della disequazione sono tutti i numeri compresi
tra 1 e x4 dati nella figura accanto.

/ 4™ dx = ‘ — 272"
0

oo

=2

0

SECONDA PARTE, GRUPPO A

1.

3.

a) La funzione f(x) ¢ definita per ogni x # 0, ed & asintoticamente equivalente a —1/x per
r — +00, e a —1/2* per z — 0. Pertanto f(£o0) =0 e f(0F) = —oo.

b) f(x) risulta positiva per x < —+/2 e negativa altrimenti.

Inoltre y=f(x) y
23+ 8 % 3/8
» X

o Pl
fle) =" N,
e lo studio del segno di f’(x) mostra che f(x) & crescente per -2 F

x < —2eper x>0, ed & decrescente per —2 < z < 0. In
particolare —2 ¢ un punto di massimo locale. Mettendo insieme
questi dati otteniamo il grafico riportato nella figura accanto.
¢) Come si vede dal disegno del grafico di f(z), I'equazione f(x) = a non ha soluzioni per
a > 3/8, ha una sola soluzione per a = 3/8, e due soluzioni per 0 < a < 3/8.

. a) Si tratta di un’equazione lineare omogenea del secondo ordine a coefficienti costanti. I

polinomio caratteristico ¢ A> +4 = 0 ed ha soluzioni complesse coniugate +2i. Pertanto la
soluzione cercata e
y(z) = acos(2z) + bsin(2x) con a,b € R.

b) Cerchiamo una soluzione della forma y(z) = ce™®. Fatti i conti si trova che questa
funzione risolve ’equazione per ¢ = 2.

¢) Per quanto visto ai punti precedenti, la soluzione generale dell’equazione non omogenea
y+4y =10e " e

y(x) = 2”7 4+ acos(2x) + bsin(2x) con a,b € R.

Imponendo che questa y soddisfi le condizioni iniziali date si ottiene a = 0 e b = 1, ovvero
la soluzione cercata e
y(x) = 2% + sin(2x) .

Lanciando 10 monete, la probabilita che escano k teste

10\ 1
&:(0%0

45
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e quindi la probabilita che escano al piu tre teste &

10 10 10 10 1

P=P+P+P+P;= {<O)+(1)+<2>+<3)]210
1+10+45+120 176 11
210 1024 64

Pertanto, in media il guadagno del signor A sara pari a
nP—10(1—-P) .
Imponendo che tale guadagno medio sia positivo si ottiene

101 - P) 530
> L = = -
n > Iz 11 48,1818

Vale a dire che al signor A conviene giocare per n > 49.



