Analisi 3

Prove scritte dal gennaio 2012

Prova scritta del 16 gennaio 2012

Esercizio 1 Risolvere per serie il problema di Cauchy
y' + 3wy =2
y(0)=1, ¢ (0)=1.

Esercizio 2 Si definisca la funzione
2
F(x,y)ze””Q@’—%+y3+y+x—l, (z,y) € R,
e si consideri l'insieme Z = {(z,y) € R? : F(z,y) = 0}.
(i) Si verifichi che (0,0) € Z e si mostri che in un intorno U di tale punto
¢ definita una funzione g, di classe C*°, tale che per (z,y) € U si ha
y=g(x) < F(z,y)=0.

(ii) Si provi che la funzione g ha una estensione a tutto R, tale che per
(r,y) e R?sihay =g(x) < F(z,y)=0.

(iii) Si tracci un grafico approssimativo di g, provando in particolare che:

(a) g € convessa e decrescente in un intorno di (0, 0),
(b) g <0seesolose<x<4;
(c) g ¢ infinitesima per x — Foo.

Esercizio 3 Sia D = {(z,2) e R*: 0< 2 <1, 0<2<1+2z—2%} e
sia F il sottoinsieme di R? che si ottiene ruotando D attorno all’asse z. Si

calcoli 'integrale
|yl
/E PN dxdydz.

Esercizio 4 Sia T il sottoinsieme chiuso di R? delimitato dalla retta y = 0,
dalla retta x = m e dall’arco di cicloide x =t —sint, y = 1 — cost, t € [0, 7.
Si calcoli I'integrale doppio

xy dxdy.
T



Risoluzione

Esercizio 1 Cerchiamo una soluzione u(z) della forma

o0
= E ax”, xR,
n=0

e andiamo a determinare i coefficienti a,,. Poiché

= Znanxn_l = Z(k} + 1)6Lk+1l’k,
n=1 k=0

Zn n—1a,z" > Z(k+2)(k+1)ak+2xk,
n=2

k=0
inserendo u nell’equazione differenziale otteniamo

2 = u' +3zu= Z(k +2)(k 4+ 1)apo2® +3 Z anztt =
k=0 n=0
— Z(k +2)(k + Dapoz® + 3 Z ap_12F.
k=0 k=1

Uguagliando i coefficienti dei monomi di ugual grado, si trova allora:

2= 2&2
0= (k+2)(k+ 1Dagss+3ar1 Vk>1.

Pertanto ag e a1 sono determinati solo dalle condizioni iniziali, che forniscono
ap = a; = 1, mentre gli altri coefficienti sono dati da

a9 = 1
Bak
= — k )
W= gy el
Si ha allora induttivamente
3TL
asp = (—1)" =3 Vn € N,
= U G- )
3n

i1 = (—1)"=5 Vn € N,
e | ANE RS G



n 3”
Ggn+2 = (=1) 1 _,(3h+2)(3h + 1)

In queste formule ¢ sottinteso che per n = 0 il prodotto [];_, vale 1. Si noti
che la serie che definisce u, come e giusto, converge assolutamente per ogni
x € R grazie alla presenza dei fattori a denominatore, i quali si comportano
essenzialmente come un fattoriale.

Vn € N;

Esercizio 2 (i) Ovviamente, F'(0,0) = 0. Inoltre, essendo

Fy(z,y) = Qxye“”Qy—g%—l, F,(z,y) = 2 ex2y~|—3y2+1,
si ha F,(0,0) =1 e F,(0,0) = 1. Quindi il teorema delle funzioni implicite &
applicabile in un intorno U x V' di (0, 0) ed in particolare esiste una funzione
g : U — R di classe C*, tale che F(x,g(x)) =0 in U. Si ha pertanto

Fe(z, g(x))

Fogo) ‘0=t

Inoltre, essendo
2 1 )
me(ﬂ,’,y) - 2y<1 + 21‘2y)€$ v _ 57 Fyy(«r;y) — $4 ety + 6y,

Foy(z,y) = 20(1 + 27y)e™,

dalla relazione %F(az, g(x)) = 0 segue

Foa(x,9(x)) + 2Fuy(2, g(2))g' (%) + Fyy(x, g(2)g' ()* + Fy(x, 9(x))g" (z) = 0

e quindi ¢”(0) = % Per continuita, g ¢ decrescente e convessa in un intorno
di 0.

(ii) Fissato x € R, la funzione y — F(z,y) ¢ strettamente crescente in R,
dato che
2
Fz,y)=2"e"Y+3y° +1>1 Vy € R.

Quindi, per ogni € R vi & un unico valore y € R che verifica F(x,y) = 0;
indicando tale valore ancora con g(x), otteniamo ’estensione cercata, la quale
sara di classe C'*°, sempre per il teorema delle funzioni implicite.



(iii) Anzitutto, notiamo che

2
F(x,O):—xZ+x>0 — O<z<4d

Cio significa che per x €]0,4] il valore g(z) deve essere negativo, perché in
y = 0 il numero F(x,y) & gia positivo. Al contrario, per z ¢ [0,4] si ha
F(z,0) <0 e quindi g(x) > 0.
Osserviamo poi che si ha, per definizione di g,

2 {L'2
eﬂﬂg(f)_z+g<x>3—|—g(;p)+aj—1:0, r e R

In particolare, per z < 0 e per x > 4 si ha

1,2

4

2

e I < — |z + 15

dunque
2

1
92) < — In (1 +Ja| + %) v ¢ [0,4],
da cui, per confronto,

lim g(z) = 0.

|z| =00

Esercizio 3 L’insieme F, ruotato di D, si descrive cosi:
E={(z,y,2) eR®: (\/22+y?%2) € D}.
Quindi, utilizzando le coordinate cilindriche
r=rcost, y=rsind, z=z,
I'insieme E diventa

E = {(rnd,z): ¥€(0,2n], (r,z) € D} =



Y

Dunque

2

2 ¥ sin v
/ |xy|z2 drdydz = / r|cosdsind] 2 rdrdiddz =
E '/

x2+y r

2m 1 142r—r?
= / |00519sin19\d19/ r/ zdzdr =
0 o Jo

w/2 1 1
4/ cosﬁsim?dﬁ-—/ r(1+42r —r*)?dr =
0 2.Jo
1
2/ (14 4r 4+ 2r* — 4r® 4 Y dr =
0

1
2/ (r+44r* + 2% — 4r* +-1%) dr =
0

8 8 1
+3+ 5+3

Esercizio 4 L’insieme T, pur essendo
normale rispetto ad entrambi gli assi,
non si esplicita facilmente. Conviene
quindi utilizzare le formule di Gauss-
Green, interpretando lintegrando y?
come derivata f, (con f(z,y) = zy?),

oppure come derivata g, (con g(x,y) =
3¥%). Si ha allora

/dexdy: fdy:/ gdx.
T +8T —aT



La seconda formula e pitt comoda, perché 'integrazione su 07 da luogo a tre
integrali, due dei quali, quelli relativi ai due segmenti lungo gli assi, sono nulli:
infatti g ¢ nulla sulla retta y = 0 e dx ¢ nullo sulla retta z = 7. Si trova allora,
indicando con +1I" I'arco di cicloide orientato secondo la parametrizzazione
data,

1 1 1 [
/dexdy = —/ yde:—/ y3dx:—/ (1 —cost)*dt =
T 3 J-or 3 J4r 3 Jo

1 ™
= 5/ (1—4cost+60082t—4cos3t+cos4t)dt.
0

Gli integrali relativi a cost e cos®t sono nulli, come ¢ immediato verificare.
Si ha poi facilmente

1 [7 T 1 [7
= 1dt = — — [ 6cos’tdt =
3/(; 3, 3/0 COS T,

mentre
1 [ 1 (" 1 [7
5/0 cos* tdt = 5/0 (cos® t—cos® tsin®t) dt = g—ﬁ i sin® 2t dt = %—%;
in definitiva a5
5 7r T
dxdy = — ———=—.
/Ty =Tt e T T "

Prova scritta del 1° febbraio 2012

Esercizio 1 Risolvere il problema di Cauchy

W™ — 2" + 5u" — Su’ +dy = 8 — 157 re R,
U(O) = 1/47 UI(O) — 0’ ’LL”(O) — 07 u///(o) — _17.

Esercizio 2 Posto

T 6—nz

fa(z) = ma

r € R,

si calcoli per ogni a € [—o0, +00[, se esiste, il limite

400
lim fu(z) dz.

n—o0 a



Esercizio 3 Si determini I'area della superficie ottenuta ruotando attorno
all’asse z la curva del piano zz di equazioni parametriche

_ t €0, +o0.
2z = e tsint,

{ x=m+etcost

Risoluzione

Esercizio 1 Per cominciare, risolviamo ’equazione omogenea: ’equazione
caratteristica associata e

A =203 4502 — 8\ +4 =0,

e cercandone eventuali radici intere fra i divisori del termine noto, si trova
subito A = 1. Fattorizzando, si vede che

M =220 4507 =8 +4=(A=1)(N° =N\ +4\—4) =0,

ed e immediato verificare che A = 1 annulla anche il polinomio di terzo grado.
Fattorizzando ulteriormente arriviamo a

A=1)>2*\+4) =0,

e dunque le radici sono A = 1 con molteplicita 2, e A = 2i, A = —24¢, entrambe
semplici. L’insieme delle soluzioni (reali) dell’equazione omogenea & quindi

Vo = {c1e” 4+ cow e® + c3c082x + ¢4 8in 2z @ 1, o, c3,¢4 € R},

Cerchiamo adesso una soluzione dell’equazione non omogenea sotto forma di
un polinomio di grado 1 (perché 0 non ¢ radice dell’equazione caratteristica):

v(x) = azx +b.

Sostituendo si ha
—8a + 4ax + 4b = 8x — 15,

da cui @ = 2 e b = 1/4. Pertanto 'insieme delle soluzioni dell’equazione non
omogenea €

1
Vi = {{clew + cox ¥ + €3 c08 22 + ¢4 8in 20 + 21 + 1 :C1,C, 03,04 € ]R}.



Imponiamo infine le condizioni di Cauchy: poiché

u(x) = clel’—i—chex+030032x+c4sin2x+2x+i,

wW(x) = c1e®+ (14 z)e” — 2e3sin2x + 2¢4 cos 2z + 2,

n

u

(z)
(z)
u'(x) = c1€” + (2 + ) e — deg cos 2x — ey sin 2z,
(z)

= 16" + (3 + x) € + 8¢y sin 2z — 8¢y cos 2,

si ottiene il sistema

u(0) =c1+cs+ 1

w(0) =¢34+ o+ 2¢4 + 2
u”’(0) = c1 + 29 — 4es
—17=u"(0) = ¢; + 3¢ — 2 — 8¢y,

o O e
I

dal quale si ricava facilmente

1
C1 = 2, Co = —5, C3 = —2, Cqy = 5

Percio la soluzione del problema di Cauchy ¢ data da

1 1
u(x) = 2e” — bxe® — 2cos 2z + 3 sin2x+2x+é—1.

Esercizio 2 Per x > 0 fissato si ha e™* — 0 e quindi
) T e "

lim — =0;

n—oo | + e~ %

per x < 0 fissato si ha invece

' Te T
llm — =X
n—oo | + e~ "%

Pertanto si ha

lim f, (x) =

n—o0

0 sex>0
z sezxz <O0.

Consideriamo allora la generica semiretta [a, 0o[: se a > 0 risulta per n > 1

xe_nl'
Oan(x):mﬁze_m Vo > a,



e dato che la funzione xe™* ¢ sommabile in [a, +o0o[, si ottiene dal teorema
di Lebesgue

lim fo(z)do = 0.
n—oo a
Se —oo < a < 0 si ha invece
o] enlel
OS—fn(x):|fn(x)|:m/‘|x| per n — 0o Va € [a,0];

quindi per il teorema di B. Levi

0 0 0 % se +o0o<a<0
lim [—fn(x)]dx:/ |x|dx:—/ rxdr =

n—oo

—00 se a = —00,
e pertanto
2
i o0 —% se —oo<a<0
lim fo(z)de =
= Ja —00 se a = —00,

Tenuto conto di quanto ottenuto, possiamo dire infine che

0 sea >0

[e.9]

lim falr)dr=q —% se —co<a<0
n—oo a

[§)

—00 se a = —00.
Esercizio 3 Una parametrizzazione della superficie S si ottiene usando le
coordinate cilindriche
r=rcos?d, y=rsind, z=2z,
ove per r, distanza dall’asse di rotazione, e per z valgono le relazioni
r=m+e 'cost, 2 =e 'sint;
quindi la parametrizzazione di S e
x = cos?V (m+ e cost)

(¥, z): y =sind (m 4+ e " cost) Y€ 0,2n], te0,00].
2 = e tsint,



Risulta, con facili verifiche,
—sind (m + e fcost) —coste t(cost + sint)
Do (9,t) = cost (m+etcost) —sinde'(cost+sint)
0 e (cost + sint)

Y

quindi si ricava subito che
E=|ogli=(mr+etcost)’, G=|ofz=2e% F={090,)3=0.
Dunque I'elemento d’area e
VEG — F? = (7 + e tcost) V2e™

e pertanto, dopo facili conti,

o0 2
a(S) = \/5/ / (m+ e "cost) et didt =
o Jo
o 4
= 2\/57?/ (7T€_t+COSt6_2t)dt:2\/§7T2+5\/§7T.
0

Prova scritta del 14 giugno 2012

Esercizio 1 Si consideri la funzione

f(z,y) = 92y—* g3r—y® (z,y) € R%
Determinare:
(i) il massimo ed il minimo di f sul quadrato [0, 2] x [0, 2];

(ii) la retta tangente all’insieme Z = {(z,y) € R? : f(z,y) = 1} nel punto
(0,0).

Esercizio 2 Si calcolino le coordinate del dell’insieme
A={(z,y,2) eR®*: 22+ <1, 1 —/1-22 -2 <2<3—2%—y°}.
Esercizio 3 Si consideri la curva piana I' descritta in coordinate polari
dall’equazione
r=9% v € [0,

Determinare:

(i) la lunghezza della curva I';

(ii) l'area della regione delimitata dalla curva I' e dall’asse z.



Risoluzione

Esercizio 1 (i) La funzione ¢ di classe C*°. Calcoliamo il suo gradiente:

fol,y) = 22077 330" (—2(In 2)2 + 31n 3),
fy(m,y) = 222" 339" (21In 2 — 2(In 3)y);
quindi il gradiente si annulla nel solo punto (gii;’, E—g) Questo punto non
appartiene al quadrato [0,2] x [0, 2], in quanto la sua ascissa ¢ maggiore di
2, essendo 3In3 = In27 > In 16 = 41n 2. Dunque tale punto non ci interessa.
Analizziamo la f sul bordo del quadrato, il quale € composto dai vertici e da
quattro segmenti aperti. Sui vertici si ha

729 1
16’ 81’

Sul segmento {(x,0) : & €]0,1[} si ha f(z,0) = 277" 3% la derivata di
questa funzione, che & 27%" 33*(—2(In 2)z + 31n 3), si annulla in = = 303 ma
tale punto e fuori dall’intervallo.

Analogamente, sul segmento {(x,2) : z €]0,1[} si ha f(z,2) = 247+ 334,
con derivata 27* 337~4(—2(In 2)x + 3In3) che si annulla in 2 = 222 cioe
fuori dall’intervallo.

Sul segmento {(0,y) : ¥ €]0,1[} si ha f(0,y) = 2% 37%"; la derivata di questa

funzione, che & 2% 37%*(2In2 — 2(In 3)y), si annulla in y = 22 dove si ha

]
f 0’111_2 :22%3_<%)2:2%3.
In3

£(0,0) =1, f(2,0)=2"*3%= f(0,2) =237 = f(2,2)=32=09.

N

w

Infine, analogamente, sul segmento {(2,y) : y €]0,1[} si ha f(2,y) =
220-135-v" con derivata 22~ 35%°(21n 2 — 2(In 3)y) nulla nel punto y = 22

n3’
dove risulta
2
f <2 hl_2> _ o2ltag(k3)’ _ TP ome

"In3 16
Da un confronto fra i sei valori trovati segue facilmente che
16 — 729 12
i = — ~ (.197530864 = —— 23 ~ 70.556.
[oéﬁl[no,z} / 81 ’ [o,%lf [)oc,z} / 6

(ii) Le derivate di f in (0,0) sono
£.(0,0) =33,  £,(0,0)=2In2;



quindi V f(0,0) # 0 e pertanto la retta tangente alla curva di livello 1 &
3(In3)z 4+ 2(In2)y = 0.

Esercizio 2 Il baricentro dell’insieme A ha coordinate

1 1
drdydz, z = /zda;d dz.
ms(A) /y ’ ma(4) Jo~

T = / rdxdydz, y =
A
Dato che I'insieme A ha simmetria cilindrica, si ha

m:;(A)

Tz =0, y=0.
Resta da calcolare z. Utilizziamo le coordinate cilindriche
r=rcos?d, y=rsind, z=z,
tramite le quali I'insieme A viene descritto dalla relazioni
0<r<Ii, 1—V1—r2<z<3-—12 v € 10, 27).

Si noti che per r € [0,1] si ha 1 — /1 — 72 <2 < 3 — r?, quindi non ci sono
altre limitazioni per la variabile r. Si ha dunque

2 1 p3—r?
msz(A) = /d:cdydz:/ / / rdzdrdd =
A o Jo Ji—vi=?

! 1 1\ 13
= 27r/(2r—r3+7“\/1—7“2)dr:27r(1—1+§):Tﬂ’
0

2
/ zdxdydz = / / / rzdzdrdd =
A 1—v/1—12

r —(1- M)Q]dr =

mentre

[

= 7T/ (Tr +7° =503 + 2rvV1 — r2)dr =
0

L8, 2y o

2 6 4 127

Pertanto si ha z = g—g ~ 1.423.



Esercizio 3 (i) Poiché la curva I' ¢ espressa in coordinate polari, la sua
lunghezza e data da

™ 2 ™
:/ r2 4 dr dﬁ:/ V& 4 1696 d.
0 dv 0
Si ha quindi

™ 1 ’7'I'2
ur)y = / V2 + 16 dv = §/ tVt+ 16 dt =

0 0
2

1 1"
= —[tt+ 16)3/2}0 g/ (t 4 16)*/%dt =
0

2

5
2
= | St(t+16)%2 — —(t + 16)*/?
15 o
1

2 2
_ 16)3/2 — 21 16)%/2 & 2(16)%/2 =
S +16)2 — = (7 +16)° + —(16)

2048 (32 w2

v T 2 16)3/2.
15 \15 3)(W+6)

(ii) Utilizzeremo la formula dell’area di insiemi piani

mo(A) = %AaA(q:dy —ydz).

La frontiera T della regione E che ci interessa e costituita da due parti:
T, =T, Ty={(z,y) €ER*: y=0, —7* <2 <0}

Lungo T} si ha y = 0 e dy = 0, quindi il corrispondente integrale e nullo.
Pertanto, essendo lungo T}

z = 9% cos?, y =V sind,

possiamo scrivere

my(E) =
= % / [0* cos ¥(49° sin ¥ + 9* cos ¥) — 9* sin 9(49° cos ¥ — ¥* sin ¥)dv) =
0
1 (" o
= —/ 93 (cos? ¥ + sin? 9)d = — ~ 1656.06.
2 J, 18



Prova scritta del 5 luglio 2012

Esercizio 1 Determinare tutte le soluzioni dell’equazione differenziale
y' =2y +ky=e?"

per ogni scelta del parametro k € R.

Esercizio 2 Si consideri la funzione F : R? — R definita da
F(x,y) = 2y + "1V,

(i) Si provi che per ogni y € R\ {0} l'equazione F(z,y) = 0 ¢ risolta da
un unico x € R, e che pertanto e definita implicitamente una funzione
x = g(y), di classe C*, tale che F(g(y),y) = 0 per ogni y # 0.

(ii) Si dimostri che g(y) < 0 per ogni y # 0.
(iii) Si calcolino i limiti

lim _g(y), lim g(y),  lim g(y),  lim g(y).

y—+oo Yy——00 y—0+ y—0~

Esercizio 3 Si determini, se esiste, il limite

: | In [z[|*"
lim )
n—oo Jp 1+ 22" + | In |z||3"

Risoluzione

Esercizio 1 Cominciamo con ’equazione omogenea
y—2y +ky=0.

Cercando soluzioni di tipo esponenziale si perviene all’equazione algebrica
N2\ + k=0,

le cui soluzioni sono

1£vV1-k sek<1
A= 1 sek=1
1+ivk—1 sek > 1.



Dunque le soluzioni dell’equazione omogenea sono

¢ eIHVI=kz 4 o) p(1=Vi=k)z se k<1
y(x) =19 cre* +cawe” se k=1

cpe¥ cosvk —lr+ce® sinvk —1lr sek > 1.

Cerchiamo ora una soluzione particolare dell’equazione non omogenea. Il
secondo membro ¢ ’esponenziale e~ che, per un opportuno valore di £,
risolve I'equazione omogenea. Cio accade precisamente quando

k<1, 1-V1—k=-3

ossia quando k = —15 (e in tal caso la molteplicita della soluzione ¢ 1).
Dunque cercheremo una soluzione particolare v della forma

[ Ae sek#£-15
v(z) = { Axe 3 se k= —15.

Se k # —15 si ha
V' =20+ kv =9Ae 3T + 6Ae T+ kAe 3 = 73

se e solo se (15 + k)A =1, ossia A =1/(15+ k).
Se k = —15 si ha invece

V' =20+ kv= (97 —6)Ae " —2(1 —3x)Ae ™ — 154ze " ="

se e solo se —8A =1, ossia A = —1/8. In definitiva

1 —3z
o(z) = = € 3 se k#—15
—2e™ ¥ se k= —15,

e dunque le soluzioni dell’equazione data sono

() eWHVITR) o ) ((1-VIZR)z _ e se k=—15
¢ eHVI=Rz 4 () ((I=VI-R)z 4 ﬁ e 3" sel <k#-—15
ylw) = clex+02xe"’”+ﬁe_3x se k=1
1 e””cos\/mx—i-@e’”sin\/mgc—l—ﬁe_:”’C se k> 1,



ove ¢ e ¢y sono costanti arbitrarie.
Esercizio 2 (i) Per ogni y # 0 la funzione = — F(z,y) verifica

lim F(z,y) = —o0, Il_l}I}_loo F(z,y) = 4o00.

Tr—r—00
Dunque vi & almeno un x € R tale che F(z,y) = 0. Inoltre si ha
Fo(v,y) =y*+ et >0 VreR,

e quindi tale x & unico. Se indichiamo tale punto = con ¢(y), la funzione g
risulta definita in R\ {0} e, per definizione,

F(g(y),y) =0  VyeR\{0}.

Applicando il teorema del Dini alla funzione F' nel generico punto (g(yo), %o)
ove 1o # 0, si ottiene che la funzione implicita data da tale teorema coincide
necessariamente con g, la quale e pertanto di classe C* con

%>:_&mww Wy £ 0.

Fa(9(y),)
(ii) (ii) Osservando che x +— F'(x,y) ¢ crescente e F'(0,y) = e¥ > 0, il valore
x in cui F(z,y) = 0, ossia g(y), deve essere negativo. Dunque g(y) < 0 per

ogni y # 0.




(iii) Dalla relazione F'(g(y),y) = 0 segue che

_ e¥
eI g(y) = g W
dunque
ey
l9(y) el?@ = g W#O
da cui

Yy—r+0o0

Poiché la funzione te! tende a 400 se e solo se t — 400, si deduce che
l9(y)| — 400 e quindi
lim ¢(y) = —o0.

Yy—>+o0
In modo del tutto analogo, dal fatto che

lim |g(y)] eIl = 4 o0, lim [g(y)] el = 400,
y—0—

y—0+
segue che |g(y)| — +oo per y — 0% e pertanto

lim g(y) = —o0, lim g(y) = —oo.

y—07+ y—0~

Infine osserviamo che
lim [g(y)| el = 0,

y——00
poiché la funzione t e’ tende a 0 se e solo se t — 0, si deduce che |g(y)| — 0
e quindi
lim ¢(y) =0.
Y——00

Esercizio 3 Osserviamo anzitutto che I'integrando e pari, quindi il nostro
limite diventa

| In z|?"

lim 2 .
v /0 1+ 22 + | lnx|? .

Valutiamo il limite puntuale dell’integrando: si ha

1

—_

se0<r<e”

|3n sex =e !

. |Inx
im =
n—oo 1 + 2" + | In z[3"

seel<xr<e

O O NI

sex > e



(infatti per x > e & facile verificare che il massimo del rapporto (h;ﬁ)?) e

3/2

e vale (3)3 < 1). Inoltre 'integrando ¢ dominato: per

raggiunto iIn r = e 3¢

n > 2 risulta infatti

1 se<x<el

3n
| In | i < seel<z<e
L4224 [IngPr =) 7 07
(%) < W2 oz >e.

T x2

Dunque, per il teorema di convergenza dominata di Lebesgue,

—1

[e'e) 1 3n e
lim 2/ |Inz] dx:2/ ldr = 2e7 !
n—oo  Jo 14+ a2+ |Inz|?n 0

Prova scritta del 12 settembre 2012

Esercizio 1 Consideriamo la funzione

f(l’7y,2) :y2—|—22—21’y, (IL‘,y,Z) ER27

e l'insieme
A={(x,y,2) e R®: 2* <9 + 2%}
(i) Calcolare, se esiste,
lim  f(2,,7).

Vaz2+y2 422400
(z,y,2)€A

(ii) Calcolare igf f e sup f, precisando se si tratta di minimo e di massimo.
A

Esercizio 2 Calcolare, se esiste, il limite

lim / / n?z*y® + 2nx +y oy ddy.
n—-+00 (14 nx)(1+ny)

Esercizio 3 Consideriamo la forma differenziale lineare

w(z,y) = 2°y* do + y p(z)e” dy,

ove 4 : R — R ¢ una funzione di classe C*.



(i) Si trovino tutte le funzioni p che rendono esatta in R? la forma w.

(ii) Scelta p tale che w(0,1) = 0, si calcoli I'integrale curvilineo

| wwas

oev D =[0,1] x [0,1] e v & il versore normale esterno.

Risoluzione

Esercizio 1 (i) La regione A & quella compresa fra le due superfici in figura.

Per vedere se il limite esiste, osserviamo che in A valgono le disuguaglianze
2| < @+ < P+ )Y
da cui

fla.y.2) 29"+ 22 = 2allyl 2 * + 22 =202 + 2% V(z,y,2) € A.



Poiché, per (z,y,2) € A si ha

Va2 +y2+22 5 oo = Y% + 22 — 400,

si ottiene che

3 lim flz,y,2) = +o0.
Va2 4y2+22 5400
(z,y,2)EA

(ii) Da (i) segue subito che

sup f = +00,
A

e che f non ha massimo in A. Dato che f(z,y,2) > y* + 22 — 2(y + 22)3/4,
la f e limitata inferiormente in A. Cerchiamo i punti stazionari di f in A: si
ha

fm(xay7z):_2y7 fy(x7yaz) :29—2357 fz(l‘7yaz) :2'2’
quindi l'unico punto stazionario ¢ (0,0, 0), che pero appartiene alla frontiera
di A. Dunque non ci sono punti stazionari interni ad A. Consideriamo allora

la frontiera
OA ={(z,y,2) e R® : ™ = o + 2°},

ed utilizziamo il metodo dei moltiplicatori. Sia dunque
H(z,y,2) = y* + 2* = 2oy + \z' —y? — 2%),

e cerchiamone i punti stazionari (z,y,z,A) € R*. Dobbiamo risolvere il
sistema

—2y+ 43X =0
2y —2x —2yA =0
22 —222=0

xt = y? + 22
Se z # 0, la terza equazione ci dice che A\ = 1, e dalla seconda equazione
ricaviamo x = 0; la prima ci da allora y = 0, e dalla quarta deduciamo z = 0,

il che e contraddittorio. Dunque non puo essere z # 0.
Si ha pertanto z = 0 e quindi ci riduciamo al sistema

—2y+4x3X =0
20 — 2z — 2y A =0
t =92



Se y = 0, allora la terza equazione ci dice che x = 0: abbiamo cosi ritrovato
(0,0,0) come punto stazionario vincolato, con A arbitrario. Se y # 0, allora
dalla terza segue x # 0, e dalla prima ricaviamo A = 293; sostituendo nella
seconda e utilizzando la terza possiamo scrivere y —x — = = (), ossia y = 39‘“
La terza fornisce x = j:3 e dunque y = j:i. Si ottengono dunque i due puntl

stazionari vincolati & (g, Z, O) con A = % I valori di f in tali punti sono:

£(0,0,0) =0, f @%0) — (—g,_%,o) _ _i_g,

3 9 27
inf f =min f=f(+5,+2,0) = -,
inf /= min f f( 2’ 4’0) 16

Dunque

Esercizio 2 Denotiamo con g,(z,y) la funzione integranda. Essa ha limite
per n — oo: infatti, poiché

nx?y?® + 2nx +y N n? (%Y + 2 + %)
(1 +nz)(1+ ny) o2 (x+%) (y+%)

si ottiene che

— Ty per n — 00,

3 lim g,(z,y) = xy e Y
n—oo

Inoltre la funzione integranda ¢ dominata: per ogni n > 1 e per ogni x,y > 0
risulta infatti

2 n2x?y? 2nx Y

0< gulz,y) <e ™ (

<oy 2+ 1).
n2xy +1—|—na:+1+ny)_€ (zy +2+1)

Dato che la funzione (z,%) — (zy+3)e™* ¥ & sommabile in [0, co[ X [0, oo ,
in virtu del teorema di convergenza dominata possiamo concludere che

2
Ellim/ / MY EIMTAY o gy
n—00 (1 4+ nz)(1+ ny)

2

o° 1

— / / Ty e~V dxdy = {/ tet dt} = =
o Jo 0 4

Esercizio 3 (i) Affinché la forma w sia esatta in R?, che & evidentemente un
aperto semplicemente connesso, occorre e basta che w sia chiusa, ossia che

0 2 = 2y ia)er
o z?y? Sy e




ci0 accade se e solo se

22y = y(p(x) + 4/ (x))e”,

ovvero
p () + p(z) = 22% ™"

Tutte e sole le soluzioni di questa equazione differenziale sono, come e facile
verificare,

e la forma w diviene allora
2
w(z,y) = 2*y*dx +y (c + 3 x3) dy.
(ii) Si ha w(0,1) = 0 se e solo se ¢ = 0; quindi

2
w(z,y) = 2*y* do + 3 3y dy.
Per calcolare 'integrale curvilineo proposto ci sono due modi egualmente
facili: il calcolo diretto e I'uso del teorema della divergenza.
Per fare il calcolo diretto parametrizziamo 0D nel modo seguente:

vi: x=t y=0, tel0,1; v=(0,-1),
v x=1,y=t tel0,1; v=(1,0),
v x=t y=1, tel0,1; v=(0,1),
vo: x=0,y=t tel0,1; v=(-1,0).
Si ha allora
0 su Y1
2 su
(wryds=4q , . 72
§t su ¥s
0 su vy -

Dunque, essendo ds = dt sulle quattro curve,

! 2 ! 1
/(w,u>ds:/ thH——/ tdt = -~ +
oD 0 3 Jo 3

| =
[\



Volendo usare il teorema della divergenza, si ha analogamente, posto f(x,y) =
?y? e g(z,y) = 2 2%y,

2
/(w,v)ds = /dlv(f g)dxdy—/ <2xy —i——x)dxdy—
oD
1 1 1
= d d d dy = - —:—,
/xx/y y—i—/a: :L'/y 376

Prova scritta del 21 gennaio 2013
Esercizio 1 Trovare il massimo ed il minimo della funzione
fla,y) = (2% — 4y)e> Y
sull’insieme
72
K:{(x,y)ERQ:Z—i—yQSl}.

Esercizio 2 Determinare, se esiste, il limite

_ "M onatfsinny
lim — e dxdy.
n—oo Jo Jo y—3+2—cosna:

Esercizio 3 Posto

S={(z,y,2) eR*: z=2"+y* <1},

calcolare 'integrale superficiale
/(3352 —2y%)do.
S

Risoluzione

Esercizio 1 La funzione f e di classe C*°. Cerchiamone i punti stazionari
interni a K: si ha

22 [ 22— 223 4 8xy?
Vf(x,y) =e€ < —8y—2x2y—8y3 )



dunque i punti stazionari risolvono il sistema

{ 220(1 — 2* + 4y?) =

0
24+ 22 —4y*) =0

e sono pertanto i punti

(0,0), (£1,0), (0,£1),

ma i punti (0, £1) non sono interni, essendo sulla frontiera di K (li ritrove-
remo perd come punti stazionari vincolati). Negli altri punti si ha

F(0,0) =0, f(21,0) =,

Vediamo come si comporta la f sul bordo di K. Come si ¢ preannunciato,
vi sono i punti (0,%1) che certamente sono stazionari vincolati, dato che il
gradiente di f addirittura vi si annulla. Per cercare gli altri punti stazionari
vincolati utilizziamo il metodo dei moltiplicatori e consideriamo la funzione
Lagrangiana

2
L(z,y,\) = (2* — 4y*)e ™™ V" + A (xz +1? - 1) :

i suoi punti stazionari si ottengono dalle soluzioni del sistema

—x2—y? 1 —
2e(1 —2® +4y®)e™™ ¥V +3hx =0
2y(—4 — 22 4+ 4y2)e "V 4 2\ y = 0
1112 _
ry + y2 =1.
Si trovano di nuovo i punti (0, £1), cui corrisponde A = 0, ein essi f(0,£1) =
—4e~!. Si trovano poi i punti (£2,0), cui corrisponde A = 12¢™%, e in essi

f(£2,0) = 4e~*. Se infine = e y sono diversi da 0, eliminando A si ottiene la

relazione
4(1 — 2% + 49?) = —4 — 2 + 4%,

da cui 22 = % + 1242 e, ricordando la terza equazione, si ricava facilmente



cui corrisponde A = 2 ¢~ 7/2

(V5sis) = (V)

e in lai punti risulta

11 1 11 1 10 45,4
(5] - () -2

Pertanto, confrontando i valori trovati, si conclude che

. Si hanno dunque i punti stazionari vincolati

—1 . -1
max f =e min f = —4e™".
axf=e, minf

Esercizio 2 Le funzioni integrande sono

nx’+sin ny —zt—yt

m Se max{x, y} S n
Yy

fn(ﬂf,y) =

0 se max{z,y} > n.

e quindi sono funzioni continue troncate a 0 fuori del quadrato [0, n] x [0, n].
Dunque sono misurabili, ed essendo non negative sono anche integrabili;
inoltre esse convergono puntualmente alla funzione

flx,y) = abyle "

Le f, sono dominate nel modo seguente:

nx3+1 4_ .4 4_ 4

fulz,y) < e =@+ Dyt Y

@wl 3

e la funzione all’'ultimo membro ¢ certamente sommabile su [0, co[ X [0, 0o].
Pertanto il teorema di Lebesgue ci assicura che

n n 3 :
nx” +sinn
lim / / — + Y e_x4_y4dxdy =
n—oo Jq ?F+2—cosnx

0
oo o 4 4 o 4 2 1
= / / wyde ™ Vdady. = {/ et dt} = —.
o Jo 0 16




Esercizio 3 La superficie S si parametrizza in coordinate cilindriche nel
modo seguente:

r=rcos?d, y=rsind, z=r7 (r,9) € [0,1] x [0, 27].

La matrice Jacobiana &

cost —rsinv
Do(r,9) = [ sind rcos?d |,
2r 0

Dunque
E=1+4% G=1r% F=0,

e pertanto l'integrale proposto vale

1 2m
/(Bx2 —2y*)do = / / r2(3cos® ¥ — 2sin® 9) /(1 + 472)r2 dddr =
s 0 Jo
1 27
= / V1 + 4r? dr/ (3 cos* ) — 2sin? ¥9)dd,
0 0

e con facili calcoli si ricava




Prova scritta del 13 gennaio 2014

Esercizio 1 Risolvere il problema di Cauchy

y' = exp(e’ —y)
y(1) =In2,

stabilendo 'intervallo massimale di esistenza e calcolando il limite di y(x) al
tendere di o verso i due estremi.

Esercizio 2 Determinare tutte le soluzioni del sistema differenziale

v =3u+v+w
v = —u—w

w = v+ 2w.
Esercizio 3 Trovare il massimo ed il minimo della funzione
flz,y) = 4a® + 4 — 120 + 4y

nell’insieme )

E:{(x,y)eR2: %+(y+2)2§1}.

Esercizio 4 Calcolare, se esiste,

i 23 —n?sin2z
11m —_—— —
n—oo Jq 2n2 + 2 P

n

n -+

Esercizio 5 Si consideri la curva I' definita dalle equazioni parametriche

r=1—-|t)(1+1

e R
Yy = t(tz - 1)7

Si verifichi che I' € una curva chiusa e si determini I’area della regione A da

essa delimitata.

Esercizio 6 Sia Y la superficie definita da

Y={(z,y,2) €ER?} 2 +¢* =1, 0< 2 <y}

/ 2| 22 do.
>

Si calcoli I'integrale



Risoluzione

Esercizio 1 L’equazione differenziale ¢ a variabili separabili e possiamo
riscriverla cosi:

—eY

e “ eYdy = dx.

Si ha allora successivamente, posto u = e¥:
e “du=dx

—e "=x+4+c
1

—T —C

e/ =u=—In(—zr—c)=1In

y=Inln
—xr—c

La condizione y(1) = In 2 implica

In2=y(1) =Inln _11_ =
da cui, facilmente,
c=—1—e7?
e finalmente
y(x) =1Inln T

L’intervallo massimale in cui y & definita si ricava imponendo che

1
— >1
l+e?—x
(affinché abbiano senso i due logaritmi). In particolare deve essere
O<l4+e?—z<l,

il che equivale a
el<r<l+e™

Si ha infine, con facile verifica,

m%(E{?‘Q)_ y<x) - +OO’ xﬁl(ierPQ)-*- y(a?) -



Esercizio 2 Il sistema differenziale ¢ omogeneo. La matrice dei coefficienti

31 1
A= -10 -1 ],
01 2

e I'equazione det(A — AI) = 0, sviluppata lungo I'ultima riga, da
0=—-A=2)4+2=-NN=3A+1)=A=2)(N>=3X1+1) = (A—=2)>(A—1).

Vi sono dunque i due autovalori 1 (semplice) e 2 (doppio).

E facile vedere che un autovettore relativo all’autovalore 1 & vq = (0,1,-1).
Per I'autovalore 2 vi e 'autovettore vo = (—1,0, 1) e 'autospazio ha dimen-
sione 1. Quindi occorre determinare un vettore-polinomio p(t) di grado 1
tale che p(t) e* risolva il sistema. Posto p(t) = (a1 + bit, as + bot, az + bst),
e sostituendo nel sistema, si ottiene

(bl + 2CL1 + 2b1t> €2t = (3@1 + 3b1t + as + bgt + as + b3t> €2t
(bQ + 2CL2 + 2b2t) €2t == (—(11 - blt — asg — bgt) €2t
(b3 —f- 2&3 —I— 2b3t) €2t = (CLQ —|— bQ —f- 2@3 + 2b3t) €2t,

ovvero
( b1+2a1 :3a1+a2+a3
2by = 3b1 + by + b3
by + 2a; = —a; — as
2by = —by — b
bg + 2@3 = a9+ 20,3
2b3 - b2 + 2b3 .

\

Questo sistema ha le soluzioni
by = 0, b1 = —bs3, as = bs, a; + az = —2bs
e quindi si puo scegliere
b = (by,b2,b3) = (1,0, —1), a= (ay,as,a3) = (1,—1,1).
Dunque
p(t) =1+t —-1,1—1),
e I'insieme delle soluzioni del sistema e dato dalle funzioni

0 —1 1+t
u(t) =c 1 e+ | 0 e+ ey —1 et
—1 1 1—1¢



al variare di ¢;, cg e c3 in C.

Esercizio 3 La funzione f e di classe C*°. Cerchiamo i punti stazionari di
f interni ad E: si ha V f(z,y) = 0 se e solo se

8r—12=0
20+4 =0,

e questo sistema ha l'unica soluzione (%, —2), che ¢ interna ad E come ri-

chiesto. Calcoliamo la matrice Hessiana in tale punto: essa ¢ la matrice

diagonale
8 0
o= ( 0 2 ) '

I suoi autovalori sono positivi e pertanto (§ —2) e punto di minimo locale

per f. ’

Vediamo cosa succede sul bordo di £. Si tratta di una ellisse centrata
in (0,—2), con semiassi paralleli agli assi coordinati e di lunghezza 2 e 1.
Possiamo parametrizzare OF nel modo seguente:

v € [—m, .

= 2cost
y = —2+sinv,

La funzione f, ristretta a OF, diventa

g(¥) = f(2cos?, =2 +sin?) =

16 cos® ¥ + (—2 + sin¥)? — 24 cos V) + 4(—2 + sind) =

= 16cos® ¥ +sin® ¥ —4sin +4 — 24 cos) — 8 + 4sin =
15 cos? ¥ — 24 cos ¥ — 3.

Annulliamo la derivata di ¢g: si ha ¢'(¢) = 0 se e solo se
—30cosVsind + 24sind = 0,

ossia se e solo se sint = 0 oppure cosd = %. Si hanno quindi i punti
stazionari vincolati seguenti:

per cosd=7: (§,-28), (8 -1);
(

per sintd =0:



Non resta che calcolare i valori di f in tutti i punti trovati: si ha
P2 =13 (-R) = (D) = % = -2,
f(2,-2)=-12, f(-2,—-2) = 36.

Pertanto

max f = f(=2,-2) =36,  minf=f(5,-2)=-13.

Osservazione 1 In maniera equivalente, potevamo analizzare la g()) cam-
biando variabile: posto t = cos, la funzione da studiare e

h(t) = 15t* — 24t — 3, te[-1,1].

Essendo 4
h'(t) =30t —24=0 seesolose t= I

occorre considerare il punto ¢t = % nonché i due estremi t = £1: si ricavano

pr 14 (3-8), (3-D)
per t=-1: (=2,-2),
per t=1:  (2,-2),

che sono ovviamente i punti gia trovati.

Osservazione 2 Naturalmente si poteva usare anche il metodo dei molti-
plicatori di Lagrange: posto

2

il gradiente di L si annulla se e solo se
8z — 12+ 22 =0
20+ 4+2X\y+2)=0
2 (y+2)2—1=0.

La seconda equazione si riscrive come 2(y + 2)(1 4+ A) = 0: quindi ¢ risolta
per y = —2, che implica (usando la terza equazione) x = +2, oppure per



A = —1: in questo caso, grazie alla prima equazione, si ha %x —12 =0, ossia

x = % e dunque, dalla terza, (y +2)*> =1 — ;—g = %, da cui infine y = —%
oppure y = —%. In definitiva si ritrovano i punti

2.2, (22, (-8), (-0

Esercizio 4 Per ogni n € N la funzione integranda

3 —n?sin 2

2n? + x2

e continua in [O, g], quindi e misurabile; essa e anche integrabile essendo
evidentemente limitata. Inoltre si ha convergenza puntuale, poiché scrivendo

n? (—sinQ:l:—l—i’—Q) ( n . )
. = exp | — sin
n (2 + ﬁ) n+1

fn(x) =

si ottiene g
lim f,(x) = _SINET —sing Vo € [0, z} :
n—o0 2 2

La convergenza ¢ dominata in quanto, come si vede immediatamente,

sin2x + 3 <

T
< — .
| falz)] < 5 <2 Vo € [0,2], Vn € N

Dal teorema di Lebesgue segue allora

s

23— n2sin2 1 (2 ,
lim oSy exp | — " ginz) dr= ——/ sin 2z e” ¥ dx.
n+1 2 Jo

n—oo Jg 27’),2 =+ :L'Z

Calcoliamo quest’ultimo integrale: ponendo sinz = t si ricava

™

s

1 [z . 2 . .

3 sin2ze "%dx = cosz sinze M¥dx =
0 0

1
= / te tdt = [(—t— 1)6_t}(1) =1-—2¢",
0
e dunque

2 3 —n?sin?2
lim wexp __n sinz | do =2e7! — 1.
n—oo Jo  2n? + x? n+1




Esercizio 5 La curva I' e chiusa perché, posto

o(t) = ((1— [t +1),t(t* = 1)),

si ha ¢(—1) = (0,0) = ¢(1). Inoltre ¢ & di classe C! a tratti, dato che
@l-1,0 € ¢lj0,1) sono curve di classe C*. Per calcolare l'area della regione A
delimitata da I' conviene utilizzare le formule di Gauss-Green. Non essendoci
particolari simmetrie, useremo la formula

ma(A) = / iy,
+

ove l'orientazione positiva di I' & quella
antioraria. Osserviamo che tale orien-
tazione e opposta a quella delle ¢ cre-

scenti: infatti per t €] — 1,0[ si ha (\

y > 0 e = crescente da 0 a 1, mentre 1 -
pert €]0, 1] risulta y < 0 e x decrescen-

te da 1 a 0. Avremo dunque, essendo
y =3t -1,

A

mQ(A):Lxdy:—/_ (1= |1 +6)(32 — 1) dt.

1

ma(A) = —/0(1+t)2(3t2—1)dt—/01(1—t2)(3t2—1)dt:

-1

0 1
= —/ (3t4+6t3+2t2—2t—1)dt—/(—3t4+4t2—1)dt:
0

-1
3 3 2 3 4 5 1
= (224241 -1)—(-24--1)=Z2-2="C.
(5 237" ) <5+3 ) 2 2

Esercizio 6 La superficie ¥ ¢ una superficie cilindrica tagliata da un piano
obliquo. Notando che 0 < z < y e utilizzando le coordinate cilindriche
possiamo parametrizzare X nel modo seguente:

T = cosvV
y = sin? vel0,n], 0<z<sind.
z2=2z,



La matrice delle derivate ¢

—sind 0
cosvy 0 |,
0 1

e dunque F =1, G=1, F = 0. Ne segue

w  psind T
1
/]x\szaz/ / ]cosﬂ\szzdﬁz—/ | cos | sin® 9 dvy
2 o Jo 3 Jo

ed infine

2 (2 1
/|x|z2da:—/ cos ¥ sin® ¥ dy = — .
. 3/, 6

Prova scritta del 3 febbraio 2014

Esercizio 1 Risolvere il problema di Cauchy

’ 5x2+4y2
y 42
3
1) =2
y(=1) 5

stabilendo I'intervallo massimale di esistenza I e calcolando il limite di y(x)
al tendere di x verso ciascuno dei due estremi di /.

Esercizio 2 Calcolare, se esiste,

2
o0 w2

lim -
e Jo 1+a:nT+(%)”T1

Esercizio 3 Sia I il sostegno della curva del piano xz di equazioni parame-

triche
T =sint T
te [0, —} .
{223—4(:08275, 2

(a) Si calcoli la lunghezza di T.

(b) Si determini 'area della superficie che si ottiene ruotando I' rispetto
all’asse z.



Risoluzione
Esercizio 1 Riscriviamo 'equazione data nella forma
) Y 2
/ [ dp— —_—
Y= + (:L‘) ’

Si tratta di una equazione differenziale del primo ordine, non lineare, omo-
genea. Essa si risolve con la sostituzione

_y(x)
u(z) = £
Si ha: ) | /s
Yy y 2
“’7‘@7(1” —“>’

e questa e una equazione differenziale a variabili separabili. Si ha dunque
successivamente

du dx
5, .92 . >
Ttur—u
du _dx
u2—u—|—}l+1_ x
du _dx
L+ (u—3)?

Quindi, integrando i due membri,

1
arctan (u - 5) =In|z| + ¢,

1
u(x) = 5 + tan(In |x| + ¢),

e finalmente .
y(xr) = 3 + ztan(In|z| + ¢).
La condizione iniziale y(—1) = —2 ci dice che

1
——=y(-1)= e tanc,



da cui —tanc = —1 e dunque ¢ = 7. Si conclude che la soluzione del
problema di Cauchy e

y(z) = g + z tan (ln|x] + %) :

Essa e definita nell’intervallo [ tale che

ossia

Risulta, come ¢ immediato verificare,

lim  y(x) = —o0, lim  y(z) = +oo.
x—)(—e%rf)'*' xﬁ(—ei%)*

Esercizio 2 Per ogni n € NT la funzione integranda ¢ positiva e continua in
[0,00[, e si ha chiaramente

-
I e nZ 1
im — —

= 5 Y > 0.
PRt 4 (2)m 14 a+ T

Il numeratore e crescente rispetto a n, ma per il denominatore la crescenza
o decrescenza rispetto a n non e chiara. Conviene allora verificare le ipotesi
del teorema di Lebesgue. Se consideriamo separatamente I'intervallo limitato
[0,2] e la semiretta |2,00[, nella quale le potenze a denominatore hanno
entrambe base maggiore di 1, otteniamo le stime

<1 Vzel0,2], VneNT,

Ve >2, VYn>2.

ol



La funzione
1 se z € [0,2]

glx) = 1
(z) —F sex > 2
z\3
1+ (3)
. - . o . _a
¢ sommabile in [0, oo, essendo continua, limitata e comportandosi come ™3
per x — 00; quindi possiamo concludere, per convergenza dominata, che

[e.9] -

*° 1 o 1 o dt
o l+z+% o (14+3) o (1+1)

Esercizio 3 (a) L’insieme I' ¢ il sostegno della
curva

@(t) = (sint,3 — 4cos’t), te [O, g} ,

la quale ¢ di classe C!. Si ha

¢'(t) = (cost,8costsint), te [O, —} , o

da cui

lp) = /2 v cos? t + 64 sin? ¢ cos? t dt =
0

us 1
2
= / cost\/1—|—64sin2tdt:/ V1 + 6452 ds.
0 0

Ponendo 8s = wu, si ottiene
1 8
U(p) = g/ V1+u?du;
0
ricordando che una primitiva di v/1 + u?

%(umﬂn(wm)),



si conclude che

1

0) = = [/ TF +1n (u+ VIF )]

6 =@+iln<8+\/@>.

8
0 2 16

(b) Denotiamo con ¥ il ruotato di T, ossia il sostegno della superficie a (¢, )
di componenti

x =sint cos?

y = sint sin? te [o,ﬁ], 9 € [0,27].

2
2 =3 —4cos’t.
Si ha
cost cos?d —sintsind
Do (t,9) = | costsind sint cosd |,
8cost sint 0
da cui

E =cos’t(1+ 64sin’t), G =sin*t, F=0.

Ne segue che

g 2
a(¥) = // \/COSQt sin?t (1 + 64 sin®t) didt =
o Jo
T 1
= 277/2costsint\/1+64sin2tdt:27r/ sV1+64s2ds =
0 0
- 7T/S VIt du = 7T/64\/?4 — o= [(65)F — 1]
—320u U u-640 vv—96 )

Prova scritta del 13 giugno 2014

Esercizio 1 Fissato R > 0, si trovino il massimo ed il minimo della funzione

al 2
d m——, xeRY
pril



sull’insieme S = {x € R : |x|y = R}.
Esercizio 2 Calcolare, se esiste,

L e 4 -t
lim R UC))

n————— (.
n=o0 Jo 1+ [t(4 =)

Esercizio 3 Sia I' la curva definita da
r'={(z,vy,2) eER?: 2242 +22 =1, y=ux},

e si fissi come orientazione positiva su I' quella determinata dal versore
tangente T = (71, T2, 73) tale che 71(0,0,1) < 0. Si calcoli I'integrale curvilineo

/ (F,7)3ds,
4T

ove F ¢ il campo vettoriale definito da

F(I,y,z) = (y —z+ arctanx2, xr—z— sinyQ, r+y— 622)_

Risoluzione

Esercizio 1 Utilizziamo il metodo dei moltiplicatori e consideriamo la
funzione Lagrangiana

N

Zm? — R?

=1

Y

N
2
L(x, ) :Zlonz + A
=1 g

annullandone il gradiente, si ottiene il sistema
o, (ﬁ—)\) —0, i=1,....N
Zij\il x; = R%.

Le prime N equazioni del sistema hanno le soluzioni

1
z; =0 oppure Ty =+ X_L

ove A\ €]0,1[ & il corrispondente moltiplicatore. Quindi un generico punto
stazionario vincolato avra alcune componenti nulle (ma non tutte, avendo



norma euclidea uguale a R) ed altre non nulle, uguali al valore sopra indicato.
Per p = 1,..., N indichiamo con S, I'insieme dei punti stazionari vincolati
che hanno esattamente p componenti non nulle; I'insieme S, ha cardinalita
(];;[ ) Detto A, il moltiplicatore relativo ai punti stazionari di S, si ha

N
1
i=1 P

da cui

R
Ap = r;=— Vx€ES,,

ed inoltre

2
g(x)=(N—-p)ln2+pln = Vx € S,.
14 ==
Dunque g assume N — 1 valori critici, vale a dire

2
g(X)I(N—p)1n2+pln1 = VXE€S, p=1..N

p

Per determinare, fra tutti i valori critici, il massimo ed il minimo di g,
possiamo scrivere per X € .S,

R2 R2 p
g(x)=(N—-—p)ln2+pn2 —pln (1—1— —) — NIn2—-1n (1+_) :
p p
p
osservato che p — <1 + %2> ¢ funzione crescente di p, si conclude che p —

—pln (1 + %) e decrescente e dunque il valore massimo di g si ottiene per
p=1. Quindi

maxg = maxg = NIn2 —In(1+ R?),
1

RA\"
m&ng:rglllvng:]\fln2—ln (1+N) :

Esercizio 2 Possiamo scrivere I'integrale nella forma

! 2 [ta-or"
e O



Per ogni n € N* la funzione integranda ¢ misurabile perché continua salvo
2

che in un punto (il punto 4 — 1). Calcoliamo il limite puntuale: e — 1 per

ogni t € [0,4], mentre t(4 — t) & una funzione non negativa che ha massimo
in 2, dove vale 4; essa vale 1 nei due punti 2 + /3. Pertanto

400 se2—V3<t<2+4+V3,
lim [t(4 — )" = { 0 set€0,2—+3[U]2+V3, 7],
1 set=24++/3.

Essendo ovviamente X 4_1)(f) — 1 per n — oo per ogni ¢ € [0, 4], si deduce
che !

1 se2—\/§<t<2+\/§,
0 setel0,2—+3[U]2+ V3,7,
1/2 set=24+/3;

o o2 HA=DI"
aee " T (A~ 1)

quindi c’e¢ convergenza puntuale dell’integrando. Controlliamo se esso e
dominato: si ha

2 [ta-t" 6, [t4=0 16
CTepa-op = Trpa-gp - MR

Dunque la convergenza ¢ dominata e pertanto possiamo concludere che

4—1 n 24+/3
n 4 J—
lim e%Mdt: / 1dt = 2V3.
n—oo [q L+[t4—t)" 2-V3

Esercizio 3 Possiamo utilizzare due metodi: calcolare direttamente l'inte-
grale curvilineo, oppure utilizzare il teorema di Stokes cercando un’opportuna
superficie regolare Y tale che bX =T, e calcolando il rotore del campo F'.

Primo metodo: poiché
I ={(r,y,2) €ER®: 227+ 22 =1, y =x},

possiamo parametrizzare [' come segue:

1
T=— cost, cost, z=sint, t € [0, 2.

1
y_ﬁ



Il versore tangente indotto e

L. L.
T=|———=sint, ——= sint, cost

V2 V2

e nel punto (0,0, 1), che corrisponde al parametro ¢t = 7, si ha 7y = —\/ié
come richiesto. Inoltre, ovviamente,

ds = \/2'(t)2 + /()2 + 2/ (t)2dt = 1dt.

<0

Dobbiamo allora calcolare il seguente integrale:

/(Fr)d /%[(1 t —sint + arct Sin%)( ! 't)+
s S = —= COS1T — S1n arctan ———= SIn
4T ’ 0 V2 2 V2

+<1 ' int ,sinzt)( 1 ,t)+
— cost —sint — sin ——— sin
V2 2 V2
sin2
+ (\/ﬁcost— eTt> cost}dt =

27
:/ [—sintcost+\/§—
0

; sin?t | . 1 . sin’t
— ——arctan —— sint + — sin
V2 2 V2

Il primo e gli ultimi tre integrali sono nulli per disparita e per periodicita.
Percio

. sin? ¢
sint —e 2 cost|dt.

2
/ (F,7)3ds = V2dt =27 V2.
+I

0
Secondo metodo: poiché I' = b3, ove Fy

Y={(2,y,2) ER*: 222 + 2 <1, y =1z},

possiamo scrivere, grazie al teorema di
Stokes,

/(F,T>3d52/ (rot F,n); do.
+T +

L’orientazione positiva di X va scelta in modo coerente con l'orientazione
positiva di Y. Parametrizziamo >:

——

x:Lcost, y:Lcost, 2 =rsint, re[0,1], t € [0,2n].

V2 V2



Allora la matrice delle derivate ¢

\/Li cost _\/Li sint
\/Li cost _\/Li sint | ;
sint rcost
quindi
( 1 1 0)
n= T =y T = )
V2T V2

e

VEG - F? =r.

L’orientazione indotta da n e tale che, percorrendo I' nel verso positivo, ci si
ritrova n a sinistra; quindi le due orientazioni sono coerenti.
Calcoliamo il rotore di F:

i J k
rot F' = det D, D, D, :
y — z +arctanx® x — z — siny? x—l—y—ez2
quindi
rot F = (2,-2,0).
Pertanto

/&—F<F’T>3d8: [FZ(rotF,mgdG:/OZW/Ol(\/i—l—\/i)'r’drdt:QW\/ﬁ.

Prova scritta del 7 luglio 2014

Esercizio 1 Risolvere i problemi di Cauchy
Y = (2 + 3y?) cost
(i) ; (i)

w(0) = /5 y(0) = 1.

y = 2ycost + 3y* cos’ t

Esercizio 2 Calcolare, se esiste,

001 n
i [ Rt

dx.
n—oo J 1+ na?



Esercizio 3 Sia
D={(z,2) eR?: 2€[0,7], 0 <2 <2—cosz}.

Si calcoli I'integrale

1
——— dxdyd
/E4+Cos2z rayas,

ove F ¢ l'insieme ottenuto ruotando D attorno all’asse z.

Risoluzione

Esercizio 1 (i) Si tratta di una equazione a variabili separabili: quindi
possiamo scrivere successivamente

d
i = costdt,
2 4 3y?
d
—y32 = costdt,
2(1+34?)

1 \/5 .
—arctan\/ -y = sint + ¢,
V6 2"

2
y(t) = \/; tan (\/g(sint +c)).

La condizione iniziale implica infine

2 2
\/;: \/;tan\/éc,

y(t) = \/g tan (\@Sini + %)

(ii) Si tratta di una equazione di Bernoulli di parametro o = 2. Posto quindi
u = i, si ha

3 B s
ossia ¢ = ;7% Pertanto

2
U=——=—- cost — 3cos®t = —2u cost — 3cos’ t.
y Y



Questa equazione lineare ha per soluzione

t
u(t) = e~ 250t {U(O) — 3/ 25108 g3 sds} :
0
Osserviamo che

t t
/ €2smsCOSSSdS:/ 625m5<1—sin28)COSSd3:
0 0

sint 1 T2 r sint
— 2r 1 .2 d — 2r - - —
/0 e"(1—ro)dr = |e 13 + 2) ],

o sint (1 sint sint) 1

4 2 2

5 = 1, si ricava facilmente che

quindi, ricordando che u(0) = ﬁ

. 3 3
u(t) = —e 25t — 1 + §(sin2t — sint),

da cui finalmente

1
t — N .
y(t) Te—2sint — 3 4 3(sin?t — sint)

Esercizio 2 La funzione integranda e continua e non negativa, dunque
I'integrale ha senso. Analizziamo il limite puntuale dell’integrando. Nell’ar-
gomento del logaritmo, per 0 < x < 1 domina il monomio n, mentre per
x > 1 domina la potenza z™: quindi possiamo scrivere

lnn—l—ln(l—i—%) se 0 <z <1,

In(n 4+ 2") = {

nlnx—i—ln(l—kx%) se x > 1,

da cui
Inn+1In(1+ 2
" lim ( "):O se 0 <z <1,
. In(n+2") ) noco 14 na?
n—oo 1 4+ nx? ) nln:p—i—ln(1+%) Inzx
lim r/ — se z > 1.

n—o00 1 + TL:L‘Q ZL‘2



Vediamo adesso se 'integrando ¢ dominato: per x > 1, essendo In (1 + zin)
limitata superiormente in [1, 0o[, si ha
In(n + 2™) <n1nx+A<n1nx+A<lnx A
1+nz?2 = 14+nz?2 — na2 = 22 2%

ove A e un’opportuna costante. Se invece 0 < x < 1 possiamo scrivere,
essendo In (1 + %) limitata superiormente in |0, 1],
In(n + 2" Inn+ A Inn
(nto) _ il < LA< A
1+ nx (14 na?)i(1 + na?)i n4\/— \/'
con B ed A costanti opportune. Si conclude che I'integrando ¢ dominato
dalla funzione sommabile

1 A
—nx:— se0<zx <1
x
9(@) =9 5
—+ A sex>1,

N
e pertanto, in virtu del teorema di Lebesgue, integrando per parti si trova
0 ] n 1 0 ] o 1
lim Mde‘:/OdZE—f—/ ﬂdw—/ —dr =1
n—oo Jo 1+ na? 0 2 1

Esercizio 3 L’insieme D & chiuso in R?, quindi ¢ misurabile; lo stesso vale
per E. il quale puo essere descritto come segue:

E={(z,y,2) e R®: (\/a2+42,2) € D}.
Utilizzando le coordinate cilindriche

x =7 cost
y = rsind,
z =z,

I'integrale da calcolare diventa

1 T 2—cosz 21 r
————— dxdydz = ————d¥drdz =
/4—1—0052 rayaz / / / 4 + cos? z ras

2—cos z 2
9 _
—27r// drdz-w/ ﬂdz:
4—|—0052 o 4-+cos?z
4 —4
_ / cos z + cos? zd 40 =
0

4+ cos? z



Prova scritta del 10 settembre 2014

Esercizio 1 Si consideri la funzione z : R — C cosi definita:
m .
2(t) = / z Y2 e e g
0

(i) Siprovi che z ¢ derivabile.
(ii) Simostri che z risolve un’equazione differenziale lineare omogenea.
(iii) Si determini esplicitamente z.

Esercizio 2 Sia
[:/ e~ @by ty?) g gy
R2 ’

ove b e un parametro reale. Si stabilisca per quali valori di b risulta I < oo,
e in tal caso si calcoli 'integrale.
Esercizio 3 Sia I la curva piana espressa in coordinate polari dalle relazioni

r=9 9€[-mmn.
Si calcoli:
(i) la lunghezza di I';

(ii) T'area della regione A delimitata da T'.



Risoluzione

Esercizio 1 (i) Consideriamo il rapporto incrementale di z in un generico
punto t € R: si ha

z(t+h) —z2(t) _ /Oo =12 g it e —1 dr
0

h © h

1/2 ,—x itx.

L’integrando chiaramente converge per h — 0 a i x'/“ e~ €"*; inoltre esso ¢

puntualmente dominato, in quanto
1 [
- / ir e ds
h Jo

/ 22 e % dy = / 212 e dt < oo.
0 0

Per il teorema di Lebesgue si conclude che z e derivabile con

ihx
=12 gz gite e —1 ~1/2 —x
h

‘ =z e le/Qe_x,

e risulta

2 (t) = z/ 2 e e dy,
0
(ii) Integriamo per parti la relazione che definisce 2/(t): si ha

pr(—1+it) ; o0 .
dt) =i |z P—m — | — —/ =12 pr(=14it) g
“Trit],  2(-1+it) Jo

Il primo termine & nullo, perché per  — oo si ha e*=1*%) — 0. e per . = 0
ovviamente z'/2 = 0; il secondo termine ¢ esattamente —m,z(t). Dunque
vale I'’equazione differenziale ineare omogenea

i

() = T 2(—1+it)

2(t).
(iii) L’equazione ha la soluzione generale
2(t) = 2(0)e o 7t &

Notiamo pero che

2(0) = / z Ve " dy = / 2e " dt = /7,
0 0



ed inoltre

! i i [t—1—is i 1
— | —————ds=—= ds = — arctant — — In(1 + t?).
/0 11 s 2/0 Tz 45 = arctant — o n(1l+t%)

Percio

1 -arctan t
A(t) = VT

(147

Esercizio 2 L’esponente dell'integrando ¢ una forma quadratica reale e
simmetrica, la cui matrice associata A ha autovalori 1+(b|/2. Se 1—1b|/2 < 0,
ossia |[b] > 2, si ha

—b— B2 —14 /-
by +yP <0 <= f<y<+;
T

detto Q I'aperto di R? definito da tali disuguaglianze, 2 ¢ un doppio settore di
misura infinita, nel quale 'integrando ¢ una esponenziale positiva: ne segue

che
b > 2 = I = +o0.

Se b = £2 l'integrale diventa
/ e~ (@£ 2ey+y?) dxdy :/ e~ (@Ey)? dxdy,
R2 R2

e posto, per d > 0,
Q={(x,y) €R?: |z +y| <6}, oppure Q={(x,y) €R?: |v—y| <},

si ha in entrambi i casi
1> / e=? drdy = +00
Q

dato che my(€Q2) = +o00. Percio I = +o0 per |b] > 2.
Invece se |b| < 2 entrambi gli autovalori sono positivi, e quindi esiste o > 0
tale che

by +y° > o(a® +y7)  V(z,y) € R

ne segue

I </ e_g($2+y2)d:pdy < 00.
RQ



Calcoliamo in questo caso l'integrale: una base ortonormale di autovettori
relativi agli autovalori 1 +6/2 ¢ data da

1 b
v = —(1,1), per A\; = 1+§,

S

1 b
Vo = — per Ao =1 — —.

\/5(17—1>7 9

Con il cambiamento di base che manda vy in e; e vy in ey, ossia

u-+v u—v)

(2,y) = T(u,v) = <W e

la matrice A viene diagonalizzata: quindi si ha, essendo Jp =1e T ! =T,

I :/ 6_(x2+bmy+y2)dxdy :/ 6_(1+%)UQ_(1_%)v2dudv.
R2

]RQ

/e_dgdt = \/E Ve > 0,
R C

si conclude che se |b| < 2 risulta

I:/ e(Hg)“Q(lg)UQdudv:/e(Hg)ugdu-/e(l3)”2dv: L
R2 R R 1— %

Esercizio 3 (i) La curva I' e regolare a tratti, perché per ¥ = 0 si ha
r = 1’ = 0. Dalle note formule valide per le curve espresse in coordinate
polari ricaviamo:

T :/ \/r2+(r’)2d19:2/ \/196+9194d19:2/ 99 + 92 do.
- 0 0

Ricordando infine che

Per calcolare questo integrale, scriviamo

Ur) = 2/ 9*V9 + 92 di) = 2/ (9+09%)3/2 d19—18/ (9+9H)Y2dy = I, — 1,
0 0 0



e calcoliamo separatamente I; e I,. Si ha

L = 2/ (9+9%)%2dy =2 [9(9 + 9*)*?] ] — 6/ 939 + 92 dY =
0 0

= 2m(9 + 732 — 3¢(I);

inoltre
" 2\1/2 2\1/217 T 92
L, = 18 9+ dd =18 Y9 + ¥ — 18 ——d¥ =
2 /0("‘ ) [P(9+ 9% /0(9+192)1/2
™ ™ 1
= 187(9 + 72 1/2—18/ 9 + 9%)2q9 162/ S
(94 77) 0( +97) + Ot
2\1/2 /8 1
2
= 187(9+ 7)Y2 — I, + 1621n §+ 1+% :
da cui
2\1/2 m 2
L =919+ 7")/+81ln §—|— 14—?
Mettendo tutto insieme ricaviamo
T 2
UT) =1 — I = 27(9+7%)%2 = 30(T) — 97 (9+7%) /2 —81 In ARk

ovvero




k J

=

(ii) Utilizzando la ben nota formula per 'area di regioni delimitate da curve
espresse in coordinate polari, si ha

1 ™ ™ 7
mQ(A)za/ r2d19:/ 196d19=7r7.
- 0

Prova scritta del 12 gennaio 2015

Esercizio 1 Si consideri la funzione F : R?® — R? cosi definita:

2 +ay—1

e si definisca Z = {(z,y,2) € R*: F(z,y,z) = 0}.

(1) Siverifichi che (0, —1,1) € Z e si provi che esiste un intorno U di (0, —1, 1)
tale che Z N U e immagine di una curva di classe C'*™ della forma

r=ux, y=h(x), z==k), x € [—6,0]
con 0 > 0 opportuno;
(ii) si determini la retta tangente a Z nel punto (0, —1,1);

(iii) si scrivano i polinomi di Taylor di grado 2 relativi alle funzioni h e k,
centrati in 0.

Esercizio 2 Trovare il massimo ed il minimo della funzione

fla,y) = S



nell'insieme K = {(x,y) € R*: 22 <y <1}

Esercizio 3 Calcolare 'integrale

4,4
/xy exp (x Ty ) dxdy.
D TY

ove D={(z,y) eR?: x>0, y >0, 2° <2y, y> <2z}

Esercizio 4 Sia I' la curva del piano zz di equazioni parametriche
r=1t, z=3t t €[0,1],

orientata secondo il verso delle t crescenti. Si calcolino:

(i) lintegrale [./zz+ 3ds,

(ii) l'integrale orientato | | [e*da + (z + 2%) dz],

(iii) l'area della superficie 3 ottenuta ruotando I' attorno all’asse z.

Risoluzione
Esercizio 1 La funzione F ¢ di classe C*° ¢ si ha ovviamente
F(0,—1,1) = 0.

Calcoliamo la matrice DF:

DF(%%Z)Z( vor 22),

20z vy
quindi
-1 0 2
DF(0,-1,1) = ( 01 —1 > .
i 0 2 . . . .. .
Poiché det e —2, per il teorema del Dini possiamo esplicitare in

un intorno U di (0, —1,1) le variabili y e z in funzione della x; in altre parole,
per ogni (z,y, z) € U vale

F(x,y,z) =0 — y:h(l')7
2= Kz,



con h e k funzioni di classe C°; definite in un intorno [—¢, 4] di 0, tali che
h(0)=—1,k(0)=1¢e¢

( e ) o ( ) ) ( e ) |
(ii) In particolare, dalla formula precedente segue che
(it 3 ) (50) =~ (")

{ xh/(x) + 2k(z)k' (x) = —h(x)
k(x)h (z) + h(z)K' (x) = —2z,

ossia

(1)

da cui, per z = 0, segue che h'(0) = k'(0) = % Quindi, la retta tangente a Z
in (0,—1,1), in forma parametrica, ¢ data da

rz=1

y=—1+ %t teR;

z=1+ %t,

equivalentemente, eliminando la ¢ dal sistema precedente, la retta si esprime
in forma cartesiana come intersezione dei due piani

T —2y =2, r—2z=—-2,
oppure, in modo piu canonico, mediante I'uguaglianza

T
DF(0,-1,1) [ y+1 =0,
z—1

ossia come intersezione dei due piani

—r+22=2
y—z=—2.

(iii) Possiamo derivare il sistema (1), ottenendo

{ B (z) + xh”(x) + 2K (x)? + 2k(2)K" (z) = =N (z)
k(x)h"(x) + 2K (x)k' (x) + h(z)k" (x) = =2,



e in particolare, per z = 0,

1+ 2K"(0) = —3
W'(0) + 1 — k"(0) = —2,

da cui ”(0) = =12 ¢ k”(0) = —32. Pertanto i polinomi di Taylor relativi a h
e a k, che denotiamo rispettivamente con p, e pg , sono

1 13 1 3

Esercizio 2 La funzione f ¢ di classe C*°. Annulliamo il suo gradiente:

16z e8@*—v") = @
—32y 8= ¥ = (),

quindi 'unico punto stazionario di f e l'origine, che pero non ¢ interno a
K. La frontiera di K e una curva regolare a tratti, formata dalle due curve
regolari

[ ={y=2* —1<x<1},
Fo={y=1, -1 <z<1},

le quali si incollano nei vertici (—1,1) e
(1,1).
Calcoliamo intanto f nei vertici:

f(=1,1)=1,  f(1,1) =1

Lungo la curva Ty si ha gi(z) = f(z,2%) = @2 la funzione ¢, ha
derivata

g, (z) = @) (162 — 64x7),

ed essa si annulla per = 0 e per x = +4-Y/6 = £2-1/3_ In tali punti si ha
7(0) =1, g (£27%) = exp(2i — 27) = exp3- 25,
Lungo la curva Ty si ha go(z) := f(z,1) = 3@*~V; la funzione g, ha derivata

go(z) = 162 68(‘”2_1),



ed essa si annulla per z = 0, con g3(0) = €%,

In conclusione,

max f = max{1, e, 327 = 327 ~ 43.80567,

m}nf = min{1,e”%, 63'21/3} = e %~ 0.00033.

Si osservi che in questo caso 1'uso del metodo dei moltiplicatori di Lagrange ¢
poco pratico, perché andrebbe applicato due volte (una su ciascun vincolo).
Comunque: per il vincolo y = 2 si ha

L(z,y,\) = @) 1 \(y — 2?),

162 3@ v — 22\ = 0
VL(z,y,\) =0 <= 323 3 L A =0
y = 2.
Se x = 0 la prima equazione ¢ risolta e dalla terza segue y = 0 (e dalla
seconda A = 0). Se x # 0, la prima equazione da A\ = 8e8™* v ¢ dalla
seconda segue allora y> = 1/4, ovvero y = 272/3; la terza equazione ci dice
quindi # = 42713, Si hanno quindi i punti (0,0), (£271/3,27%/3) dove

f(07 O) = 17 f(:l:271/3, 272/3) = exp(27/3 _ 21/3) — 6321/3'
Per il vincolo y = 1 si trova, ancor piu banalmente,
L(z,y,\) = Ba=y) 4 Ay —1),

16z 3@ ") = (
VL(z,y,\) =0 <= —3212 3 L N =0
y=1
Nella prima equazione deve essere x = 0, mentre la terza dice che y =1 (e di
conseguenza A = 32¢~%); si ha f(0,1) = 7. Si conclude esattamente come
prima.

Esercizio 3 Scrivendo l'integrale nella forma

3 3
/ Ty exp (:c_ + y_) dxdy,
D Y Z



e tenuto conto della struttura del dominio D, conviene utilizzare il cambia-
mento di variabili seguente:

Yy
si noti che
3
(z,y)

x Y3

ceD = 0<—<2, 0<=<2 =
Yy X
Poiché inoltre

a2 g
det(“f uy>:det( v y)
Uy Uy

si ha di conseguenza

zo s\ 1
det(x“ x”)z[dd( ) )] =
Yu Yo _y 2y

(u,v) €]0,2]x10,2].

8xy N
Ne segue che il determinante Jacobiano cancella il monomio xy dell’integran-
do, e si ottiene

/ (x4 + 9
TY exp
D Ty

1 (2 [?
) drdy = —/ / e dudv.
8 Jo Jo
Un facile calcolo finale ci dice allora che

/ (x4 + 9
TY exp
D ry

1
) drdy = =(e* — 1)*.
8
Esercizio 4 (i) Si ha

18

5
(ii) Tenuto conto dell’orientazione prescelta, si ha con facili calcoli

/_F[ez de + (v + %) d2]

1 1
/\/:Uz—i—?)ds:/ \/3t4+3\/9t4+9dt:\/ﬁ/ (1+thdt =
r 0 0

1
— / [3e¥t? + 8417 dt =
0




(iii) La superficie di rotazione ¥ ¢ parametrizzata da
r =t cos?, y=t'sind, z=3t, tel0,1], o €]0,2n];

quindi, come si sa,

VEG — F2 = t3V9t4 + 9.

ne segue

1 5 1
a(Z)zQW/ 3t3\/1+t4dt:§ﬂ/ VItrdr=m(2¥% 1)
0 0

Prova scritta del 2 febbraio 2015
Esercizio 1 Trovare il massimo ed il minimo della funzione
f(z,y) = 162° 4+ 16y* — 48z + 24y
sull’insieme
E={(z,y) €R*: |z| > 1, |y| > 1, 2° +9* <4}

Esercizio 2 Determinare, se esiste, il limite

lim

1
—dx.
naoo/R v1+ xr2n
Esercizio 3 Calcolare 'integrale
/ [z 4+ (x — 1) cos ((x — 1)y)] dedydz,
D
ove

D={(ry,2) €ER*: 0<2<2 0<y<4 0<z<4—|z—1[}.



Risoluzione

Esercizio 1 La funzione f e di
clagse C'*°, il dominio E' e descrit- Ly
to nella figura a fianco ed e forma-
to da quattro parti disgiunte sim-
metriche. Tenuto conto della for-
ma della funzione f, sia per il mi-
nimo che per il massimo basta li-
mitarsi a considerare x e y discor-
di in segno: infatti per (z,y) € F
si ha

f(=lal, =lyl) < flzl, =lyD),
Fllsyl) < f(=lzl, Ty])

e similmente

v

f(=l=l, =lyl) < F(=l=], [y]),
Fllls lyl) < flzl, =1yl).

Quindi ci limiteremo allo studio del comportamento di f nelle due regioni
={zeFE: <0<y}, Ey={xeceFE: y<0<uz}.
Cerchiamo i punti stazionari di f interni ad E. In tali punti deve essere
{ folz,y) =322 — 48 =0

fy(,y) =32y +24 =0,

3

e I'unica soluzione di questo sistema e (z,y) = (5, —%), punto che non ap-

partiene ad FE, essendo y < 1.
Cerchiamo i punti stazionari vincolati di f sulla frontiera OF, che e regolare
a tratti ed ¢ composta da sei vertici e dalle sei curve regolari I'y, ..., I'g cosi

definite:

V3, -1];
€ [1,v3];
4 /3,57/3];
;=15

J
7/3,—m/6]

I': z=t, y=1,

&

I'y: z=-1, y=t,
I's: x=2cost, y=2sint,

&

F4I 33':1, y:t,
1

&

I's: z=t, y=-1,

Y

€=
el
el
Sk
el
€[

I's6: = =2cost, y=2sint,



Nei sei vertici si ha, con facile verifica,

f(—=v3,1) =88 + 483 ~ 171.138,  f(—1,1) = 104,
f(=1,/3) = 114 4 24v/3 ~ 155.569, f(1, —/3) = 16 — 24/3 ~ —25.569,
f(1,—1) = —40, f(V/3,— 40 — 48+/3 ~ —43.138.

Poniamo ora g; = fr,, i =1,2,3,4,5,6.

) =
1) =

e Su Ty siha gi(t) = f(t,1) = 16t> — 48t + 40, ¢;(t) = 32t — 48 < 0
sempre in [—/3, —1].

e Su 'y si ha go(t) = f(—1,¢) = 16> + 24t + 64, gh(t) = 32t +24 > 0
sempre in [1,v/3].

e Su I'3 si ha g3(t) = f(2cost,2sint) = 64 — 96 cost + 48sint, g4(t) =
96sint + 48cost = 0 se e solo se tant = %, ossia (cost,sint) =

(—\/lg, %), il punto corrispondente (2cost,2sint) non appartiene ad

E perché l'ordinata e f < 1.

e Su Iy si ha g4(t) = f(1,t) = 16t* + 24t — 32, g4(t) = 32t +24 < 0
sempre in [—/3, —1].

e SuTl;sihags(t) = f(t,—1) = 161> — 48t — 8, g5(t) = 32t — 48 > 0
se e solo se t > %, quindi ha importanza il punto (2, —1) ove si ha
f(G, 1) = —44.

e Infine, similmente a I's, su I's si ha gg(?)

29

= g3(t), e gg(t) = 0 se s solo
se tant = —5, ossia (cost,sint) < —_— ) il punto corrlspondente

(2 cost,2sint) non appartiene ad E perché l'ordinata e —75 > —1.
In definitiva
max f=

— max{88 + 48+/3,108, 114 + 24v/3, 16 — 24v/3, —40, 40 — 48V/3, —44} =
= 88 4+ 48V/3 ~ 171.138,



mentre
min f =
i f

— min{88 + 48v/3, 108, 114 + 24v/3,16 — 24V/3, —40,40 — 48V/3, —44} =
= —44.

Esercizio 2 La funzione integranda e continua e non negativa, dunque
integrabile. Essa converge puntualmente in R per n — oo, in quanto

Inoltre la convergenza ¢ dominata: infatti

1 {1 se 0 < |z] <1

= se x| > 1.

1 1
—— <min< 1, — 7 = f(2).
e { m;—} f@)
Poiché la funzione f e sommabile su R, in virtu del teorema di Lebesgue

possiamo concludere che

1 ! dx
Ellim/—dx:/fxdx:/ 1dx—|—/ — =2+2=4
n—r00 R‘n/1—|—$2” R <> 1 lo[>1 T2

Si osservi che si poteva utilizzare anche il teorema di B. Levi, perché la
successione { f,} & crescente: infatti, utilizzando la variabile continua t > 1
al posto di n, si ha

d 1 d1
— >0 <= ——In(1 20y < 0:
dt (1+ a2)/t = g ) <0
ed in effetti
d1 ot 1 [ tlnz? ot
1 x* 2t 2t
- 21 ) (ln1+x2t —z”In(l+z )) <0.



Esercizio 3 La regione D ¢ un
insieme limitato e chiuso, ed ha
la forma descritta nella figura a N
fianco. La funzione integranda e
continua e dunque sommabile su
D. Dal teorema di Fubini-Tonelli
segue che I'integrale proposto puo

_‘_-_‘_‘_‘—-—-_
. -‘_-_‘_'_‘—-—-_
essere scritto nel modo seguente: /
<

/02 [/04 </04_|m_1| [z + (& — 1) cos ((z — 1)y)] dZ> dy] dz.

Conviene porre x — 1 = t, ottenendo cosi la forma equivalente

P s vomne) ] a

Si osservi adesso che il secondo addendo della funzione integranda e funzione
dispari di ¢, per cui la funzione

L /0 ' ( /O T cos ()] dz) dy

¢ anch’essa dispari, ed ha pertanto integrale nullo su [—1, 1]. Si conclude che
I'integrale da calcolare si riduce a

/11 [/04 (/04_|tzdz) dy] dt,

e in definitiva si ha, essendo l'integrando indipendente da y:

/D [z 4 (x — 1) cos ((z — 1)y)| dedydz =

:4/_11 [/04_|tzdz] dt:2/_11(4—|t\)2dt:

1 1 14
:4/ (4—t)2dt:4/ (16—8t+t2)dt:T8.
0 0




Prova scritta del 12 giugno 2015

Esercizio 1 Si determinino tutte le soluzioni dell’equazione differenziale

6 , 7 , 1, 1 15
+t—2y +t—3y—t—4y:t—2, t > 0.

"

+ —
Y / )
Esercizio 2 Si calcoli I'integrale

ey |z

dxdydz,

ove
E:{(x,y,z)eR?’: x>0, y>0, <\/x27+y2_1>2+22§;1}.
Esercizio 3 Si consideri il campo vettoriale
F(x,y,2) = (e”"2 +y+42z, ¢ +3244x, € +5x+ 6y), (z,y,2) € R
Detta C' la curva definita dalle relazioni
2?4+t + 2% =1, T =1,

si calcoli 'integrale curvilineo

/C (F, 75 ds,

ove T ¢ il versore tangente a C' orientato in modo che 7(0,0,1) = (\%, \%, O).

Risoluzione

Esercizio 1 Si tratta di una equazione differenziale di Eulero. Per risolvere
I'omogenea, si cercano soluzioni della forma y(t) = t*. Poiché

y(t) = at™, y'(t) = ala — 1) 1272,
y"(t) = ala —1)(a =217, y"(t) = ala = 1)(a = 2)(a - 3)t°7,

sostituendo nell’equazione si ha

t*Ha(a —1)(a —2)(a —3) + 6a(a — 1)(a — 2) + Ta(a — 1) +a — 1] =0,



ossia
at —6a’ +11a® — 6o+ 60® —18a% + 120 + Ta’> — Ta+a —1=0,

il che si riduce a a* — 1 = 0. Quindi gli espomnenti o possibili sono a; = 1,
as = —1, ag =1, ay = —1; le corrispondenti soluzioni sono

1 . ) . )
uy(t) =t, uﬂﬂz;, ug(t) = t' = ™t uy(t) =t = et
ma equivalentemente possiamo rimpiazzare us e uy con le funzioni
v3(t) = cosnt, vy(t) = sinlnt.

L’insieme delle soluzioni dell’equazione omogenea ¢ dunque
1 .
Vo=<ct+ e n + c3 coslnt 4 ¢4 sinlnt, c1,c9,c3,¢4 € C .

Per risolvere 1’equazione omogenea, possiamo cercare una soluzione parti-
colare della forma v(t) = At> + Bt + C: infatti, moltiplicando 'equazione
differenziale per t*, si trova

4 y//// + 613 y/// + 72 y// + ty’ —y = 15t2,

ed e naturale cercare come soluzione un polinomio di grado pari al grado del
secondo membro.
Sostituiamo allora v nell’equazione: si trova

14At* + (2At 4+ B)t — (At* + Bt + C) = 152,

da cui

A=1, B=0, (=0,

Dunque v(t) = t* e I'insieme di tutte le soluzioni dell’equazione differenziale
e

1
V= {Clt—i_CQ; + ¢y coslnt + ¢y sinlnt +t2, ¢, ¢, ¢3,¢4 € C}.



Esercizio 2 L’insieme E ¢ la parte
del toro (pieno) contenuta nella regione 4
dove x e y sono positive. In coordinate
cilindriche si ha (z,y,z) € E se e solo
se

T =71 Ccost,

te
y =rsint, %ST’S%

Poiché il determinante Jacobiano vale r, l’integrale proposto diventa

e Ty lz|

Vi-(-1? e Sty sint |z
————dxdydz = / / / rdzdrdt =
E A/ 12+ 12 Vi—r-1)? r
= / / re "8 Slntdt/ zdzdr =
0 0
= - (t-e-12)ar
L 4

Il calcolo di questo integrale e piuttosto noioso ma semplice. Osservato che la
funzione ( — (r — 1)?) & nulla negli estremi di integrazione, si ha, integrando
per parti,

3

[2 [1—e"] G—(r—n?)dr:

2

IS

[N

Njw

ol
wlw

1 1 1
:Z—l—ﬁ—[%r(r—l)—i—%?} :6—2[7’(2’"} :6—367%4—675.



Esercizio 3 Il campo F ¢ di classe C*°; la curva C' € un cerchio massimo
della sfera unitaria di R3. Usando le coordinate sferiche

x =sindcosyp, y=sinvsinyp, 2z = cosv,

ove ¥ € [0,7] e ¢ € [0,27], e imponendo la condizione x = y, ossia cosp =

sin ¢ = j:\lf la curva C si rappresenta come

1 1
r=+—sind, y==+——sind, z=-cost, v € (0,7,

V2 V2

ovvero come

1
r = —=sind ——sind, 2z =cosd, v €0, 27].

V2ot T

Il versore tangente T ¢ allora

V2 V2

e la sua orientazione coincide con quella prescritta, come si vede calcolando
per ¥ = 0. Essendo ds = dv, 'integrale curvilineo vale

T 1 1
F,7)5ds = / {( 19+—S1H79+2C0819)—COS79+
/c< ) 0 V2 V2

sin2 1
+ (e = +3c0819+2\/§sin19) —cos v +
V2

— (eCOSQQ9 + o sind + 3v/2sin 19) sin 19} dv,
V2

e il calcolo appare piuttosto lungo e noioso. In realta, pero, in questa formula
gli integrali che coinvolgono le esponenziali sono nulli, per disparita o per
simmetria rispetto a ¢ = m, mentre quelli contenenti il prodotto sin ¥ cos
sono nulli per disparita. Restano solo quelli che contengono sin® e cos? 1,
funzioni il cui integrale su [0, 27| vale 7. Quindi

(For)sds =7 (V24 —= — —— _3V3) = -3y
¢ V22

1 1
T = <—cosq9 —cosﬁ,—sinﬂ) ,



Osservazione Alternativamente, si puo utilizzare la formula di Stokes, sce-
gliendo una qualunque superficie > cha abbia C' come bordo. La scelta piu
comoda e quella del disco

D={(z,y): 2* +y*+2° <1, x =y},
che e parametrizzato ad esempio cosi:

r r
r = ——=sind, = ——sin?, 2z =rcos?, ¥ €10,2n], re|0,1].
Lssind, y= = 0.27), e
Notiamo che il vettore normale a D e il vettore normale al piano x = y, e
quindi & +(1, —1,0); affinché le orientazioni di n e di T siano coerenti, si vede
subito che occorre scegliere (—1,1,0). Il versore normale a D ¢ dunque

( 1 1 0)
n={\-——7«/,—r—, ;
V2 V2
mentre l'elemento d’area ¢ ovviamente (trattandosi di una regione piana in-

tegrata in coordinate polari) do = r drdd.
Osserviamo inoltre che

i J k
rotF(z,y,z) = det D, D, D, =
ex2—|—y+22 e’ + 3z + 4z 622+5x+6y

— (3,-3,3).

Dunque si ha

(F,7)3ds = [ (rot F,n)3do = 1 QWMrdﬁdr:—S\/ﬁw.
e | bl

Prova scritta del 2 luglio 2015

Esercizio 1 Calcolare, se esiste,

: 2 2w In(1 + nz)
lim _—
n—oo [y 1+ n2x3

dz.

Esercizio 2 Poniamo B = {(z,y) e R*: 22 +¢y* <1} e

q)A,u(xay) - (a:+)\y3,y—,ux), (.TJ,y) €R2'



(i) Posto
F={(w) R : X+ <1},

si verifichi che per ogni (A, ) € F I'applicazione @) , ¢ un diffeomorfi-
smo definito su B sulla sua immagine

Er,=®,,(B) = {(u,v) e R*: I(z,y) € B: (u,v) = Py ,(z,9)}.

(ii) Per (A, p) € F si calcoli la misura 2-dimensionale dell’insieme E) ,.

(iii) Si determinino il massimo ed il minimo della funzione my(E), ,,) nell'in-
sieme [

Esercizio 3 Sia X la superficie costituita da tutti i segmenti che uniscono
lorigine (0,0, 0) ai punti della curva I' = {(J cos ¥, ¥sin 9, 9) : ¥ € [0, 7]}. Si
calcoli I'area di X.

Risoluzione

Esercizio 1 Per ogni n > 1 la funzione integranda e continua, positiva e
limitata in [0, 2], dunque sommabile. Inoltre

. xwIn(1+ na)
lim —————=
n—oo 14 n2z3

=0 Vze€l0,2],

dato che, con x > 0 fissato, 2= tende a 1 mentre In(1+nz) & un infinito (per
n — o) di ordine strettamente maggiore rispetto a n?z3.
Vediamo se la convergenza ¢ dominata. Possiamo scrivere, per ogni z € ]0, 2],

3
= n:L’Q’

NI

1+n%2® = (1+ n2x3)% (14 n2x3)% > (nzxg)% -1
da cui, essendo In(1 + nx) < nz,

o In(1 + nz) < 2w na < 2
1+ n2z3 - n;p% B :p% '

Dato che la funzione all’'ultimo membro ¢ sommabile su [0,2], possiamo
concludere che

2 %l 1 2
5 lim wdm:/ 0dz = 0.
0

n—o0 Jq 1+ n2x3



Esercizio 2 (i) Fissata una coppia (A, 1) € F, dobbiamo provare che @, ,
¢ iniettiva su B: quindi, che per ogni (u,v) € R? il sistema,

T+ S =u
y — px =,

ha al pit una soluzione (z,y) € B. In effetti, se (z1,y1), (x2,92) € B sono
soluzioni distinte di questo sistema, allora posto r = x; — 29 e y = y; — Yo Si
ha, per differenza,

z+Ay(yi + yiy2 +y3) =0
y— px = 0.
Quindi, sostituendo la seconda equazione nella prima, si ha

[l 4+ Au(y; + yiys + v3)] = 0;

ora, se x = 0 si ricava anche y = 0, il che da la tesi; proviamo che I’altro
fattore 1 + Au(y? + y1y2 + y3) non & nullo. Se fosse nullo, avremmo

1= —Au(yi +v1ye +v3) < Myl + yaye] + v2l?);

ma, essendo |y;| < 1 e |ya] < 1, otterremmo

1= —=Mu(y? + niye +u3) < 3[A||ul.

D’altronde, dato che (A, u) € F risulta

3 9
Bl = 2N lul < X* + Jp* =1,

e pertanto si dedurrebbe

1= —Au(yi +v1ye +v3) < [Mul(yi? + |yaye] + vel?) < 3|A[|u < 1:

Questo ¢ assurdo. Cio mostra che ®, , ¢ iniettiva su B, dunque bigettiva
sull'immagine, per ogni (A, u) € F.
Adesso mostriamo che CIDXL ¢ di classe C' su B per ogni (A, ) € F. Si ha

1 3\ )

D(bA,N(:U?y) = ( — I 1



quindi
det D®) ,(z,y) = 1+ 3 \uy® > 1 —3|A|[july® > 1 —y* >0,

in quanto y* < 1 in B e 3[A||p] < 1. Quindi la matrice D®, ,(z,y) &
invertibile per ogni (z,y) € B, e dunque

EI[D@;L] (u,v) = [[DPru(z,y)] "] V(u,v) € Ey,, .

(@.9) =%}, (w0)

Quindi @;L ¢ di classe C! e pertanto @, , ¢ un diffeomorfismo fra B e I'im-
magine Iy ,.

(ii) Per il teorema di cambiamento di variabili,

ma(Bs) = |

Utilizzando le coordinate polari, si ricava facilmente

1 dudv = / |det DOy ,(z,y)|dxdy = / (1 + 3\uy?)dzdy.
B B

A1

2 1
mo(Ey ) = / / (1 + 3\pur?sin® 9)r drdd = m + %TW/\M-
o Jo

(iii) Occorre trovare il massimo e il minimo della funzione g(\, p) = 7+ 25 Ap
su F. Chiaramente, I'unico punto stazionario interno a F' ¢ l'origine, il quale
¢ punto di sella. Sulla frontiera di F' si ha A = cost, yu = %sint, t€|0,27], e
quindi

2 . T ) m
g cost,gsmt :7T+§cost51nt:7r+zsm2t.

Ovviamente, g ha massimo per t = 7 et = %, dove il seno vale 1, e ha

minimo per t = %’r et= %’r, dove il seno vale —1. Si ottiene cosi

5m 3
E = — 1 E = —.
e maB) =0 i) =

Esercizio 3 La superficie X si descrive cosi:

x =119 cos?
¥ =0([0,1] x [0, 7]), o:4 y=td0sind t€0,1], ¥ € [0,7].
z =t1,



Dunque si ha
Y cos? t(cosv — Jsind)
Do = | ¥sintd t(sind+vdcos?) |,
Y t

da cui
E = |oy|3 = 2097, G = |ogl; = t*(¥* + 2), F = (o 0y9)3 = 2t0.
Percio 'elemento d’area e

do = /2022(92 + 2) — 4202 dtdd = V2t 9? ditdV.

T 1 2 ™ 3
a(z):\/i/ / t192dtd19:£/ Pt = .
o Jo 2 Jo 3v/2

Prova scritta del 2 settembre 2015

Percio

Esercizio 1 Si determinino tutte le soluzioni del sistema differenziale
o' (t) = 2x(t) + 2y(t) + 2(t) + €’
y'(t) = x(t) + 3y(t) + 2(t) + * teR.
Z(t) = (t) + 2y(t) + 22(t) + ¥,

Esercizio 2 Trovare, se esistono, il massimo ed il minimo della funzione
xy?

[, y) = P

nell’insieme

D ={(z,y) e R*\ {(0,0)}: >0, y>0, 0<ay <1}

Esercizio 3 Posto
E={(z,y,2) e R®: 2”7 +y*+ 2> <100, 2* + y* > 25},

si calcoli I'integrale triplo

(«* +4°)2



Risoluzione

Esercizio 1 Calcoliamo anzitutto gli autovalori della matrice A dei coeffi-
cienti: deve essere

2—\ 2 1
det(A — \I) = det 1 3-x 1 =N+ —11A+5=0,
1 22—

il che (cercando fra i divisori interi del termine noto 5) ¢ vero se A = 5; infatti
—125+4 175 — 55+ 5 = 0. Dividendo con la regola di Ruffini si trova

N T+ 1A =5 = (A =5)(A\2 =2\ + 1),

e pertanto, oltre a A\; = 5, vi & 'autovalore doppio Ay = A\3 = 1.

Con calcoli pressocché banali si verifica che un autovettore relativo all’au-
tovalore A\ = 5 ¢ vi = (1,1,1), mentre "autospazio relativo all’autovalore
doppio Ay = 1 ha dimensione 2, ed una sua base e costituita dai vettori
vy = (2,-1,0) e vz = (1,0, —1).

Lo spazio delle soluzioni del sistema omogeneo ¢ dato da

Vo = {C1V165t + (covo + C3V3)€t, c1,¢2,c3 € R},

ossia o .
cre” 4+ (2¢5 + c3)e
Vo = c1e’t — coet D cp,0,03€R
c1et — csel

Una soluzione particolare u(t) del sistema non omogeneo si ottiene conside-
rando la matrice Wronskiana

5t

et et et



come si sa, deve allora aversi

Con facili calcoli si ottiene det W (t) = 4e™ e di conseguenza

o2t 9p2 o2t et 9p—Bt o=t
1 1
W) t=e ™| 8t —2e8t 8 =7 et -2t et
eft 2ebt _3eb et 2et —3et
Pertanto
et 9p—Bt =Bt ot o=t | 9p—3t 4 o2t
1 1
dty==| et —2¢t e e | == 1—2¢" +e*
4 4
et 2t —3et et 1+ 2et — 3e*
cosicché 14t 1,3t 1_-2¢
1€ 6¢ e
o t 1.t 1.2t
c(t) = i~ 3¢ tge :
t 1.t 3 2t
1 T3¢ — 3¢
ed infine, con qualche semplificazione,
1t Bt t 2.2t 1 3t
66 t7¢6 — 3¢ 1€
_ _ 1ttt 1.2t 1,3t
u(t) = W(t)c(t) = g — g€ +3e i€
1ttt 2.2t 1,3t
166 — 1€ — 3¢t 3¢
L’insieme delle soluzioni cercato ¢ in definitiva
5t oL\t 3ttt 2.2t 1.3t
e + (2c0 4¢3 — &) et + et — Ze le
1 t 1 1
V= C1€5t — (C2 — E) et — Zet + §€2t — Z€3t I C1,C2,C3 € R
5t LY ¢ttt 2.2t 1.3t
cie —(c;;—E)e—Ze—ge + z€



Esercizio 2 La funzione f ¢ non negativa su D. Cerchiamo anzitutto gli
eventuali punti stazionari di f interni a D. Si ha, con facili calcoli,

498 32>
(x4 4y°)?" (x +493)2 )’

Vi(z,y) = (

e il sistema V f(z,y) = 0 ha in D solo le soluzioni (x,0) con z > 0: tutti
punti che si trovano sulla frontiera di D. In questi punti comunque, come
anche nei punti di frontiera (0,y) con y > 0, la f si annulla e pertanto gli uni
e gli altri sono tutti punti di minimo assoluto. Si noti che f & prolungabile
con continuita nell’origine, assegnandole il valore 0: infatti, essendo 0 <
f(z,y) <z,
- <x,y>%<3,1§il (z,y>eDf (#,9) =0.

La frontiera di D ¢ costituita dalle due semirette {(0,y) : y > 0} e {(z,0) :
x > 0}, in cui come abbiamo appena visto f = 0, e dal ramo di iperbole
I'={(x,y): x>0, y>0, vy =1}. Vediamo cosa accade nei punti di I:
consideriamo la Lagrangiana

3

L(z,y,\) = + AMzy — 1), x>0, y>0.

ry
x + 4y?

Annullando il gradiente di L si ottiene

( 4y6
@rapyp PO
3$2y2
@ragy Y
| 2y = 1.
Ricavando A si trovano le condizioni
4q/° 3xy?

(z+4y%)%  (z+4y°)%

da cui 4y° = 3zy? e dunque = 5 ¢*; la condizione zy = 1 implica allora



e si ha infine I'unico punto

Q/Z C/g
Tr = — — —_
3 Y y 4 )
dove, con calcolo noioso,

Osserviamo che quando xy = 1 risulta

3 2

Ty Y , 1 4
O < g g < m _— .

dunque si ha

1 1
lim -, = lim -, =0.
y—o0, (z,y)€D f <y y) y—0 f (y y>
Pertanto, poiché in I vi € un solo punto stazionario vincolato, esso deve essere
necessariamente il punto di massimo assoluto di f in tutto D. In definitiva

31
ml%nf =0, max f =

D 82

Esercizio 3 L’insieme E e costituito dalla sfera piena di centro 1’origine e
raggio 10, scavata al suo interno e privata dei punti del cilindro di asse z e
raggio 5. In coordinate sferiche, F e descritto da

x = rsindcos g
y =rsindsinp
z = rcost,

ove ¢ € [0,27] mentre (r,9) sono delimitati dalle condizioni 25 < r2sin?4,
r? < 100: quindi si ha

5
<r<10
sinﬁ_r_




con il necessario vincolo sin > %, ossia

0 <r <10 %T

sind — T =vs

e

Si ha allora, non essendovi dipendenza da ¢,

2 2)1 5T .10
/ M dxdydz = 27?/ ' / rsin? O drdd =
E % sig'ﬂ

:152+y2+22
57 57
3 25 . 50
:w/ﬁ (100—7) SinzﬁdﬁleOW/G sin? 9 di) — = 7% =
z sin® ¥ x 3
50 50
:507T[19—Sin19C0819]: —§7T2:§7T2—|—25\/§7T.
5

Prova scritta dell’11 gennaio 2016

Esercizio 1 Risolvere il problema di Cauchy
u'+iu —u=ir+1, zx€R,
u(0) =1, /(0) = —i.

Esercizio 2 Posto
T
D=<(r,y) eR?: 2> +4°<1, —=< Sx},
{( ) y 75 =Y

si consideri la funzione

ryarctan 2 se (v,y) € D\ {(0,0)}
fle,y) =
0 se (z,y) = (0,0).

(1) Si verifichi che f ¢ differenziabile in D e si scriva il gradiente di f nel
punto (0, 0).

(i) Si trovino i punti di massimo e di minimo di f in D e si calcolino il
valore massimo e il valore minimo di f in D.

Esercizio 3 Sia ¥ la superficie definita dall’equazione cartesiana

z = sin(z +y), 2| + Jy| < 7.



e
N
SN—
SN—

(i) Si scriva 'equazione del piano tangente a % nel punto (%, T (

/ |z| ds.
s

Esercizio 1 L’equazione caratteristica associata all’equazione omogenea ¢

(ii) Si calcoli I'integrale superficiale

Risoluzione

AN 4+id—1=0,

e le sue soluzioni sono

A\ =

—z’i\/i2+4_i\/§ i
2 T2 2

Percio le soluzioni dell’equazione omogenea sono tutte le funzioni

V3 _ i

V3 _ i

016(2 2>z—|—62€< 2 2>z, c1,c0 € C.

Cerchiamo una soluzione dell’equazione non omogenea che abbia la forma
u(x) = ax + b. Si ha allora v/(x) = a e v’(x) = 0, da cui, sostituendo,
ta—ax—b = 1ix+1. Dunque a = —i e b = 0. Quindi le soluzioni dell’equazione
differenziale sono tutte e sole le funzioni della forma

V3 _ i

cle<2 2> +02e(_¢2§ ;> —ix, c1,c9 € C.

Imponiamo infine le condizioni iniziali. Si deve avere

1IU(O)ZC1+CQ, —i:u’(()):(?—%>01—<\/—§+2>c2—2’,

ossia \/_
3
c1+co=1, 7(01—02)——(014—62):0;

pertanto ‘
7
C1 + Cy = 1, \/5(01 — 02) = 57



da cui ) )
1 7 1 1

==+ —, Cp==———.
T2 93 T2 93

Si conclude che la soluzione del problema di Cauchy e

u(r) = (% + 2%> L7 3)r (% - 2\1/3) e(-

o

Esercizio 2 (i) Il dominio D ¢ rappresentato nella figura sottostante.

A

Dato che nei punti (z,y) € D si ha x = 0 se e solo se (z,y) = (0,0),
la funzione f ¢ certamente differenziabile in D \ {(0,0} perché prodotto di
funzioni differenziabili. Per quanto riguarda 1’origine, essendo

y T
|f(z,y)| < Ifcy|arctan5 <35 |2y,

si ha

f(z,y) = o(n/2%2 + y?) per /a2 +y?2 — 0,



e dunque f ¢ differenziabile in (0,0) con V f(0,0) = 0.
(ii) I gradiente di f &

2 2
) Ty ) yx
Vf(z,y) = | yarctan = — ——— xarctan = + .
f(@y) (y z 2?4 y? T x2+y2>
Si puo osservare che la seconda componente del gradiente ¢ sempre positiva
nell’interno di D, quindi f non ha punti stazionari interni a D.

Vediamo cosa succede sul bordo di D. Nel vertice O = (0,0) si ha f(0,0

per definizione. Negli altri due vertici P; = < 75 \f) e P, = (— %)

1 1 1 31 3 1
f(— —) :—arctanlzg, f<£ —) ziarctan—zi.

V2'V2) 2 272 4 V3 8V3

Sul segmento OP; si ha

f(z,2) = z*arctan 1 = %ﬁ

e questa funzione & crescente: quindi ha minimo in O e massimo in P;.
Similmente, sul segmento OP; si ha

f < x > ., . 1 T
r,— | = —=z arctan —= = ——=x~,
V3 V3 V3 6v3
e questa funzione & crescente: quindi ha minimo in O e massimo in Ps.
Infine sull’arco P P, si ha, parametrizzando in coordinate polari, z = cos,

y = sin? e dunque f(z,y) = ¢ cos? sind, con ¥ € |Z,Z

671[3 dunque, la
derivata vale

cos?¥ sind — 9 sin® 9 + 9 cos? ¥;

dato che £ <9 < 7, si ha cos? ¥ > sin? ) e pertanto tale derivata e positiva.
Quindi sull’arco P; P, la funzione f ¢ massima in P; e minima in P,. Si
conclude che f ha massimo assoluto in P} e minimo assoluto in O, ossia

minf = f(0,0)=0,  maxf= f(\/_ \}_)

Esercizio 3 (i) Posto f(z,y) =sin(z +y), si ha f (3,2) =

fo(z,y) = fy(z,y) = cos(x +y),

00|>1

; inoltre

s



da cui f, (—, —) (g %) \/Li; dunque 'equazione del piano tangente
’r

al grafico di f (g %)

R ()

(ii) L’elemento d’area ¢

ds = /14 |V f(z,y)]2dedy = \/1 + cos?(x + y) dady,
e pertanto, posto F = {(z,y) € R? : |z| + |y| < 1}, si ha

/\z\ds:/ | sin(x + y)|/1 + cos?(z + y) dzdy.
> B

Per calcolare questo integrale conviene cambiare variabili: quando (x,y) € F,
le quantita u =z 4+ y e v = y — x si muovono entrambe in [—, 7. Inoltre

Uy Uy \ 1 1\
det(vx vy>_det(—1 1)—2 V(z,y) € E,

det < Uz Uy >'
Uy Uy

1 ™ ™ ™
\z|da:§/ / |sinu|\/1+2czos2ududv:7r/ | sinu|v'1+ 2 cos? udu;

™ 1
|z|do = 27T/ sinux/l—{—?cos?udu:%r/ V1+2s2ds =
0 -1

1 V2
= 47r/ \/1+232ds:2\/§7r/ V14 t2dt.
0 0

Poiché una primitiva di v1 + % ¢ £v/1+ 2+ $In(t + V1 + 2), si ottiene

/ 2| do = 2V/2n [tm T2t VIt tz)}; = 2v27[V6 + In(v2 + V3)).



Prova scritta del 3 febbraio 2016

Esercizio 1 Risolvere il problema di Cauchy
u" —u" — v+ u=8xe* xR,
u(0) =0, «/(0)=1, «"(0)=0.
Esercizio 2 (i) Provare che la funzione

14 a2

g9(s, )

¢ sommabile su [0, oo X [0, 00| .

(ii) Definite per s > 0 le funzioni

fe) = [ osads, )= [ ats.0)d

si provi che la successione {f,,} converge a f puntualmente in [0, o[, e che

o

lim (f — fn)ds=0.

n—o0 0

Esercizio 3 Sia D il compatto di R? delimitato dal piano z = 2 e dalla
superficie 3 generata dalla rotazione del grafico z = V1 + 22 — 1, ove 0 <
x < 24/2. Si calcoli I'integrale

2%y
————— dxdydz.
s e

Risoluzione

Esercizio 1 L’equazione caratteristica associata all’equazione omogenea e
NN +1=0;

si riconosce che A = 1 ne e una radice, e si vede facilmente, dividendo il
polinomio caratteristico per A — 1, che le altre due sono 1 e —1. Quindi
abbiamo le radici

A1 = 1 (doppia), Ao = —1.



Percio le soluzioni dell’equazione omogenea sono tutte le funzioni
cre’ +cepxe’ +ege e, ¢, cg3 € C.
Cerchiamo una soluzione dell’equazione non omogenea che abbia la forma
u(z) = z(ax + b)e™,

visto che —1 e radice semplice del polnomio caratteristico. Si ha allora, con
facili calcoli,

u(z) = e *(ax?® + bx)
u'(z) = e *(—ax® + 2ax — bz + b)
u"(r) = e7%(ax® — dax + br + 2a — 2b)
u"”(x) = e *(—az® + 6ax — bx — 6a + 3b)

da cui

8re ™ = e *(—az’®+ 6ar — bx — 6a + 3b — az® + 4ar — bx — 2a + 2b +
+az® — 2ax + bx — b+ ar® + bx)
= e “(8ax — 8a + 4b),

e dunque deve essere a = 1 e b = 2. L’insieme delle soluzioni dell’equazione
non omogenea ¢ dunque dato da tutte le funzioni della forma

u(x) =cre" +cre’ +ege ™ + (2° +2x)e ",
Per imporre le condizioni iniziali cominciamo con lo scrivere

u(x) =cre* + e +cre” —cze "+ (2 —2%)e 7,
u(x) =cre” +2ce" + core® +cze ™ + (2% —dx — 2)e?,

u"(x) =c1e” +3ce” + care’ —cze  + (—x? + dx)e ",

Allora otteniamo

0 U(O):Cl+03
U/(O) :Cl+CQ—C3+2

1=
OIU,/(0)261+202+63—2



da cui il sistema

cp+c3=0
c1+c—cyg=-—1
20 —2=0
e dunque ¢; = —c3, cg = —1 + 2¢3, co = 1, ossia
c3 =1, co =1, c, = —1.

Percio la soluzione del problema &
u(z) =e"(x—1)+e  (@* +2z+1)=c"(z — 1) + e "(z +1)%

Esercizio 2 (i) La funzione g & non negativa. Per il teorema di Fubini-
Tonelli

o0 1 o0
/ g(s,z)dsdr = / 5 (/ e‘sﬁds) dv =
[0,00[ % [0,00] o l+x*\Jo

[t [ e
= ————=ar = — du < 0.
o l4+22y/x o l+ut

(ii) Sia x[,n la funzione indicatrice di [0, n], ossia

1 se0<x<n
X () = 0 sex >n.

Risulta ovviamente 0 < x[0.n] < X[o,n+1); Pertanto per ogni s > 0 si ha
Fl) = [ a5 nam@) o < [ glo,2)x0me1(@)dr = fua(s)
R R
Le funzioni integrande g(s, )Xo, () sono positive e formano una successione

crescente che converge a g(s, ) x[0,00[- Dal teorema di B. Levi ricaviamo allora
la convergenza puntuale in [0, co[:

lim f,(s) = /000 g(s,x)dr  Vs>0.

Poniamo adesso f(s) = [;° g(s,z)dz, ed osserviamo che la funzione f &
sommabile in [0, co[, in quanto

/ f(s)ds = / g(s,x)dsdr < +00,
0 [0,00[ x[0,00[



come abbiamo visto in (i). Dato che f, — f puntualmente in [0, 0o[, e dato
che risulta

0< f(s) = fuls) <2f(s) Vs >0,
la convergenza di f,, a f € dominata. Ne segue, per il teoorema di Lebesgue,

lim [ (f— f)ds=0.

n—o0 0

Esercizio 3 L’insieme D ¢ descritto nella figura sottostante.
[ 9

Come ¢ naturale, risulta /1 + 22—1 = 2seesolose r = +924/2. In coordinate
cilindriche = rcos?, y = rsind, z = z l'insieme D ¢ descritto dalle
relazioni

VIidrz—1<2<2, 0<r<2V2, 0<9<or



Dunque

72 y2 5 2 p2v/2  p2
/ T g drdydz = / / / 2r cos® ¥ sin ¥ dzdrdd =
p (#* +y?) 0o Jo VItri-1

2 22 22 2
= / cos? ¥ sin? 19d19/ r [—] dr =
0 0 2] i

1 (27 2v/2 r
_ —/‘sm%wdﬂ/‘ —(4—(v1+r2—1f)dr:
1), ) 2

 [2V2
= g/ (2r—r3+2rm)dr:
0

™ 7‘4 2v2 8
= 3 Pﬂuﬂ +/\ﬂ+tﬁ =
0

0
8

@—1®+g{§u+mﬂo_



