Esame di Analisi matematica A - Informatica
Prova scritta del 9 gennaio 2003 - Tema n. 1

Prima parte

Esercizio 1 Trovare, se esistono, i numeri z € C tali che

=4z + 1.
o 1z +

Esercizio 2 Dimostrare che

Z<m+k):(m+n+1) Vm.n e N,
k n

k=0

Seconda parte

Esercizio 3 Siaa € R esia f: R — R definita da f(z) = 2 — az® + z.
(i) Stabilire per quali a € R la funzione f ¢ surgettiva.
(ii) Stabilire per quali a € R la funzione f & iniettiva.

(iii) Stabilire per quali @ € R la funzione f ¢ invertibile con inversa deriva-
bile. e in tal caso si calcoli (f~1)(0).

Esercizio 4 Si calcoli, se esiste, il limite

1—cosvt _ 1—1¢t/2
lim ¢ / .
t—0+ t2

Terza parte

Esercizio 5
(i) Per ogni n € N si scriva la soluzione u,(x) dell’equazione differenziale
ul (2) = —n’u,(z) + sinw

che si annulla nel punto z = 0.

(ii) Per ogni z € R si determini il comportamento della serie Y~ u, ().



Esame di Analisi matematica A - Informatica
Prova scritta del 9 gennaio 2003 - Tema n. 2

Prima parte

Esercizio 1 Trovare, se esistono, i numeri z € C tali che

=z + 1.
1 12 +

Esercizio 2 Dimostrare che

i(—l)’“(?) = (—1)"(m; 1) VYm,n € N con 0 < n < m.

Seconda parte

Esercizio 3 Siaa € Resia f: R — R definita da f(z) = 2 + az® + .
(i) Stabilire per quali a € R la funzione f & surgettiva.
(ii) Stabilire per quali a € R la funzione f & iniettiva.

(iii) Stabilire per quali @ € R la funzione f & invertibile con inversa deriva-
bile. e in tal caso si calcoli (f~1)(0).

Esercizio 4 Si calcoli, se esiste, il limite

eV 1y
hm —_— .
t—0t t2

Terza parte

Esercizio 5
(i) Per ogni n € N si scriva la soluzione u,(z) dell’equazione differenziale
ul (r) = —n’u,(z) + cos
che si annulla nel punto z = 0.

(ii) Per ogni z € R si determini il comportamento della serie Y~ u, ().



Esame di Analisi matematica A - Informatica
Prova scritta del 9 gennaio 2003 - Tema n. 3

Prima parte

Esercizio 1 Trovare, se esistono, i numeri z € C tali che

—iz— 1.
Z—|—2 (74

Esercizio 2 Dimostrare che

" [k 1
Z( ):(n—i— ) VYm,n € N con m < n.
m m+1

k=m

Seconda parte

Esercizio 3 Siaa € Resia f: R — R definita da f(z) = ax® + 22 + z.
(i) Stabilire per quali a € R la funzione f ¢ surgettiva.
(ii) Stabilire per quali a € R la funzione f & iniettiva.

(iii) Stabilire per quali @ € R la funzione f ¢ invertibile con inversa deriva-
bile. e in tal caso si calcoli (f~1)(0).

Esercizio 4 Si calcoli, se esiste, il limite

o €Y 1412
t—0+ 12 '

Terza parte

Esercizio 5
(i) Per ogni n € N si scriva la soluzione u,(x) dell’equazione differenziale
ul (r) = —nu,(z) — sinx

che si annulla nel punto z = 0.

(ii) Per ogni z € R si determini il comportamento della serie Y~ u, ().



Esame di Analisi matematica A - Informatica
Prova scritta del 9 gennaio 2003 - Tema n. 4

Prima parte

Esercizio 1 Trovare, se esistono, i numeri z € C tali che

=1z — 1.

z—2
Esercizio 2 Dimostrare che

i(—l)’“@lji) = (-1 (ZL) Vm,n € N con n < m.

k=n

Seconda parte

Esercizio 3 Siaa € R esia f: R — R definita da f(x) = az® — 2 — .
(i) Stabilire per quali a € R la funzione f & surgettiva.
(ii) Stabilire per quali a € R la funzione f & iniettiva.

(iii) Stabilire per quali @ € R la funzione f & invertibile con inversa deriva-
bile. e in tal caso si calcoli (f~1)(0).

Esercizio 4 Si calcoli, se esiste, il limite
e s VE_ 1 4 ¢

lim
t—0t t2

Terza parte

Esercizio 5
(i) Per ogni n € N si scriva la soluzione u,(z) dell’equazione differenziale
ul (2) = —nuy(z) — cosx
che si annulla nel punto z = 0.

(ii) Per ogni z € R si determini il comportamento della serie Y~ u, ().



Soluzioni
Esercizio 1

Tema n. 1 L’equazione proposta equivale, come si verifica immediatamente,

aiz(z + 1) = —1, ossia a i|z|* + iz = —1. Scrivendo z = a + ib, essa ¢
equivalente a i(a® + b*) + i(a — ib) = —1, cio¢ al sistema

a’>+b0>+a=0

b=—1,

risolvendo il quale si ottiene ’equazione a® 4+ a + 1 = 0 che non ha soluzioni
reali. Pertanto l’equazione proposta non ha soluzioni.

Tema n. 2 L’equazione proposta equivale, come si verifica immediatamente,
aiz(z—1) =1, ossia a i|z|> —iz = 1. Scrivendo z = a+1b, essa ¢ equivalente
ai(a®+ %) —i(a —ib) = 1, cio¢ al sistema

a2+ —a=0
b= 1,

risolvendo il quale si ottiene ’equazione a?> — a + 1 = 0 che non ha soluzioni
reali. Pertanto I’equazione proposta non ha soluzioni.

Tema n. 3 L’equazione proposta equivale, come si verifica immediatamente,
a2z =1iz(z+2) — 2, ossia a 2z = i|z|* + 2iz — 2. Scrivendo z = a + b, essa
¢ equivalente a 2(a + ib) = i(a? 4+ b*) + 2i(a — ib) — 2, cioe al sistema

2b = a® + b* + 2a
b=a+1,

risolvendo il quale si ottiene 1’equazione 2a% + 2a — 1 = 0 che ha le soluzioni
a = %\/g Pertanto I'equazione proposta ha le soluzioni

v+l V3-1 Lo V31 VBl
2 2 2T 2
Tema n. 4 L’equazione proposta equivale, come si verifica immediatamente,
a2z =1z(z — 2) + 2, ossia a 2z = i|z|? — 2iz + 2. Scrivendo z = a + ib, essa
¢ equivalente a 2(a + ib) = i(a® + b?) — 2i(a — ib) + 2, cio¢ al sistema
2b = a*>+ 0% — 2a
b=—a+1,

21 =
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risolvendo il quale si ottiene I'equazione 2a® — 2a — 1 = 0 che ha le soluzioni
a = %‘/3 Pertanto I’equazione proposta ha le soluzioni

V3+1l  V/3-1 V3—-1 /3+1
T T Ty T

Z9 =

21

Esercizio 2

Tema n. 1 Ragioneremo per induzione su n. Se n = 0, si ha

(@)==C")

quindi l'uguaglianza e vera per qualunque m € N. Se poi 'uguaglianza vale
per un intero positivo n e per qualunque m € N, allora

n+1 n
Z <m2_ k) = Z (m;— k) + (m :f ;L 1) = (per ipotesi induttiva)
k=0 k=0

 (m4n+1 m+n+1\ [(m+n+2

_( n )+( n+1 )_( n+1 )’
il che prova 'uguaglianza per 'intero n + 1 e per qualunque m € N. Per il
principio di induzione, la tesi e vera per ogni n € N e per qualunque m € N.

Tema n. 2 Ragioneremo per induzione su n. Se n = 0, si ha

cor(f) == (")

quindi I'uguaglianza ¢ vera per qualunque m € NT. Se poi I'uguaglianza
vale per un intero positivo n e per qualunque m € Nt con m > n, allora se
n+1 < msiha

Seo(7) = Sen () s ) -

k=0 k=0
(per ipotesi induttiva)

(")) -
= e () ) e (),
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il che prova l'uguaglianza per Iintero n + 1 e per qualunque m € N con
m > n + 1. Per il principio di induzione, la tesi ¢ vera per ogni n € N e per
qualunque m € Nt con m > n.

Tema n. 3 Ragioneremo per induzione su n. Sia m € N: se n = m, si ha

() =1=()

quindi 'uguaglianza e vera. Se poi l'uguaglianza vale per un intero n > m,

allora
n+1 n
k k n+1
= + = (per ipotesi induttiva
;(m) ];L(m) (m) (per ipotesi induttiva)

n+1 n+1 n+2

— —'— — ,

m+1 m m+1
il che prova l'uguaglianza per 'intero n 4+ 1. Per il principio di induzione, la
tesi e vera per qualunque m € N e per ogni n € N con m < n.

Tema n. 4 Ragioneremo per induzione su n. Sia n = 0: allora per ogni
m € N si ha

Se (") = Sen () e (0 -

m
k=0 k=0

quindi 'uguaglianza e vera per ogni m € N. Se poi I'uguaglianza vale per un
intero positivo n e per ogni m > n, allora se n + 1 < m si ha

() - S (i) -

B () ()

(per ipotesi induttiva)

— (- <T:) + (—1)”1(21111) = =" (nT 1)’
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il che prova I'uguaglianza per l'intero n + 1 e per qualunque m € N con
m > n + 1. Per il principio di induzione, la tesi e vera per ogni n € N e per
qualunque m € N con m > n.

Esercizio 3

Tema n. 1 Poiché lim, .+, f(x) = 00 per ogni a € R, per il teorema dei
valori intermedi la funzione continua f e surgettiva per ogni a € R.

Dire che f e iniettiva significa dire che f e strettamente monotona, anzi
strettamente crescente. Questo e garantito dalla condizione

fl(x)=32>-2ax+1>0 VzeR,

che equivale a richiedere A = 4a? — 12 < 0: dunque f ¢ iniettiva se a €
| — V3, \/g[ Ma se a = ++/3 la funzione f & ancora iniettiva, perché in tal
caso A =0, f/(x) > 0 ma f'(x) = 0 se e solo se x = +2/+/3. In definitiva f
& iniettiva per ogni a € [—/3,V/3].

La f avra inversa derivabile quando f’(z) > 0 per ogni z € R, e cid accade
per ogni a €] — /3, V/3[; in tal caso si ha

(fF () = ) Vy € R,

Tema n. 2 Poiché lim, .+, f(x) = +00 per ogni a € R, per il teorema dei
valori intermedi la funzione continua f e surgettiva per ogni a € R.

Dire che f e iniettiva significa dire che f e strettamente monotona, anzi
strettamente crescente. Questo e garantito dalla condizione

fl(z)=32*+2axr+1>0 VzeR,

che equivale a richiedere A = 4a® — 12 < 0: dunque f ¢ iniettiva se a €
| — V3, \/5[ Ma se a = ++/3 la funzione f & ancora iniettiva, perché in tal
caso A =0, f/(x) > 0 ma f'(x) = 0 se e solo se x = +2/+/3. In definitiva f
& iniettiva per ogni a € [—/3,V/3].



La f avra inversa derivabile quando f’(z) > 0 per ogni = € R, e cio accade
per ogni a €] —/3,/3[; in tal caso, si ha

1

—1\/ _
e in particolare, essendo f(0) = 0, avremo
vy L

Tema n. 3 Poiché

+o00 sea =0,
lirin flz)=4¢ oo sea >0,
A Foo sea <0,

per il teorema dei valori intermedi la funzione continua f & surgettiva per
ogni a # 0.

Dire che f ¢ iniettiva significa dire che f ¢ strettamente monotona (crescente
se a > 0 e decrescente se a < 0). Questo ¢ garantito dalle condizioni

a>0
fl(x)=3az’+2x+1>0 VreR,

oppure

a<0
fl(x) =3az’ +2x+1<0 VreR,

le quali equivalgono a richiedere A = 4 — 12a < 0: dunque f & iniettiva se
a > 1/3 e in tal caso ¢ strettamente crescente. Ma se a = 1/3 la funzione
f ¢ ancora strettamente crescente, perché in tal caso A = 0, f'(z) > 0 ma
f'(x) = 0seesolosex = —1. In definitiva f & iniettiva per ogni a € [1/3, 00].
La f avra inversa derivabile quando f’(x) > 0 per ogni z € R: cio accade
per ogni a €]1/3, 00[; in tal caso, si ha

1
Y =5 WweER
e in particolare, essendo f(0) = 0, avremo
—1\/ o 1 o



Tema n. 4 Poiché

—o0 sea =0,
lirin f(z) =14 Zoo sea >0,
e Foo sea <0,

per il teorema dei valori intermedi la funzione continua f e surgettiva per
ogni a # 0.

Dire che f ¢ iniettiva significa dire che f € strettamente monotona (crescente
se a > 0 e decrescente se a < 0). Questo ¢ garantito dalle condizioni

a>0
f'(z) =3az* -2z —1>0 VzeR,

oppure

a<0
f(x) =3az* —2x —1<0 VzeR,

le quali equivalgono a richiedere A = 4 4+ 12a < 0: dunque f & iniettiva
se a < —1/3 e in tal caso ¢ strettamente decrescente. Ma se a = —1/3
la funzione f e ancora strettamente decrescente, perché in tal caso A = 0,
f'(x) <0ma f'(z) =0 se e solo se z = —1. In definitiva f ¢ iniettiva per
ogni a €] — oo, —1/3].

La f avra inversa derivabile quando f’(z) < 0 per ogni = € R: ¢io accade
per ogni a €] — 0o, —1/3[; in tal caso, si ha

1

—1y/ _
e in particolare, essendo f(0) = 0, avremo
—1\/ _ 1 _

Esercizio 4

Tema n. 1 Siha pert— 0

t2
- — + 2(:5/2(4‘)1 (t)a

t
1— t o= -
COS\/_ 9 24
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el =Vt = 14 (1= cosvVi) +

(1 — cos /)2

+ — + (1 — cos V1) ?wy(1 — cos V1) =
t 1 ¢

= 14— — 4= — +t2ws(t
5oty s

1+t+t2+t2 ()
= -+ — w
2 12 S

con wi,wq,ws infinitesimi per ¢ — 07; ne segue che il limite proposto vale
1/12.

Tema n. 2 Siha pert — 0

sin vVt = (\/E + %% + t2w1(t)> =t— g + t2w, (1)
SMVE = 14 (sin V)2 + M + (sin v/t)*ws(sin V) =

1+t t2+1 2 + t2ws(t)

= _—— — . w

32 ’
t2

= 1+t+g+t2w3(t),

con wi,wq,ws infinitesimi per ¢ — 07; ne segue che il limite proposto vale

1/6.

Tema n. 3 Siha per ¢t — 0%

2

tot
t—1 = —=4+ —+1u(t
cos v/t 5+ op T w(t),
eVl — 14 (cosViE—1)+
t—1)2
+ % + (cos vVt — 1)%wy(cos vVt — 1) =
t ot 12
= 1— -+ —+ == +tws(t
p oty g el

1 t+t2+t2 (t)
- - = - W
2 6 3 )

con wy, ws, ws infinitesimi per ¢ — 07; ne segue che il limite proposto vale

1/6.
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Tema n. 4 Si ha per ¢t — 0%

2 t2
=t— — + t2wy(t)

sin? vVt = (\/Z + t—\6/g + t%l(t))

3
| inv/t)!
o 1 (s VA + YO (i Vag(sin v) =
21,
= l—it+ 45 40w
5t
= L=t (),

con wy,ws,ws infinitesimi per ¢ — 07; ne segue che il limite proposto vale
5/6.

Esercizio 5

Tema n. 1 La soluzione u,, verifica

4 (e”gmu (x)) =" sinx
dx " n ’
quindi, con facili calcoli,

3

v 1
e Fu, () = / e"sint dt = —— (e"s’” cosz +n’e” P sing — 1) ,
0 1+ nS

cioe ,
cosT +n3sing —e ™

14+ nb

La serie ZZOZO u,(z) & dunque assolutamente convergente per ogni x > 0, e

positivamente divergente per ogni x < 0.

un(x) =

Tema n. 2 La soluzione u,, verifica

4 <e"3xu (x)) =" cos x
d.’L' n - 9

quindi, con facili calcoli,

3

X
e uy, () = / ¢t cost dt =
0

3. . 3
eV Tsinx + ne" T cosx —n?),
1+nb
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cioe
3 —n3x

sinx + n3cosx — nle”

tn(w) = 1+ nb

La serie >~ u,(x) ¢ dunque assolutamente convergente per ogni z > 0, e
negativamente divergente per ogni x < 0.

Tema n. 3 La soluzione u,, verifica
d 2 2
— <e" wun(:z:)> = —e" sinz,
dx

quindi, con facili calcoli,

¥ 1
e" M uy(x) = —/ etsint dt = T (—6”2“ cosx — n2e™ " sinz + 1) )
0 n

. M2
—cosx —nising 4 e ™F
1+nt

La serie ) ° ,u,(x) € dunque assolutamente convergente per ogni = > 0, e
positivamente divergente per ogni = < 0.

un(2) =

Tema n. 4 La soluzione u,, verifica

4 (e"%u (SE)) = —e"" cos
da’/’ n - Y

quindi, con facili calcoli,

x
2 1 2. . 2
e uy(r) = — [ e lcost dt = ——— (—e" “sinx —n*e" “ cosx + n?
0 1+n4 ’

2 n?z

—sinz —n?cosx + ne”
1+nt
La serie >~ u,(x) ¢ dunque assolutamente convergente per ogni z > 0, e

positivamente divergente per ogni x < 0.

un(x) =

13



