Franco Conti
Paolo Acquistapace
Anna Savojni

Analisi matematica

Teoria e applicazioni

McGraw-Hill



Indice

Presentazione

Introduzione

1 Serie e successioni numeriche

1.1  Motivazioni e preliminari

1.2 Serie a termini positivi

1.3  Serie a termini di segno variabile

1.4  Limite delle successioni

2 Serie di potenze

2.1  Serie di potenze a coeflicienti reali

2.2 Serie di potenze a coefficienti complessi

2.3  Moltiplicazione di serie

3 I concetti fondamentali del calcolo infinitesimale
3.1 Definizione e prime proprietd dell'integrale
3.2  Definizione e prime proprieta della derivata
3.3 Il teorema fondamentale del calcole

3.4 Un’importante applicazione fisica: il lavoro
4 Calcolo differenziale

4.1 La continuita e 1 limiti

4.2  Proprieta di alcune funzioni elementari

4.3  Proprieta delle funzioni continue

44  Regole di derivazione

45  Studio del grafico di una funzione

4.6  Polinomi e serie di Taylor

5 Calcolo differenziale per funzioni di pih variabili
6 Calcolo integrale

6.1  Funzioni integrabili

6.2 Regole di integrazione

6.3  Curve rettificabili

6.4  Integrali impropri e altre estensioni

VII
IX

33
43

59

59
69
76

85

86
102
123
132

139

139
151
159
164
172
196

213

243

243
249
259
276



VI  Indice

6.5  Complementi 287
7 Equazioni differenziali 293
7.1  Equazioni del primo ordine 204
7.2  Equagzioni differenziali lineari 316
8 Sistemi di equazioni differenziali 335
8.1  Sistemi lineari omogenei a coefficienti costanti 339
8.2  Sistemi non lineari 350
83  Alcune applicazioni delle equazioni differenziali 357
9 Funzioni implicite 369
10 Calcolo integrale per funzioni di pin variabili 391
10.1 Integrali multipli 391
10.2 Forme differenziali 410
11  Serie di Fourier 435
11.1 Funzioni periodiche 435
11.2  Convergenza uniforme 452
A Appendice 459
Riscluzione degli esercizi 481
Indice analitico 525
Dati biografici dei matematici e degli altri scienziati citati 532



1

Serie e successioni numeriche

In questo capitole vengono introdotte due nogioni di importanza basilare nel calcole
infinitesimale: quella di serie e quella di successione. Si tratta di due concetti che si
sono presentati in momenti storicamente diversi nello sviluppe del pensiero matematico
pur essendo, come vedremo, strettamente correlati fra loro. Le serie appaiono in
tempi antichi, essendo utilizzate gia da Archimede nel calcolo deli’area del segmento
di parabola, e il loro studio riceve un fortissimo impulse nel Seicento, soprattutto
a opera di Newton che le pone a fondamento del caleolo infinitesimale; invece 'uso
consapevole della nozione di successione & piuttosto recente ed € legato al progredire
delle conoscenze sui numeri reali.

In molte situazioni viene spontaneoc esprimere una certa quantita come il risultato
delia somma di infiniti numeri; tale processo da luoge alla nozione di somma infinita
o serie. Si verifichera che, sotto determinate ipotesi, le serie possiedono molte, se non
tutte, le proprietid delle somme finite. Dette serie si diranno convergenti e dalla defini-
zione di serie convergente emergera, in modo naturale, il concetto di limite, una delle
nozioni pitt importanti dell’analisi matematica. Si studieranno cosi (Paragrafo 1.4) le
proprieti delle successioni e saranno esposti i teoremi fondamentali sui limiti.

1.1 Motivazioni e preliminari

Circa due secoli prima di Euclide, Zenone di Elea propose all'attenzione di filosofi e
geometri alcuni sottili paradossi destinati a diventare famosi e a rimanere ben presenti,
attraverso i secali, nell’evoluzione del pensiero, stimolando analisi sempre pil raffinate
del concetto di infinito e suscitando la formulazione di nuove dicotomie paradossali
ancora pit sottili.(!?

11 piu semplice dei paradossi di Zencne si pud formulare, in termini moderni, piil
o0 meno cosi: per arrivare al traguardo dei 1000 metri un atleta deve prima averne
percorso la metd, ma prima di arrivare alla meta deve essere giunto a 1/4 e cosi via,
all’infinito. Dunque la corsa non potra nemmeng iniziare.

Certamente Zenone stesso era convinto che 1'atleta sarebbe invece tranquillamente
partito, arrivando anche in breve tempo al traguardo ... qual &, dunque, 'errore? La
conclusione &, infatti, paradossale, ma non & ben chiaro da cosa il paradosso tragga

(1)gi veda, per esempio, N. Falletta, I libro dei paradossi, Longanesi, 1989.
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origine; forse dalla tacita assunzione che in un tempo finito non si possa “fare che un
numero finito di cose”. La traduzione matematica di tale assunto & I'affermazione che
infiniti nmumeri positivi non possano avere “somma” finita.

Proprio il paradosso di Zenone ci convince che questo enunciato & falso: la lun-
ghezza di un chilometro resta tale dopo che se ne sia effettuata una ideale suddivisione
in mezzo chilometro, pit un quarto di chilometro, pilt un vttavo di chilometro (Figu-
ra 1.1}, dunque:

1 1
l=-+-4+_-+4+... 1.1
aT1ts " (L)
ove i puntini stanno a indicare che nella (1.1) copaiono tutte le potenze di 1/2: essa
&, pertanto, una semma infinita.

L L _/

Figura 1.1

La Figura 1.2 mostra una diversa illustrazione geometrica della formula (1.1).

Figura 1.2 La supetficie del quadrato di lato 1 viene “ricoperta” da infiniti triangoli

111
tt lari i li di T TP SN
rettangolari isosceli di area 7, 7, 2 o

La formula (1.1) sembra, dunque, ragionevole; occorre perd dare una definizione precisa
di somma infinita giacché, come si avrad modo di verificare, trattando con ingiustifi-
cata disinvoltura formule come la (1.1) st possono ottenere risultati paradossali (ed &
questo un caso fortunato perché ci si accorge subite di aver commesso errori) oppure
semplicemente sbagliati. Ecco qualche esempio.

Poniamo

1 1
—=+==++...3

11
S_1+§+§+27 81
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moltiplicando per 3 si ottiene
1 1 1

35=3+1+—3‘+§+§?+.‘.=3+S.

Sembra, quindi, di poter concludere che 5 = % (si vedra tra breve che il risultato &
corretto). D'altra parte, con la stessa tecnica, posto

T=1+3+9+27+81+...

si ottiene
3r=349+274+814+...=T-1,
1
vale a dire T = g risultato ben poco convincente. Ancora, posto
1 1 1 1 1
W=1l+—4+-4+-+=-4+=+...
totgtgtetet
si ha
i 1 1 1 1 1 1 1
W>E—F§+Z—|—Z‘f—g+g+...—1+§+§+...—W,

nuovamente il risultato & alquanto sconcertante {si veda anche 'Esercizio 1.2.37).
La nozione di sormma infinita & tanto importante quanto sottaciuta; essa &, per esempio,
alla base del significato che ordinariamente si attribuisce alla rappresentazione decimale
dei numeri.
Il numero razionale % puo scriversi, come si verifica facendo la divisione, mediante
il decimale periodico 0,6 = (0,666..., che a sua volta & espresso dalla somma infinita
6 6 6
10 * 100 + 1000 +
Vediamo allora come dare un senso a questa somma infinita e, pilt in generale, alla
somma degli infiniti termini di una progressione geometrica infinita di ragione x:

14z+22+23+. . +z"+...

con 0 < z < 1. Identificheremo tale somma con il minimo numero § che & maggiore
di ciascuna somina parziale
P —zm

sp=14z+z%+... 42" 1= .
1—=x

1
Verificheremo ora che tale numero S esiste e che siha § = 1 (st tratta dell’estremo

- T
superiore della successione s, ma in questo contesto & possibile ignorare questo fatto).

E ovvio, intanto, che il numero T & maggiore di ogni s;,; se vi fosse, poi, un

numere strettamente piltr piccolo con tale proprieta si potra scrivere questo numero

l1—¢ . fh: .
nella forma r— ove £ & un certo numero positivo. Si avrebbe allora
-z

1—x“< 1—¢
l1—2x 11—z

per ogni n,
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vale a dire
2™ >& perogni n. (1.2)
Questa diseguaglianza non pud essere vera per ogni intero n. Infatti, se si pone

T = Y ove h & un opportuno numero positivo, ricordando che (1 + k)" > nh

(diseguaglianza di Bernoulli}, si ottiene

R S
T (+A) T nh

Iﬂ

1 . . .
e dunque da {1.2) si ricava € << — per ogni intero n, il che & in contraddizione con una

forndamentale proprieti dei numeri reali: la proprietd di Archimede (vedi Appendice).
Utilizzando la definiziane proposta si pud allora scrivere
1

m=3=1+w+$2+...+x"+... se D<z <. (1.3)

Nel caso in cui 2z = 1% si ritrova il risultato familiare 0,6 = % (si veda anche 1'Eserci-

zio 1.2.27). Si osservi che il numero S & caratterizzato dalle proprietd seguenti:
(C1) 8p < 8 per ognin,
(Cz) per ogni numerc £ > () esiste ng tale che 5 —¢e < 3,,.

Infatti, dire che § & il minimo numero per il quale s, € S per ogni n significa che ogni
altro. numero minore, ciog del tipo § — ¢ con £ numero positivo qualunque, non gode
di tale proprieta; dunque vi ¢ almeno un indice ng per il quale § — & < 8,,.

Viceversa se un numero S soddisfa le condizioni (C1) e (Cg) esso & ovviamente il
minimo numero per il quale vale la (C;).

5

.

Figura 1.3

Si noti tuttavia che la definizione di somma infinita adottata nei casi precedenti non
sta a significare che per ottenere il valore § della somma si debbano effettivamente
addizionare infiniti termini; in tal caso ci si sarebbe discostati dal paradosso introdut-
tivo solo a livello verbale. Vi &, in effetti, un fatto nuovo: la possibilita di esprimere in
termini finiti, mediante le condizioni {C;) e {C3) {che, come visto nel caso precedente,
si possono verificare in pochi passaggi}, una quantitd che scaturisce da un processo
infinito.

1.2 Serie a termini positivi

In questo paragrafo si verificherd come gli esempi esposti in precedenza conducano a
una naturale definizione di somma infinita o serie, nel caso in cui tutti gli addendi siano
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positivi. Saranno studiate le proprieta delle serie a termini positivi e si incontreranno,
oltre alla serie geometrica gia descritta, altre serie specifiche molto importanti: la serie
armonica € la serie esponenziale. Prima di dare la definizione formale di serie vengono
messe a fuoco alcune facili proprietd delle sommatorie (finite) e viene richiamata la
nozione di successione.

SOMMATORIE

Conviene introdurre un simbolismo pilt conciso per descrivere la somma di “molti”
numeri. Infatti, scritture come la seguente

1+243+...+(rn—-1}+n (1.4)

hanno un senso compiuto in quanto i termini omessi, descritti dai punti “... ”, hanno
una ragionevole interpretazione univoca. Tutti converranno nel ritenere che per n =25
la (1.4) indichi 1 +2+43+4+5 e che per n = 11 sia 1+2+3+44+5+6+7+8+9+10+11.
Ma cosa dire di espressioni come 1+5+12+4...+31 +41,27 Cosa significano in questi
casiipunti “... "7

Talvolta in matematica un problema piuttoste complesso diviene piti semplice se
s1 usa un simbolismo appropriato per la sua descrizione e se viene adottata una formu-
lazione “astratta”, anche se, per la verita, pochi problemi si risolvono selo ricorrendo
alla loro impostazione astratta.
8i lavorera con somme del tipo

aytag+...+ay (1.5)

ove clascun ap € un numero definito in modo univoco da una opportuna “legge” e
dall’intero k che pud assumere tutti i valori interi compresi fra 1 e n.

Ciascun gy viene detto termine di indice k della somma.

Esempi di somme come la (1.5) dovrebbero essere a tutti familiari (n € un intero
fissato):

1+2422 4. 4277, (1.6)
1 2 3 n

1 1 1
1+§+§+...+a- (1.8)

La legge di formazione del “generico” termine ax & rispettivamente:

- la potenza k-esima di 2;

— il quoziente fra k e k + 1;

— I'inverso del fattoriale di k.

Si notera che nel primo esempio k& assume i valori compresi fra 0 e n, menire nel
secondo € nel terzo i valori di k risultano compresi fra 1 e n.

Per indicare in modo conciso somme del tipo (1.5) si usa il simbolo di semmatoria
(introdotte da Joseph Fourier attorno al 1820}

n
Zak:a1+ag+...+an; (1.9)
k=1
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T
in generale Y. ay indichera la somma di quegli ax che hanno indice k compreso fra m
k=m
e n {estremi inclust). Naturalmente il valore della sommatoria & indipendente dalla
lettera usata come indice {indice muto): cosi gli esempi (1.6}, {1.7) e (1.8) si scriveranno
n-—1 n i n 1
LD PSS SE 1
3 - 4 AI
k=0 =1 +1 =1 7

Talvolta il simbolo di sommatoria & usato specificanrdo I'insieme degli indici dei termini
da semmare, alére volte descrivendo le specifiche dei termini; per esempio:

2. > X g
ak; =3 3
v p 3 kg
1<k<n p<n 1<k <1000
p prime k dizpari

Il primo esempio & del tutio simile alla forma (1.9), ma il secondo non lo &. Se si volesse
porre questo secondo esempio in tale forma si dovrebbe usare la scrittura, piuttosto
complicata,

ove pi denota il k-esimo numero primo e w(n) € il numero dei primi € n.
Alcune semplici proprietd delle sommatorie sono le seguenti

L]
Zc =cn;
ch n
ka = cZak;
kil k=1 n n
Dla+b) =D ac+) bi;
k=1 k=1 k=1

(1.10)
Z(ak+1 = k) = Gn41 — O1}
k=1
n n n—1 n—p
Zak = E On—k+1l = Zak«n = Z Gk+p, P intero
k=1 k=1 k=0 k=—p+1

Tt i m
Zak+2ak :Zak+an, sem =n.
k=1 k=n k=1

Tutte qgueste proprietd sono di dimostrazione pressoché ovvia. 5i noti che 'ultima di
esse & falsa senza la condizione m 2 n.

ESEMPI 1.1 (a) Somma dei termini di una progressione aritmetica. Si indichi con s,, la
somma dei primi n numeri naturali

Sa=1+2+. .. 4n=> j;
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dalla penultima delle formuie (1.10) si ha

n
.sn:n—l—(?1—1)4—_..-1-1:2(”_3-4_1)'
J=1

Sommando queste relazioni si ottiene

n

23, = Z(n +1)y=n(n+1),
i=1

da cui

_n(n-+1)

= 1.11
s 5 (1.11)

Con la stessa tecnica si ricava I'analoga formmnla per una generica progressione aritme-
tica

- i
(a+B)+(@+28)+...+(a+nB)=> (a+3B) = gnl2a+(n+ 1), (112)
j=1
Per esempio, per calcolare la sornma s, dei primi # numeri dispari

L
Sn=1434+5+...+(@2n-1)=) (2j-1),
i=1

[~ 2n~1

an e am 7

Figura 1.4 La somma dei primi n» numeri dispari & n”.

si ha dalla formula precedente (con a = —1, & = 2}

sm=n(n+1)—n=n2.

La Figura 1.4 suggerisce una interpretazione geometrica di questo risultato.
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(b} Somma dei guadrati dei primi n interi. La formula (1.11) si pud dimostrare anche
con il seguente artificio: si ha

(n+1)? —n? = 2n +1
n? -m—-1P =2(n—-1) + 1
22 —12 =2-1 +1

Sommando fra loro queste equazioni e semplificando si trova
m+1)2—12=201+24+...+n)+n,

da cui segue la (1.11).

L'artificio ora descritto si pud usare in molte altre situazioni, per esempio consente di

trovare agevolmente la somma dei primi n quadrati:

sn:12—|—22+‘..+n2:Zj2.

Usufruendo della formula (z + 1)3 — 2% = 322 + 32 + 1 e procedendo come sopra st ha

(n+1)% —nd = 3n? + 3n +1
n3 - (n—-12=3n-12+3nrn-1)+1
23 - 13 =3-1 +3-1 + 1

Sommando si ricava

(n+1)°-13=3)"72+3) j+n.
j=1 i=1

[}
Sapendo che ¥ 7= %n(n + 1} si deduce facilmente
j=1

(n3 + 3n? 4+ 2n) — %n(n +1)=

n(2n® +3n+ 1),

S,
(V)
Il
= N

ciog
on = %n(n +1)@n+1). (1.13)

Alcune tra le considerazioni precedenti possonc essere giustamente criticate in quanto
contengono tacitamente locuzioni del tipo “e cosi via™, “proseguendo cosi” non forma-
lizzabili in modo soddisfacente. Tali procedure si possono tuttavia rendere del tutto
rigorose usufruendo del principio di induzione, esposto nell’ Appendice.

Nella. pratica matematica corrente, d’altra parte, anziché ricorrere ogni volta al
principio di induzione si usano sovente simili espressioni piill intuitive e meno ingom-
branti.
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ESERCIZI

1.2.1

1.2.2

1.2.3

1.2.4

1.2.5

1.2.6

1.2.7

1.2.8

Serivere in forma compatta le seguenti somme:

() 1+g+§+%+§
¥ gv3TaTs e

1 1 1 1 1 1
(b) 1+§+§+Z+5+6+?,

1 1 1
(c) 1+ =+ =+ =
2—-5 2-3 2—4
Calcolare
9
n+1 n+1
Z 2 Z p)
=1 n n=3 n
Calcolare

Verificare 'uguaglianza

S VEFI-VE_yaFT

= 1
k T n kzzz(k-l)\/?

k=1

Sviluppare le seguenti sommatorie:
L

(@) 2% () DG+ @ DA -9).

i=1 j=1

LY

Ridurre a un’unica sommatoria 1'espressione

2n : Zn ;

oy P
u;‘I: B %"‘

i=1 =1

Con la tecnica usata nell'Esempio 1.1 oppure con il principio di induzione
provare la formula seguente {teorema di Nicomaco)

P+ 4383+ +nf=01+2+...+n)%.

k0 k]
_ , n n ot ires
Verificare, sapendo che kg—ﬂ ( k) =2"e kg_ ( _ k) = 2", le seguenti identita

0 T
(a) E(:)zzﬂ—l; (b) i(:)hn-zmk

k=1 k=1
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SUCCESSIONI

Nel linguaggio ordinario i termini “serie” e “successione” sono sinonimi e si usano per
descrivere una distribuzione ordinata nello spazio o nel tempo di oggetti o di eventi.
In matematica, invece, tali termini hanno un preciso e differente significato tecnico.
Iniziamo illustrando la nogione di successione.

Si chiama successione una funzione definita sugli interi positivi. Di norma, per
descrivere i valori di una successione in corrispondenza a ogni naturale

1,2,3, ....n,...
si usano i simboli
a1, 4z, G3, . Lny...

ciagcuno di essi viene detto fermine della successione. Il simbolo a; costituisce il
prime termine della successione, as il secondo termine e cosl via. Ogni termine a, ha
un SUCCessore dp4q € dungue non vi & un “ultimo” termine.

Chiameremo successione sia la “legge” che associa a ogni naturale n il numero a,
sia I'insieme dei termini a3, ag, - .. ,dn,... Cosl, per indicare una successione, si useri
uno dei simboli

{G’-]‘,az,”. 1y '}: @1, 42, A3y « .. 4 9ln, ...
{an} oG, m=12,...

Gli esempi pilt comuni di successioni si costruiscono tramite una formula che fornisce
il termine n-esimo. Per esempio, la formula a, = % definisce una successione i cui
primi termini sono "

1 1 1 1 1

"4 9 16" 25
Talvolta per costruire le successioni sono necessarie piii espressioni analitiche, per
esempio

[y

— 2 —
O2n—1 = Hs dop = N°, R= 1)2:"'

definisce la successione

1
gs
Ma non & affatto necessario che esistano formule per definire i termini di una succes-
sione. Per esempio

i, 4, 16, 36,

1
5:

3, 1, 4, 1, 5 9, 2 6, 5 3, 5, ..

& la successione formata dalle cifre della scrittura decimale di 7; essa & ben definita
pur non esistendo alcuna “formula” per ottenere a,, dato l'intero n (che non usi ls
successione a, stessa, benintesc).

Un altro modo per definire una successione consiste nell’assegnare regole per co-
struire i termini successivi partendo da determinati termini iniziali; per esempio la
formula

Fh=0, =1, F,=F, 1+ F, » pern>1,
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consente di costruire il valore di F, per ogni naturale n. Una regola di questo tipo si
dice formula di ricorrenza. Tale formula, nel caso particolare ora descritto, definisce
una famosa successione 1 cul termini sono detti numert di Fibonacet:

9, 1, 1, 2. 3, 5, 8 13, 21, 34, 55, ...

Si noti che una successione non & necessariamente numerica; per esempic descrivendo
le proprieta dei numeri reali {vedi Appendice) si incontrano successioni di intervalli Iy,
I3, ... I, ... Tuttavia, ove non diversamente specificato, per successione si intendera,
per ora, una successione di numeri.

Una successicne pud non avere le proprietd tipiche di un insieme finite di numeri

ai, az, ... ,an. Per esempio un insieme finito di numeri & sempre dotato di elemento
minimo e di elemento massimo; invece le successioni
1 2 1
0, 5.. g,”‘,l—ﬁ.,...
‘ 1 1 1
]-s 51 23 g: 3 ,2?’1 ]'!l %1 e

nen hanno elemento massimo { per motivi diversi) e la seconda non ha neppure elemento
minimo. Tuttavia la prima delle due & costituita da numeri compresi fra 0 e 1, mentre
la seconda contiene numeri arbitrariamente grandi. Per descrivere questa situazione si
introduce la seguente

DEFINIZIONE 1.2 Una successione {a,, } si dice limitata superiormente se vi & un numero AS
tale che a, € M per ogni n; st dice limitata inferiormente se vi &€ un numero m tale che
m % ap, per ogni n. La successione st dice, poi, limitota se @ sia limitata superiormente
sia limitata inferiormente: cid avviene, chiaramente, se e solo se vi & un numero K tale
che |a,| < K per ogni n.

Bastano pochi esempi per una piena comprensione di questa facile nozione, ma si
faccia attenzione a non confondere 'aggettivo “limitate” con la locuzione “ha limise”;
nonostante la somiglianza delle due espressioni verbali, si tratta di concetti molto
diversi {la nozione di limite sara illustrata pili avanti).

ESEMPI 1.3 La successione {1} & limitata (siha0 < 1 < Ipern=12,...); la succes
sione {n+ %} & limitata inferiormente {si ha 0 < n+ %, 1= 1,2,...) ma non & limitata
2 2
7 n
i ; Le 3 {—-1“—-}‘1’ itata (sl ha |(—1)" ————| < 1); 1
superiormente; la successione § {—1}) oa ) ¢ limitata (si ha |(—1) T 1| )i la

. n M s e , . .
successione 3 (—1) ) non & limitata né inferiormente né superiormente {perché?);
n

la successione {In ;—t} 2 limitata superiormente ma non inferiormente {ma provare que-
sta affermazione non & affatto facile).

Nello studio delle successioni l'interesse & volto ai valori “grandi” dell’indice n; & co-

H
mode, allora, avere un modo sintetico per indicare quelle proprietd che sono vere a
partire da un certo indice in poi o, come si dice, definitivamente.
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L'uso dell’'avverbio “definitivamente™ & molto comodo, ma occorre prestare attenzione a
non equivocare sul suo significato. Affermare che una data proprieta P, dipendente da
un naturale n, & vera definitivamente significa asserire unc dei seguenti fatti equivalenti;

{A) esiste un intero ng tale che la proprieta P, & vera per ogni n > ng;
(B) i numeri naturali che non verificano P, sono in numero finito.

L’equivalenza delle affermazioni (A) e (B} si comprende subito osservando che I'insieme
degli interi che non verificano P,, essendo finito, ha certamente un massimo nyg.

Per esempio la proprieta “n > 1000” & vera definitivamente, come lo & “n >
5000000", ma la proprietd “n & pari” non & vera definitivamente.

La semplice osservazione seguente sard preziosa in seguito: se una proprieta Py &
vera definitivamente e un’altra P5 & vera definitivamente allora definitivamente sono
vere sia P che Py. Infatti, 'insieme degli interi che non verificano P oppure non
verificano P, @ finito (oppure: se P; & vera per n > n;, e Py & vera per n > n» allora
per n > max (ny, nz) sono vere entrambe).

Per esempio, se £ & un numero positivo si ha

1
- < £ definitivamente ,

e anche

100
o < g definitivamente.

. . 1 . 100
Dunque, risulta definitivamente sta — < ¢, sia —- < e.

n

Se, in concreto, £ = 0,01 la prima disegnaglianza & vera per n > 100 e la seconda per
n > 10; entrambe sono vere per # > 100.

Ovviamente questa osservazione si pud estendere a un numero finito di pro-

1

prieta, ma diviene falsa quando se ne vogliano considerare infinite. Infatti - < 11—0,

2 < i m < oFr--- K =12,... sono tutte proprietd vere definitivamente (nel-
l'indice n} ma nessun intero n le verifica tutte.

ESERCIZI
1.2.9 Verificare che la successione a, = (—3)™ & limitata ¢ dotata di minimo e di
MIASSINIO.

1.2.10 Costruire una successione di numeri positivi che sia limitata e dotata di minimo
ma non di massimo.

1.2.11 Dire se le seguenti successioni sono limitate (n intero 2 1):

@ = v 2 @ -2/%

@ 2T, @ (-1)ns ©) #(senln)
2

© T T, () VEri-m

o (3 w3
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1.2.12 Scrivere due successioni non costanti che siano la prima definitivamente minore

1.2.13

1.2.14

1.2.15

1.2.16

1.2.17

1.2.18

1.2.19

di —1 e la seconda definitivamente maggiore di 2.

Verificare che le diseguaglianze seguenti sono definitivamente soddisfatte:

(a) 1 < n—2
a) —& :

N n
Verificare che per ogni numero positivo £ sono verificate definitivamente le
seguenti disequazioni:

{(b) ¥n-—2n2< -10; (¢) 10n—n3 < -10.

nZ+1
>

T
(8.) 1_E<ﬂ.——|—1<1’ (b)

Utilizzando la diseguaglianza
-1
(1+d)“>1+ﬂ’3‘—2—)d2, d>0
si verifichi che per ogni numerc positivo & definitivamente si ha
1< n<lte.

Per ciascuna delle successioni seguenti

1 (-1)® n-—100

29’3

i

si dica quali di queste proprieta sono verificate definitivamente:
(a) 1itermini sono positivi;

(b) 1 termini sono minori di un dato £ > 0;

(c) 1 termini sono in valore assoluto minori di € > G;

(d) i termini sono maggiori di € > 0.

Caleolare il termine generale delle successioni definite da:

(8) ao=k, any1=aZ;

(b) ap=k, @n+1=h-a’.

Si dica se sono limitate le seguenti successioni definite per ricorrenza:

(a) a1 =1, ap = 28n-1 n=23,...
{b) Gl=§, an = =an1_1, n=23...
{c) ag—;(]l, an:m, n=12...
(d) a = 2 Gn = Gp_1® — Gn_1, n=23...,
&) ai=1, 2= —1, anye= ntonil n=34 ..

2 b
Verificare che per a € {0,1), tutti i termini della successione
=4, Tp+l =T —331, n=23,...

appartengono a (0,1).
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1.2.20 Verificare che la successione

T =a, :r.n+1:1—xn+:cfl, n=23,...

& costante se & ¢ = 1, crescente se & a # 1.

1.2.21 Data la successione

1.2.22

2
a1 =, Gp+1 =0, —2, n=12...

si verifichi che se @ = 1/ 2 — V2 — +/2 la successione & definitivamente uguale

a2, sea=+v2-— /'3 essa & definitivamente uguale a —1, mentre se a = -‘f%‘—l
essa & periodica di periodo 2.

A un concorso fu posto il seguente quesito: data la “successione” 1, 16, Bi,
256, ... scriverne il quinto termine. Molti candidati risposero 625, che era il
risultato ufficiale, ma un candidato, individuata la contorta legge di formazione
5(2n° — Tn? + 10n) — 24, rispose 601. Chi aveva ragione?

1.2.23 La concentrazione nel sangue di un farmaco assunto in un'unica dose decresce

di solito nel tempo perché il corpo lo elimina. Quindi per poter mantenere la
concentrazione occorre assumerne ripetutamente altre dosi. Un modello plan-
sibile che descrive la concentrazione immediatamente prima dell’assunzione
della (n + 1)-esima dose pud essere:

R“ = Coe—ktn + coe—zkﬂu + ot Coe—’n-kfu
dove ¢y € la concentrazione che si ha con un sola dose, & & la costante di

eliminazione e ¢p & lintervallo di tempo tra due assunzioni consecutive. (Si
veda la figura qui sotto.)

4

(a) Scrivere in forma compatta R, e calcolare il suo limite per n — oo.

(b) Calcolare Ry e Ryp per ¢p = 1 mg/ml, k=0.1~71, tp =10 h.

{c} Se si somministra un farmaco che produce, per ogni dose, la concentra-
zione di 0. lmg/ml ed & efficace solo se la concentrazione non & inferiore a
0.03 mg/ml, supponendo k = 0.2 A~!, qual & il tempo massimo che si pud far
trascorrere tra due somministrazioni per mantenere la sua azione?
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CONVERGENZA DELLE SERIE A TERMINI POSITIV]

Riprendiamo ora lo studio delle somme infinite, delle quali & stato visto qualche esempio
nel primo paragrafo.
Accanto a una successione di numeri reali

a1, 2, ... Gy, ...
sl pud considerare la successione delle somme parziali

81 = i
89 = a1 + ag

i=1
Per esempio data la successione
1 1 1 1 1
b 4 1 9 ¥ 16 1 e nz b
si costruisce la successione delle somme parziali
& = i
1
=1+ -
Sz + 1
53 = 1+ = + L )
57Ty
=1+ = + ! + !
MTITITYT 16
_ ..... PRSI ;-

In modo pil formale si pud pensare che la successione {s,} delle somme parziali sia
definita per ricorrenza dalle formule

81=G], 8n=8n_1+0n, =23, ...
1l simbolo
ay+az+ ... +ap+...,

che viene scritto anche
20
PR
i=l1

si dice serie di termini ay, @g,...@x,... A questo simbolo & possibile, in certi casi,
associare un numero che verra detto semma della serie. Supponiamo, per cominciare,
che 1 numeri a, siano tutti positivi {0 nulli). S5i possono presentare due casi: o la
successione {s,} & limitata (superiormente) o non lo &. Nella Figura 1.5 vengono
illustrati i due possibili comportamenti di {zy,}.
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ta} M " -+ e N b}
It

th} N + " " " + —_— — ———— e b~ — —

Figura 1.5 I due possibili comportamenti di una serie a termini positivi. {a) Conver-
genza: vi & un nuwmero M che maggiora ogni 3,. {b) Divergenza: comungue
grande si prenda un numero M vi & sempre un ng CON Sny > M.

o0
DEFINIZIONE 14 Si supponga che i termini a; della serie  a; siano tutti pesitivi {o
i=1

o0
nulli). Se la successione delle somme parziali {s,} & limitata si dirh che la serie 3 a;
i=1
& convergente e verra chiamata somma di tale serie il minimo numero S che & maggiore
di ogni s, n =1,2,... Si scrive anche (con lieve abuso di linguaggio, consclidato dalla

tradizione) -,
5= Z -
j=1

Se invece la successione delle somme parziali {5, } non & limitata (superiormente} allora

[s2)
si dira che la serie Y a; & divergente e si pone per convenzione
=1 oo
E a; = 00.
=1

0sSERVAZIONE 15 (&) La definizione di somma S di una serie convergente & modellata
sull’esempio

1442+ . +2+...

visto nel Paragrafo 1.1. In questo caso & stato dimostrato che esiste un minimo nu-
merc S maggiore di ogni s,. Ma, in generale, se la successione s, & limitata, 'e-
sistenza del numero S minimo del maggioranti di {81, 82, ... 84, ...} & garantifa
dall'assioma di completezza del numeri reali: S non & altro che 'estremo superiore di
{51, 82, ... 8n, ...} (51 veda I'’Appendice).

8i osservi che, se ci si restringe ai numeri razionali, tale proprietd non & piu vera;

per esempio per la serie y — le cui sormme parziali sono numeri razionali, non esiste
n

un razionale che sia il minimo dei maggioranti delle somme parziali s,, {Esempio 1.9(c}}.

(b) La somma S di una serie convergente a termini positivi & caratterizzata dalle due
proprieta:

(C1) sn < .5 per ognin,

(C2) per ogni numero £ > 0 esiste ng tale che S — e < sy,.
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Figura 1.6

Questa affermazione si dimostra esattarente nella stessa maniera utilizzata nel Para-
grafo 1.1 per la serie 1 +  + x2 + ... 4+ 2" + ... In altre parole, una serie a termini
positivi & convergente e ha somma S se e solo se vi & un numero § per il quale valgono
(C1) e {C2). Si noti che essendo a; 2 0si ha

Sn &€ Spy1 perogni m,

e dunque se, dato € > 0, si ha S —& > s,, per un certo indice 7g, allorasi ha §—¢ < s,
per ognt indice n 2 fp, ciod tale diseguaglianza & definitivamente vera.

In altri termini, nel contesto in cui ¢i i trova, la condizione {Cs) pud essere cosi
riformulata:

{Ca) per ogni numero ¢ > 0 definitivamnente st ha § — £ < s,.

Le somme parziali s,, di una serie convergente costituiscono, dunque, una approssima-
zione della somma, § e tale approssimazione & via via migliore man mano che l'indice n
cresce; pur di prendere n grande a sufficienza 'errore che si commette sostituendo s,
alia somma S5 & minore di qualunque prefissato “scarto”, rappresentato dal numero
arbitrario ¢, il che corrisponde perfeitamente all’idea intuitiva di “somma infinita”.

{c) Una serie divergente (a termini positivi) & invece caratterizzata dalla proprieti:
(D) per ogni numero K esiste un indice ng per cui sp, > K.

Infatti, se la serie & divergente la successione delle somme parziali {s,} non & limitata
superiormente, quindi comunque grande si prenda un numero X non potra risultare
sn % K per ogni n; pertanto esiste un indice ny {che dipendera da K) tale che s, > K.

Con considerazioni analoghe a quelle svolte in (b) si pud esprimere la condizione
(D) nella forma equivalente

{D) per agni numere K definitivamente st ha s, > K.

1
{d} Se una serie & convergente e si assume, per esempio, £ = o5’ dalle proprieta (C,),
(C3) risulta che per ogni somma. s, con indice n maggiore di un certo np si ha

S —8, < 'lo—k.,

vale a dire s, & una approssimazione della somma S con errore minore di 107% (si
sarebbe tentati di dire che s,, fornisce § con le prime & cifre decimali esatte; ma questo
non & propriamente vero, perché?}. Naturalmente ng dipende da ¢ e dunque da k;
maggiore & k, ossia maggiore € la precisione richiesta, maggiore sara ng e pertanto
occorrerd sommare pill termini per ottenere tale approssimazione.
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ESEMPI 1.6 Serie telescopiche. Si consideri la serie (detta serie di Mengoli)

o

1
St 1

i=t

E facile calcolare esplicitamente le sue somme parziali in quanto
111
G+ 7 i+l
e dunque
1+1++1' LnL Ay, ot Lt
$p=——=+—+.. +——7>0-=1— - - — = - — =] - —.
1-2 2.3 n{n+ 1) 2 2 3 n  n+l n+1

Dalla Definizione 1.4 risulta allora che la serie é convergente con somma 1; infatti
ponendo § = 1 la condizione {C;) & ovviamente soddisfatta, e anche la condizione

(C2) lo &, in quanto per ogni z > 0 si ha

Sp=1-—

o | =

>1—-¢ se mnzng>

n+1 =
Le serie che, come la (1.14), presentano la proprietd in base alla quale ogni terrnine &,
pud essere espresso come differenza del tipo a, = by, — by41 si dicono serie telescopiche
(dalia forma dei cannocchiali usati, soprattutto in passato, in marina e caratterizzati
da un corpo costituito da piii cilindri coassiali rientranti).

La figura seguente mostra una suggestiva interpretazione geometrica della {1.14): nel
punto di ascissa x = j la differenza a; fra le ordinate delle due iperboli di equazioni

1 1
v= ; » ¥= r+1
& esattamente 1 1 1
4TI GD
Proiettando i segmenti di lunghezza a,, a2, ..., aj.... snll’asse delle ordinate si ottiene

un segmento di lunghezza unitaria.

1
X

Figura 1.7
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Serie geometrica. Come gia visto ncl Paragrafo 1.1, la serie
o0
>
i=0

& convergente, se 0 << x < 1, e ha somma

1 = .
=> ), 0<z<lI, (1.15)
§=0

(51 noti che il primo termine della serie ha indice 7 = 0).

Se, invece, x > 1 ovviamente siha s, =1+ z+2*+ ...+ 2" 2 n+ 1, dunque la
condizione (D) & soddisfatta e la serie diverge.

La serie geometrica pud essere utilizzata come punto di partenza per la determi-
nazione della somma di molte altre serie; per esempio sostituendo z? a z si ottiene

1+ 4+t +.  +z + ngﬁ' = se |z| < 1, (1.16)

2?

mentre sostituendo 222 a x si ha

14+22% + 42+ ... + 2"z + 25‘— —, selr| < —.

o0

Tutte queste serie hanuo forma > an2z™ e vengono dette serie di potenze; di esse ci si
=0

occuperd estesamente nel prossimo capitolo.

La serie geometrica ha importanti applicazioni in ogni campo della matematica sia
pura sia applicata. Vengono ora discusse brevemente due di tali applicazioni; altre
sono descritte negli Esercizi 1.2.32, 1.2.37.

Un quadrato di lato unitario & suddiviso in 9 quadrati uguali € il quadrato centrale
viene colorato. I rimanenti 8 quadrati sono similmente divisi e viene colorato il quadrato
centrale di ciascunc di essi (Figura 1.8). Il precedimento viene iterato infinite volte.
Si vuole calcolare 1'area complessiva della superficie colorata. Indicando con 4, Parea
colorata al passo n-esimo, si avra:

1 1 1 1 8 1
[ p— - — . —_ A= = i 4 -
M=z A=gil g, A=grg T

b k—1
4=y
k=1

Ne segue che I'area complessiva della superficie colorata & espressa da una serie geome-

trica:
oo Ske—1 20 k
1 1 1
=289k :ﬁz(g) “9T-gm &
Rl k=0 .

Si noti che, benché 'area complessiva della superficie colorata sia uguale all’area del
quadrato iniziale, non futéi { punii vengono colorati; anzi l'insieme dei punti che non
vengono colorati possiede caratteristiche alquanto sorprendenti. Esso viene detto tnsieme
di Cantor.
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Figura 1.8

Figura 1.9

Descriviamo ora una applicazione meccanica della serie gecmetrica. Una pallina cade
da una altezza A su di un piano orizzontale e rimbalza fino a raggiungere una altezza
¢h, ove il numero g & compreso fra 0 e 1 ed & indipendente da k. Idealmente la pallina
effettuera infiniti rimbalzi raggiungendo ogni volta una quota minore pari al prodotto di
¢ per la quota precedente. B naturale chiedersi se la pallina cessera di rimbalzare in un
tempo finito oppure no.
La Figura 1.10 mostra il moto della pallina quanda la velocitd iniziale & diretta oriz-
zontalmente. E chiaro che per studiare il problema bastera considerare unicamente le
componenti verticali; si supporra nulla la componente verticale della velocita iniziale.
Dalla legge oraria. del moto uniformemente accelerato s = %gtz, ove g & I’accelerazione
di gravita, si ricava il tempo che intercorre fra l'istante in cui la pallina viene rilasciata
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e il primo rimbaizo:

2h
to = ¢ —.
g
N Ho
p o
o
o
] o
o
o 09%%¢
y o
o o o
° ° oo
y o o (] o9 "0,
o e °
o o °°
] o o o
° o
4 Q o
BTN T T P T T P T T T T T T T T N N )

Figura 1.10

Tenendo conto che dopo il primo rimbalzo la pallina raggiunge l'altezza ¢h, dopo il
secondo l'altezza g°h, ... si avra che il tempo #: tra il primo e il secondo rimbalzo 2

ty =2HJ2—3'Jz =2t0\/§;

t2 = 2t0(v/@)% ... tn = 2to(vD)",

ave t, denota il tempco che trascorre tra 'n-esimo e I'(n + 1)-esimo rimbalzo. 11 tem-
pe totale &, dunque, espresso da una serie gecmetrica di ragione /¢ < 1 che, quindi,
converge:

analogamente

[= =] oc
T=> ta=to+2t0 Y (vVO)" =to {1+2,/§
n=0 n=1

_ [ty
- R

La pallina dunque, pur effettuando infiniti rimbalzi, cessa di rimbalzare dopo un tempo
finito. Nel caso di una pallina di ping-pong che rimbalzi su una tavola di legno duro,
un valore ragionevole di ¢ & 0,75. Ponendo i = 1 metro si ricava T ~ 6,3 secondi, di
poco inferiore al valore sperimentale che chiunque & in grado di ottenere (la discrepanza
& dovuta alla resistenza dell'aria).

=
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CRITERI DI CONVERGENZA

Negli esempi precedenti si & potuto determinare il comportamento di una serie calco-
lando esplicitamente le somme parziali s, n = 1,2,3,...; il pilt delle volte, tuttavia,
non ¢ facile esibire una formula esplicita per s,. E molto importante, perciod, poter
disporre di criteri che consentano di individuare il comportamento di una serie } a;
sulla base dello studio dei soli suoi termini a;.

Un semplice ma efficace criterio di convergenza & il seguente.

PROPOSIZIONE 1.7 { Criterio del confronto) Sianc 3 a;, _ b; serie a termini positivi e sia
a; < by per ogni 7. (1.17)

Se la serie )  b; & convergente anche la serie > a; & convergente e la sua somma & non
superiore alla somma di ) b;; se invece 3 a; & divergente allora anche la serie 3 b; &
divergente.

DIMOSTRAZIONE  Se s, sono le somme parziali di )" a; ¢ wy, sono le somme parziali

di )" b;, da (1.17) segue s, < wy, e dunque se U'insieme delle w,,, n = 1,2,. .., & limitato
anche l'insieme delle s,, n = 1,2,... lo &; se, invece, I'insieme delle 5,, non & limitato
neppure quello delle w,, lo &. O

0SSERVAZIONE 18 E facile constatare che il precedente criterio & ancora valido se le dise-
guaglianze (1.17) sono soddisfatte solo definitivamente, cio& per ogni j maggiore di un
certo jo; anche in questo caso si dice che la serie 3" a; & maggiorata o dominate dalla
serie ) b;. Non sard perd vero, in generale, che la serie 3 a; ha somma non superiore
alla somma di > &;.

Pit in generale si noti che # comportamento di una serie non viene alterato mo-
dificando un numero finito di suoi termini (lo & perd il valore S della somma, nel caso
di serie convergenti).

ESEMPI 1.9 (a} Si consideri la serie > j%; si ha

=1
1 2
.‘<*a j=112!"';
[TV RS

dal criterio del confronto e dall'Esemnpio 1.6 segue che tale serie & convergente., Infatti,
dalla definizione di convergenza segue subito la proprietd di omogeneita: se Y a; &
una serie convergente con somma 5 allora per ogni numero ¢ 2 0 la serie ) ca; &
convergente con somma ¢S (si veda anche la Proposizione 1.17). Per confronto con

= 1
la serie di Mengoli (1.14) segue allora che la serie > — & convergente ¢ ha somma
=117
2
minore di 2; nel Capitole 11 verra provato che la somma & —7;—
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{(b) Serie armonica. La serie dei reciproci degli interi

1

. . 1. ) ,
prende il nome di serie armonica in quanto ogni termine a¢; = — ¢ la media armonice
1 . L g . .
dei due termini adiacenti e € T La serie armonica é divergente. Si costruisca
- 1
infatti la serie > b; ponendo
1 1 1
bh=1, bh==, ba=by==, by=bg=br=bg =,
1 2=, ba=bi=2, b=be b7 = bg 3

1
e in generale b; = oF ber 2%—1 « 4 £ 2F. Si ha allora

1
o <G se 2871 < j < 2,

1
dunque b; € - per ogni j > 1; d’altra parte & chiaro che le somme parziali di )" by
J

non sono limitate, in quanto nell’espressione

PITHE Y O N (UL S
2 \1" 4 88 8 8 U \ZF ok
— ———

251 yolte
ogni parentesi vale 1 .
Si osservi che, indicate con H, (n = 1,2,...) le somme parziali della serie armonica, Hy,

pur divenendo all’aumentare di n maggiore di qualunque prefissato numero, cresce al-
quanto lentamente. Per esempio si ha

Hygop = 7,48, H1 000 000 = 14,39;

per superare 100 occorre sornmare la bellezza di circa 10%° termini!

{c) Serie esponenziale. Ricordiamo che per ogni intero positivo n si definisce il fattoriale
di n come

nl=nn—-1)(nr-—-2}...3-2-1,
o, pill formalmente, tramite la formula ricorsiva
=1, nl=n-(n—1}.

Si pone poi, per convenzione, 0! = 1.
La serie

Z% (1.18)
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& dominata dalla serie geometrica di ragione %, in quantc risulta
A=1-2-34...(G-1)F>2"1 sej=3,

e quindi

| -

—, sejz3. (1.19)

W

1

- <

7!
(St osservi che risulta anzi

F1>27 per jz4). (1.20)

Dunque la serie (1.18), che si dice serie esponenziale, & convergente. La sua somma &
un numero maggiore di 2 e minore di 3, come si ricava facilmente da (1.19):

11 1 1 1 1 1
2Lt gt <l lE ot

23 s mtTm =1 <3

Tale somma viene indicata con il simbolo €; essa & la base dei logaritmi noturali o
neperiont e svolge un ruolo fondamentale nel calcolo. Il numerc e & un numero irrazio-
nale (come si vedra tra breve) e trascendente {ciog non & radice di alcuna equazione
algebrica a coeflicient] interi).
o1
La somma parziale 8, = > ? fornisce un valore approssimato di e; per esempio
=0
1

1 1
calcolandoswzl—i-ﬁ+i+...+ﬂSIha

S1p =~ 2,718281801 .

Ci si chiede con quale precisione questo numero approssima e; indicando Uerrore con
Erp = e — 519, usufruendo della diseguaglianza {1.20), si ottiene

a0 1 10 1 oo 1 fa’s] 1
Bo=3 53 5=2 5<3 5=
| I !
j=0‘?' j=03' j=11-7' j=1123
_11+1+1+ 1 1 11 1
211 2 4 Co211 11727 210 1024 108

Quindi sy, approssima e con errore minore di 1/1600. Con un calcolo lievemente pifL
elaborato {si veda I'Esercizio 1.2.33) si verifica, perd, che 'approssimazione & molto
migliore in quanto risulta

1
E,a=e— 8y < —. (1.21)
7 - nl
La serie esponenzgiale &, dunque, “rapidamente” convergente e fornisce un algoritmo
molto efficiente per la determinazione del numero e.
Il valore di e, approssimato alla ventesima cifra decimale, &

e ~ 2,71828182845904523536 ;

una buona approssimazione (con quattro cifre decimali) & data dalla frazione 58 che

! ¢ ! ! 223
ha il pregio di essere facilmente memorizzahile.
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La stima (1.21) consente di dimostrare facilmente la irrazionalité di e. Infatti se e
fosse razionale, posto e = p con p, g interi primi fra loro, si avrebbe
q

il che & assurdo in quanto ¢! (2 - sq) € certamente intero.
q

11 confronto con la serie geometrica consente di dimostrare facilmente i seguenti due
utili eriteri di convergenza.

PROPOSIZIONE 110 ( Criterio del rapporto o di D’Alembert) Sia ¥ 0, una serie a termini
positivi; se esiste un numero g con 0 < ¢ < 1 tale che

Gn41

£ ¢ definitivamente, (1.22)
an

allora la serie }_ a, & convergente.

DIMOSTRAZIONE A patto di eliminare dalla serie un numero finito di termini {il che,

come si sa, non altera il carattere della serie) si pud ritenere che la diseguaglianza
fn41

£ g sia verificata per ogni indice n. Si ha, allora, s € 19, ¢3 € a9 € ag’,. ..
Tl
Gny1 S Gng € a1q". Ne segue che la serie ) an & maggiorata dalla serie geometrica

a1 Y. g", che & convergente essendo g < L. O

PROPOSIZIONE 1.11 { Criterio della radice) Sia Y a,, una serie a termini positivi; se esiste
un numero g < 1 tale che

Ya, < g  definitivamente, {1.23)
aliora la serie > a,, & convergente.
DIMOSTRAZIONE Per n maggiore di un certo indice 72 si ha {/a, € ¢, quindi o, € ¢

per n > 7. Pertanto la serie in esame & maggiorata, definitivamente, dalla serie
geometrica di ragione g < 1 e quindi {Osservazione 1.8) converge. O
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Vale la pena di osservare che le condizioni (1.22), (1.23) non possono in alcun modo
essere sostituite da
On+1
(1233

<1, Ya, < 1.

Per esempio la serie armonica E% soddisfa fali condizioni, ma come ben sappiamo
diverge.

Si noti, inoltre, che i predetti criteri stabiliscono condizioni sufficienti per la con-
vergenza della serie ) a,, ma non sono affatto necessari. In altri termini una serie pud
essere convergente senza che alcuna delle condizioni (1.22) e (1.23) sia soddisfatta.

Una condiztone necesseria {ma non sufficiente) per la convergenza &, invece,
espressa dalla seguente

PROPOSIZIONE 112 Se la serie a termini positivi ) a; & convergente allora per ogni numero
£ > 0 risulta

a; < ¢ definitivamente. (1.24)

DIMOSTRAZIONE  Detta & la somma della serie, basta osservare che, essendo s;_1 <
5; £ 8, si ha,

aj-zs_,-—s_,-_lgS—sj_l. g

La condizione (1.24) si esprime anche dicendo che la successione {a;} & infinitesima; pilt
in generale si chiamano infinitesime quelle successioni {a;} che verificano la seguente
proprieta:

per ogni £ > 0 risulta |a;| < € definitivamente. {(1.25)

Si dice anche che le successioni infinitesime a; hanno limife 0 o che fendono a0 per §
tendente all'infinito. Nel seguito saranno studiati in modo sistematico questi concetti.

Si presti attenzione a non equivocare sul significato della Proposizione 1.12: essa
nen afferma che se a; ¢ infinitesima allora 3 a; & convergente; 1'esempio della serie
armonica mostra anche in questo caso che detta implicazione & falsa. Tuttavia la
proposizione fornisce un criterio di divergenza: se a; non & infinitesima allora 3 a;
certamente non converge.

Vi sono, poi, alcuni casi nei quali dimostrare direttamente che una certa succes-
sione a; ¢ infinitesima & pilt difficile che verificare la convergenza della serie >_a;. In
queste circostanze la proposizione precedente pud essere utilizzata per il calcolo dei
limiti (si veda per esempio I'Esercizio 1.4.10).

ESEMPY 1.13 (a} Si consideri Y nzx™, ove z € un fissato numero con 0 < z < 1. 5i ha

n=1
1 n+l 1 1
(n__f__)z_.z 1+ = IQI+ <1
nr" ) 2

2z o -
non appena n = 1= dungue, per il criterio del rapporto, la serie & convergente.
—
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= 1

(b} Per la serie (convergente) >, — sia il criterio del rapporto sia il criterio della
n=17

radice sono inefficaci. Infatti non esiste alcun numero ¢ < 1 tale che risulti

1/(n+12 ( n
1/n2 (n+1

2
) < q definitivamente ,

(si utilizzi 'Esercizio 1.2.14(a}); e neppure esiste ¢ < 1 per il quale si abbia

N definiti
poy Ry < ¢ definitivamente

(Esercizio 1.2.15).

(=]
(¢} Si consideri la serie 3 a, ove i termini a, sono definiti dalla relazione ricorsiva
n=1

1 2
a) = 50 Onil =a,{l—a,), n=12,...
E facile accorgersi che intera successione a,, & costituita da numeri compresi fra 0
e 1; dunque la serie studiata & a termini positivi, ma & molto difficile trovare una
espressione esplicita di a, in funzione di 7.
1l critexio del rapporto consente tuttavia di concludere che la serie _ a,, & convergente;
infatti

a
On+l an{l = ap) <
427

<1,

W |

in quanto per ogni x reale, essendo (z — $)% > 0, si ha z(1 — z) < 1/4.

ESERCIZI

1.2.24 Scrivere i primi cinque termini delle successioni e delle serie individuate dalle
seguenti relazioni:

n—1 n
(a) ﬂnzm; (b) an=(-1)"-n.
1.2.25 Calcolare la somma delle seguenti serie geometriche:
1 1
(a) 1+§+§+.“ (b 2—0,24+0,02-0,0024...

1.2.26 Scrivere sotto forma di frazione i numeri decimali indicati, dopo averli espressi
mediante una serie geometrica:

6 6

(a) 0,666...—E+m+.”,
9 9

(b) 0,999...——E+ﬁ+...,

7 7
(c) 2'3777"':2‘3+f]5+ﬁ6+“"



28 Capitolo 1

1.2.27 Usando la definizione di serie provare il seguente familiare risultato: sia z un
numero decimale periodico misto, per esempic & = 6,3458 = 6,34585858. ..
Allora z & uguale alla frazione il cul numeratore & la differenza fra il nume-
ro ottenuto scrivendo, nell'ordine, le cifre della parte intera, dell’antiperiodo
nonché del periado, € quello formato dalle cifre della parte intera e dell’anti-
periode, mentre il denominatore & costituito da tanti 9 quante sono le cifre del

periodo e da tanti 0 quante sono le cifre dell’antiperiodo (nell’esempio sopra

: _ 63458-634
visto & = 255" )

1.2.28 Dopo aver riconosciuto che per ogni x le serie seguenti sono ricondueibili a
serie geometriche, individuare i valori di & per cul convergono e scriverne la
somma:

o ni1 oc
z+1 —n(z?
@ Y(3) . o Y
n=0

=0

1.2.29 Siano r ed s due semirette uscenti dal vertice O che formano un angolo di 30°.
Detto Ag il punto di r che dista 1 da O, sia A; il piede della perpendicolare
condotta da Ag a s, sia pol Aj 1l piede della perpendicolare condotta da A,
a r. Si prosegua indefinitamente nel modo anzidetto (Figura 1.11).

Si dia una definizione della lunghezza della spezzata infinita Ag A1 As ... An ...
e si calcoli tale lunghezza.

Figura 1.11

1.2.30 Discutere la convergenza delle serie:

= 1
(a) Z:E) @—nm 5 (b}

[~}

=
NgE:
3|3
)
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1.2.31 Provare che le seguenti serie telescopiche sono convergenti e calcolarne la som-

1.2.32

mas:

Z\/’I’L—Fl—\/—’ (b)z ﬂ+1/2

2 Uit S rrsl
1 - 1
LI gy —
(C)gnﬁ_l ()Zn(n+1)(n+2)
[Per (d) si asservi che e, = 3(% — 239 + 755 — mr1))-
Si costruisca la spezzata Py, Py,... Ppo,... ove OPy = 1, PaPoyy = i,
n =12 ... e gli angoli mnﬂ sono tutti retti e orientatl nello stesso

VErso.

(a) Si dica se la distanza del punto P, dall’origine O si mantiene limitata al
crescere di n.

(b) Si dica se I’angolo P,OP, cresce indefinitamente o meno.
[Si tenga presente la diseguaglianza sen x < z, per & > 0].

Figura 1.12

1.2.33 Provare che risulta

I
=0' N N+1)

e dedurne la stima (1.21).

1.2.34 Siaz > 0; dalla serie geometrica si ha

e+t rrt .. =
1—z
e anche
4l o2
z  z? 1-1/z -1
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Sommando si ottiene la seguente formula (attribuita a Eulero)

I x

=0.
3:—1+1—:r:

1 1 9
...+—5+—+1+;r+:c +...=
e b

Daov’e Verrore?

1.2.35 James Bernoulli (Opera, 1, 375) parte dalla serie
dalla quale ottiene

Sottraendo ora la seconda relagione dalla prima egli ricava

RPN N .
[£3 {1 (71
S13ctascet3ac

Tale risultato & corretto? Ed & corretta la deduzione di Bernoulli?

1.2.36 Studiare la convergenza delle serie seguenti:

ke 1—2n 22, on-1 ) = n+1l ﬂ‘
@ Y ® Laogs  © n}j:l(gn_l),
o .3 oo =) n
@ Y= CHD Lt RCHNNUND B
n=1 n=1 =1
@ Yot (hy > m-27%.
n=1 nh=1

1.2.37 (Curve di von Koch) Partendo da un triangolo equilatero di lato unitario, st
divida in tre parti ugnali ciascun lato e sulla parte mediana si costruisca un
“promontorio”, sempre a forma di triangolo equilatero. Si ripeta la costruzione
per clascuno dei lati della nuova figura ottenuta (Figura 1.13).

A ¥ %

Figura 1.13

L
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Tterando indefinitamente il procedimento si genera una curva chiusa, detta
curva di von Koch. Si verifichi che la “lunghezza” di tale curva & infinita e s
calcoli I’area della regione di piano da essa delimitata.

Figura 1.14

1.2.38 Siano F}, i numeri di Fibonacei, deﬁmtl daFo=0 =1 F,=F, 1+ F,_2,
n=2,3,... 5idica se la serie Z 1/F,, converge.

n=1

1.2.39 Sia a, una successione di numeri positivi tali che Y a2 sia convergente e si
n=1

abbia, per ogni n > 1
Oy

Qntl < )
n Un-1

o0
Provare che la serie Y a, & convergente.
n=1

1.2.40 Sia Y a, una serie convergente; si provi che anche la serie 3 a2 & convergente.
Si puo dire che se 3" a2 & convergente, allora converge anche Y a,?

1.2.41 Sapendo che la serie 3 an{a, > 0) & convergente, dire quali delle seguenti serie
CONVErgono necessariamente:

(a) 3. ny/an;
OPspas

1.2.42 Tllustrare con un esempio che la serie Z pud essere divergente anche se

5> an e > by, sono convergenti € nessun b, & : nullo.
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1.2.43

1.2.44

1.2.45

1.2.46

1.2.47

1.2.48

1.2.49

Sia a, una successione di nummeri non negativi tali che > a, diverga. Dimo-
strare che & convergente la serie

el
> rin
n=1 1+ n2a" ‘

Sia a,, una successione di numeri positivi; si provi che la serie Y a,, & conver-

a
te se e solo se 1o & la serie i
gente s eloéla Zl—l—an
Discutere la convergenza delle serie
o 1 e
—; b 3=vm
() ‘; v O go

Sia @, una successione infinitesima tale che a, 2 a,.; 2 0. Provare che se la
serie ) an & convergente allora anche la serie Y n{a, — an41) lo &, e le due
serie hanno la stessa somma.

o)

Provare che la serie )" a, ove i termini @, sono definiti ricorsivamente dalle
n=1

formule

(].1=].-, Gint+l = 1 n:172137--'

Ay
2+4a,
& convergente. Provare, invece, che I'analoga serie i cui termini sono definiti

da
Gp

1+a,

g1 =1, api;= , n=1223,...

& divergente.

Un baco, lento ma tenace, parte da una estremitd di un nastre di gomma
lungo un metro e avanza verso ’altra estremitd alla velocita di 10 centimetri al
minuto. A ogni minuto, perd, uno spirito maligno allunga. il nastro di 1 metre.
Cosi, alla fine del primo minuto, il baco & a 10 cm dal punto di partenza € a
90 cm da quello di arrivo. Ma, poiché & passato un minuto, il nastro viene
allungato di un metro; il baco mantiene la sua posizione relativa durante
I'allungamento, a 10% dalla partenza e a 90% dall’arrivo e, quindi, all’inizio
del secondo minuto si trova a 20 cm dalla partenza e a 190 cm dall’arrivo.
Dopo 2 minuti si trova a 30 cm dalla partenza e a 170 cm dall’arrivo, ma il
nastro viene allungato e le distanze diventano 45 e 255 em. Riuscird mai il baco
a raggiungere la meta? (ovviamente si suppone che il nastro possa allungarsi
all'infinito e che infinite siano sia la longevitd del baco sia la perversitd delio
spirito maligno).

Su un tavolo orizzontale vi & una pila di n» monete uguali; si assuma come
unita di misura il loro raggio. Provare che & possibile disporre le monete nella
pila in modo che esse siano in equilibrio e che la distanza d,, fra le verticali
passanti per il centro della moneta pinl bassa e di quella pili alta risulti

1 1 1 1

=14+ ++-4+... :
do=1d5+3+7++-—3
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Figura 1.15

1.2.50 Fu posto a Von Nenmann questo problema: due ciclisti distanti tra loro 100
miglia si vogliono incontrare; partono contemporaneamente e si muovono en-
trambi a 10 miglia all'ora. Nel medesimo istante una mosca lascia la prima
bicicletta e vola verso la seconda a 20 miglia all'ora. Li giunta, riparte alla
stessa velocita per ritornare alla prima. La mosca continuera a volare dall'una
all’altra bicicletta finché i due ciclisti si incontreranne. Quale sara il suo per-
corso? Von Neumann rispose dopo una breve riflessione calcolando la somma
di tutti i tratti percorsi dalla mosca, ma era possibile rispondere in modo pid
semplice. Dare le due risposte.

1.3 Serie a termini di segno variabile

In questo paragrafo la definizione di convergenza viene estesa al caso di serie con termini
a1, Ga,...05,... non tutti dello stesso segno. Sard studiato un casc particolarmente
importante, quello delle serie con termini di segno alternativamente positivo e negativo.
Ci si rendera conto che non tutte le proprieta delle somme finite si estendono alle serie
convergenti con termini di segno qualunque; per esempio non & possibile, in generale,
cambiare a piacimento 'ordine del termini., Verra introdotta, quindi, la nozione di
convergenza assoluta e si vedra che alle serie assolutamente convergenti si estende la
proprietd commutativa delle somme finite; tali serie si prestanc, dunque, ottimamente
alla manipolazione algebrica.

Nel caso delle serie convergenti a termini positivi abbiamo visto che le somme par-
ziali s, sono approssimazioni di quel aumero S definito somma della serie, e che pur
di prendere n grande a sufficienza tali approssimazioni sono accurate quanto si vuo-
le. 8i possono riassumere le condizioni (Cy) e {Cg) di convergenza nel modo seguente
{tenendo conto dell’Osservazione 1.5{bh)).

(Ci2)  per ogni numerc € > 0 definitivamente st ha S — ¢ < s, € 5.

Quando in una serie eompaiono sia termini positivi, sia termini negativi, la limitatezza
delle ridotte parziali non basterd da sola a garantire la possibilita di attribuire alla
serie una somma: si pensi alla serie

1-14+1-1+17-1+4...

le cui somme parziali sono alternativamente 1 e 0. Tuttavia, in certi casi, la nozione
P

intuitiva di somma infinita si preserva. Si consideri, per esempio, una pallina che,

partendo dall'origine, si muova lungo Yasse ¥ con velocita unitaria; la pallina dopo
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un secondo inverte la direzione del moto, la inverte nuovamente dopo 1/2 secondo,
ancora dopo 1/3 di secondo e cosi via. La pallina continuerd a muoversi per un tempo
infinito (la serie Z% e divergente) e dungue percorrera una distanza infinita; sembra
tuttavia ragionevole poter individuare un punto P dell’asse y verso il quale la pallina
si avvicina sempre di pilt {la Figura 1.16 riporta il grafico del moto orario) e chiamare
l'ordinata di tale punto somma della serie

1 1 1

D 12
23 1" (1.26)

b " " " i PR T T W 1 ‘4;.,---..-.“..."‘"""“_)
- r * T =TTy

Figura 1.16

Nel casa di serie aventi sia termini positivi sia negativi I’approssimazione delle somme
parziali alla somma {che dobbiamo ancore definire) pud essere per difetto ma anche
per eccesso; &, dunque, naturale sostituire la condizione (C; 2) con la seguente

[]
DEFINIZIONE 1.14 Data una serie > a; si dira che la serie & convergente e ha somma S se
i=1

(C) per ogni € > 0, definitivamente si ha 8§ — & < 8, < 5 +e.
Si noti che la condizione (C) si pud porre nella forma equivalente

(C) per ogni € > 0 definitivamente si ha |S — sp] < €.

E facile ora verificare che la precedente definizione di somma di una serie convergente
& ben posta, ciot la condizione {C) non pud essere verificata, per una stessa serie, da
due numeri diversi S e 5.

Se cosi fosse, infatti, per ogni numero ¢ > 0 si troverebbe un indice A per cui
|§ — 3| < € € anche |5 — s, < &, da cui

1S =8| < |5 = snl + 8n — §'| < 2

poiché £ & arbitrario ne segue $ — §' = 0.

La condizione (C) si pu¢ anche formulare nel modo seguente: la successione s, —S
& infinitesima per n tendente all'infinito, o anche: lg successione s, ha limie S per n
che tende all'infinito; queste locuzioni esprimono con un suggestive linguaggio “dina-
mica” ¢id che la (C) esprime “staticamente” (si ricordi 1'osservazione conclusiva del
Paragrafo 1.1; queste considerazioni saranno sviluppate nel Paragrafo 1.4).
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Come nel caso di una serie a termini positivi {Proposizione 1.12) la successione dei
termint a,, di una serie convergente > a,, ¢ infinitesima; infatti se S & la somma della
serie si ha

|a‘n| = an - Sn—ll % |sn - S| + |S_ sn—ll

e, quindi, definitivamente |a,| < 2e. Come gid sappiamo nen é vere i viceversa, ciog
il fatto che il termine n-esimo a,, sia infinitesimo (tenda a zero) non garantisce affatto
la convergenza della serie > ay.

Nel caso detla serie a termini poesitivi sono possibili solo due tipi di comportamento: o
la serie converge o altrimenti la successione delle somme parziali s, & illimitata; in tal
caso sl diceva che la serie & divergente (positivamente) (Definizione 1.4).

Nel caso delle serie con termini di segno variabile non & pilt possibile una classifica-
zione cosi semplice. Accanto alle serie che convergono, nel senso della definizione data
or ora, vi sono serie che divergono positivamente e altre che divergono negativamente.
Tali due comportamenti sono caratterizzati dalle condizioni:

(D¥) per ogni numero K definitivamente si ha s, > K,
(D7) per ogni numero K definitivamente si ha s, < K,
ove s, denota la somma parziale n-esima (Osservazione 1.5); nei due casi si scrive

[ o] o ]
E iy = +00, E y = —0G.

n=1 n=1
o5
Vi sono, perd, serie, quali ¥ (—1)*=1-14+1—1+..., che non rientrano nelle categorie
n=0

ora descritte; esse vengono talvolta chiamate serie indeferminate, anche se non vi &
concordanza su questa denominazione: la maggior parte della letteratura anglosassone
chiama divergenti tutte le serie che non convergono. La questione &, comunque, di
secondaria importanza in quanto la nozione fondamentale & guella di convergenza.
La definizione di convergenza 1.11 & utilizzabile nella pratica per decidere se una serie
converge o meno solo quando S & noto o intuibile a priori. Tuttavia il piu delle volte
non & cosi (si pensi all’esempio della pallina): 1'interesse delle serie sta proprio nel fatto
che le loro somme parziali forniscono approssimazioni via via migliori di grandezze che
non sono note a priori. E utile, guindi, avere criteri che consentano di decidere se una
data serie & convergente 0 meno senza avere informazioni sulla sua somma 5.

SERIE A SEGNO ALTERNO

Per le serie che hanno i termini alternativamente di segno positivo e negativo, come
la serie
l-zctz—-=+... +
2 3 4

si pud formulare un comodo criterio di convergenza. Conviene porre tali serie nella
forma

11 1 —1)n-t
o=,
n

=)

) —Qat+ag—ag+...= Z(—l)“"lan , ‘ {1.27)

n=1

ove gli a, sono tutti positivi.
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PROPOSIZIONE 115 ( Criterio di Leibniz) Se la successione di numeri positivi {a,} & decre-
scente (ciod ap41 < an, 7 = 1,2,...) e infinitesima (ossia per ogni € > 0 definitivamente

[= %
si ha a, < €), allora la serie }_ (—1)""la, & convergente.
n=1

2
DIMOSTRAZIONE  Si consideri la serie Y b,, ove b, = @251 —aan, n =1,2,..., che
n=1
si ottiene raggruppando a due a due i termini della serie data. Tale serie & a termini
positivi (o nulli) e le sue somme parziali sono le somme parziali sa,, di indice parxi di

3 {—1)""'a,. Esse sono limitate, in quanto

Sop = @1 — a2+ ...t dop1 —Gap =

=a; — (a2 —a3) — ... — (Ban_2 — Q2n_1) — 20 € @1, (1.28)

e quindi la serie a termini positivi Y by, avendo le somme parziali limitate, & certamente
convergente. Sia S la sua somma; dato € > 0, per la Definizione di convergenza 1.4 (e
I'Osservazione 1.5) st ha

S —£< 53, <5  definitivamente ; (1.29)
d’altra parte a,, & infinitesima e quindi
@ant+1 < €  definitivamente.
Dunque definitivamente in n risulta anche
8op < Sonel = Sop + Gope1 < S H+c. (1.30)

Dalle diseguaglianze (1.29) e (1.30) segue che la Definizione 1.14 ¢ soddisfatta e, quindi,
che la serie Y {—1)""!a, converge. O

OSSERVAZIONE L16 E interessante notare che, nelle ipotesi della precedente proposizione,
si ha la doppia diseguaglianza

Son & 5 K S2p41  Per ognin. (1.31)

La prima di esse si ricava immediatamente da (1.29). Per dimostrare la seconda si noti
che

52n43 = S3n41 — (Bont2 — G2n43) € S2n41,

vale a dire le somme parziali di indice dispari decrescono al crescere di n. Se, dungue,
fosse S > s2,41 per un certo fi si avrebbe § > ss511 2 52,41 per ogni indice n 2 R
Questo, tuttavia, contraddice, per un £ ocpportuno, la (1.30). La diseguaglianza (1.31})
consente di concludere che le somme parziali di indice pari forniscono un valore ap-
prossimato per difetto della somma, quelle di indice dispari un valore approssimato
per eccesso e che 'errore di tali approssimazioni non & superiore al primo termine tra-
scurato (infatti S — 895 € S2n41 — 920 = G2n41s S2n41 — O € 82041 — S2n42 = Gont2)
Osserviamo, poi, che la Proposizigne 1.15 continua a valere anche se la successione a,, &
solo definitivamente decrescente, cioé la diseguaglianza 0 < 2,11 € @, vale solo da un
certo indice 7 in poi. Infatti si pud ripetere qui I'Osservazione 1.8: i comportamento
di una serie non viene alferato modificando un numero finito di suoi termini.
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- . . L . - - Ny
. —e T — >
2 5 S 85 Sm.y 5§

L rd

Fa Y

Figura 1.17

Alle somme infinite si estendono alcune proprieta (ma non tutte) delle somme ordinarie;
in particolare & facile verificare la seguente

PROPOSIZIONE 1.17 Se Y @, 3 b; sono serie convergenti di somme rispettivamente S e S’
anche la serie >"(a; + b;) & convergente e ha somma S+ 5’; se, poi, ¢ & un qualunque
numero, la serie >_(ca;) € convergente e ha somma cS.

DIMOSTRAZIONE  Proviamo, per esempio, la prima affermazione. Essendo }_a; = §,
3>>b; = 5 per ogni fissato £ > 0 si avrd

|§—su| <& definitivamente ,

|$" — sh| <&  definitivamente,
; n
ove sy € 5y, indicano le somme parziali delle due serie. Si noti che s, + s, = 3 a; +
3=t

3 b = > {a; + b;) & esaftamente la somma parziale n-esima della serie 3 (a; + b;).
j=1 i=1
La tesi segue subito dalle diseguaglianze precedenti e dalla diseguaglianza triangolare:

(S5 4+ 8 — (8n+5,)| € |5 —sa|l +|8 — 53| <2 definitivamente. O

Dunque le serie convergenti st possono sommare e sottrarre termine a termine. Non
valgono invece, in generale, le proprieta associativa e commutativa. Si consideri, per
esempio, la serie

1 11 1 1 1 1 = (-1)r!
I-3t3 it e tr st T

per il criterio di Leibniz essa & convergente; sia 5 la sua somma (verificheremao in
seguito che st ha § = In2: tale & quindi 'ordinata de! punto P della Figura 1.16).
Moltiplicando per il fattore 1/2 si ha allora, in virtit della proposizione precedente,

IR SR T O S
23 45 6 78 7 7
1 1 1 1 1
2 "1 tg TgtoTE
sommando 1 termini incolonnati, si ottiene
1 1 1 1 1 1 1 1 3
14— -4zttt ——=+...=25.

3 2 5 7 4 9 11 8 2



38 Capitolo 1

Quest’ultima serie pud, ovviamente, essere ottenuta riordinando i termini della serie
iniziale e tuttavia il valore della sua somma risulta moltiplicato per il fattore 3/2.
Riordinare, quindi, i termini di una serie pud cambiare il valore della somma. La

(-1

& convergente, ma la serie dei valori assoluti dei suoi
T

serie ora considerata

. 1. . .
termini > — & divergente. Solo le serie che hanno questo comportamento presentano

lo sconcertante fenomeno sopra descritto.

CONVERGENZA ASSOLUTA

DEFINIZIONE 118 Una serie > a, dice assolutamente convergente se la serie D |a,| &
convergente.
Come ben mostra ’esempio 1 — % + % — i + ..., una serie pud essere convergente

senza essere assolutamente convergente. E perd vero il viceversa;

TEOREMA 119 Se 3 |an] converge allora anche ¥ g, converge e si ha

3 an| < 3 fal- (1.32)
n=1

n=1

DIMOSTRAZIONE  Si ponga
+ 1
al = 5(.‘:.:,,1 +lanl}, n=12,...

e si consideri la serie ) a}. Il suo termine n-esimo & 0 oppure |a,], a seconda che
sia an < 0 0 ap = 0. Si pud, allora, scrivere 0 < a} < |a,|; dunque la serie ) a}
& maggiorata da > |a,|, convergente per ipotesi. Pertanto essa converge e quindi, in
base alla Proposizione 1.17, anche la serie Y a,, converge essendo a,, = 2a} — |a,|.

81 osservi che, indicando con S la somma della serie > a, € con s, la sua somma
parziale n-esima, dato £ > 0 si ha definitivamente

S, —€e< 85 <5, +¢,
da cui
T Tt v u]
|S] < |sn] + = Zak +€§Z|ak|+€SZ|ak|+e;
k=1 k=1 k=1
Parbitrarietd di £ da la {1.32). O

1l teorema ora. dimostrato costituisce, in pratica, I'unico criterio generale di convergen-
za per serie con termini di segno variabile.
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o0
ESEMPI 1.20 (a) La serie geometrica > #™ & assolutamente convergente per —1 <
n=0

¢ < 1. E facile estendere agli  con —1 < 2 < 0 la formula (1.15) che ne fornisce la
somia (si veda I’Esercizio 1.3.11).

(b} La serie

Z sen 7
2
=1
. i |sen 73 1 .. ] .
¢ convergente. Infatti, da 5— € —3 siricava che la serie data ¢ assolutamente
7

convergente, per il criterio del confronto.

o0 (g — T

(e) La serie > (——nl & assolutamente convergente per 1 < & < 3, come si vede
n=1

facilmente applicando il criteric del rapporto. Quando |z — 2| = 1 tale criteric risulta

inefficace, tuttavia, se = 3 la serie diviene —— @&, dunque, & divergente (per
Vv ’

=n"
vn

confronto con la serie armonica}; quando, invece, z = 1 si ha la serie 3 la. quale

converge per il criterio di Leibniz.

Le serie che convergono, ma non assolutamente, st dicono anche condizionatamente
convergenti ¢ semplicemente convergenti. Il problema di valutare se una serie asse-
gnata > a, & condizionatamente o assolutamente convergente & strettamente legato al
comportamento delle due serie, a termini positivi o nulli, 3 a} e Y_ a,,; che si ottengo-
no da essa sostituendo, per la prima, ¢ a tutti i termini negativi e sostituendo, per la
seconda, tutti 1 termini positivi con 0 e cambiando di segno ai rimanenti. In simboli

1 - 1
ot = Mantlo) a7 = Slaal - an),
an = a} —a, , lan| =& +a . {1.33)

Per esempio per la serie

51 avra

1 1 1 1
+ s _ o= — -
> af =140+ +0+ =+, D an =045 +0+ 7 +0+

PROPOSIZIONE 121 (a)La serie }_ a, & assolutamente convergente se, e solo se, > aj,
3 a;, sono entrambe convergenti.

{b) Se 5" @, & condizionatamente convergente allora le serie >_a}t, > a; divergono
entrambe.
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DIMOSTRAZIONE (&) Se la serie data converge assolutamente allora ¥ ¢, 3. [@x| sono
entrambe convergenti e, quindi, dalle prime due formule della (1.33) e dalla Proposizio-
ne 1.17 si ricava che 3 a}., 3" a;, sono convergenti. Allo stesso modo, usande la formula
lax| = af + ay, si vede il viceversa.

{(b) Supponiamo ora che 3 4, sia condizionatamente convergente. Allora 3 af e Y a;
non pessono essere entrambe convergenti, perché in tal caso abbiamo appena verificato
che la serie in esame convergerebbe assolutamente. Neppure pud capitare che una sola
di talf serie risulti convergente e I'altra divergente. Infatti dalla Proposizione 1.17 segue
subito che se si ha ¢, = an + by allora la convergenza di due tra le serie 3 an, 3. bn, 3. €n
implica la convergenza della terza (nel nostro caso risulta a)} = a,+«, }. La convergenza
condizionata di 3 a, implica, quindi, necessariamente la divergenza di entrambe le serie
(a termini non negativi) > af, Y a.,. O

In una serie assolutamente convergente, nella quale come si & visto convergono entram-
be le “parti” costituite dai termini positivi e da quelli negativi, la convergenza & per sua,
natura piuttosto “stabile”; invece in una serie condizionatamente convergente 3 a.,, in
cui le due parti divergono, la convergenza & dovuta solo al fatto che i termini positivi
e negativi sono distribuifi in modo da bilanciarsi al crescere dell’indice . Ovviamente
questa & una situazione molto precaria, come ha mostrato esempio di pagina 37: al-
terare I’ordine dei termini di una serie condizionatamente convergente pud distruggere
la compensazione fra i termini di segno opposto o comungue “spostarne equilibrie”.

I due teoremi che seguono illustrano tale situazione. Il primo di essi & fondamentale

per poter sfruttare appieno la nozione di serie e di esso faremo largamente uso; il
secondo, invece, non sara utilizzato nel seguito {benché non ne manchino applicazioni
“avanzate” }, di tale teorema non riportiamo la dimostrazione.
Occorrera, anzitutto, dare una definizione precisa di riordinamento dei termini di una
serie. Nel caso di una somma finita, per esempio, & chiaro cosa significhi sommare i
termini in ordine inverso, nel caso di una serie non lo & in quanto non esiste un “ultimo”
termine.

Date due serie ) an, 3 by, si dice che > b, & un riordinamento della serie 3" ay,
se a ogni termine della prima corrisponde uno e un solo termine della seconda o, vo-
lendo essere piil formali, se esiste una applicazione biuniveca g dell’insieme dei numeri
naturali in 8¢ in modo che b, = ayy)-

Per esempio la serie

R i Rl ST A N A SEL B B LR e L
& un riordinamento della serle geometrica
r+a? 4+t ot

(per ogni » > Q i termini 7 con 2" < j € 2"*! sono seritti in ordine inverso).
Dalla definizione data segue che se 3 b, & un riordinamento di }_ a, allora anche
quest’ultima & un riordinamento di 3" #,.

TEOREMA 122 { Dirichlef) Se la serie . ay, & assolutamente convergente e > b, & un suo
riordinamento, allora anche quest’ultima serie & assolutamente convergente e le due
serie hanno la stessa somma, cioé:

Zan = an‘
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DIMOSTRAZIONE  Si consideri dapprima il caso in cui la serie } a, ha termini tutti
non negativi (quindi anche ¥ by). Se 5 & la somma di > e, & chiarc che ogni somma
parziale di 3_ b, & maggiorata dal numerc 5 in quanto i suoi termini (che sono in numero
finito) sono certamente contenuti in una sornma parziale di 3 e, {forse con indice molto
grande). Dunque la serie 3 b,, avendo tutte le somme parziali maggiorate da S, &
convergente e ha per somma un numero $’ tale che

S’:Zbﬂgs.

D’altra parte, poiché 3 a, & un riordinamento di 3 b, il ragionamento si pud ripetere

trovando
S=>an<9.

Questo prova il teorema nel caso delle serie a termini non negativi.

Nel caso di serie a termini di segno variabile dalla dimostrazione precedente si ricava
che se 3" a.. & assolutamente convergente allora anche ¥ b, lo & A guesto punto basta
utilizzare la Proposizione 1.21 e scomporre le serie nelle due parti contenenti i termini
pogitivi & i termini negativi:

Slan=) af - an, Sha=d bE-> b

Siccame, ovviamente, 3 b1 & un riordinamento delle serie a termini non negativi ek,
siha S bF =3 a}: analogamente si trova > b; = 3 a, € quindi la tesi. O

TEOREMA 1.23 (Riemann) Se Y a, & una serie condizionatamente convergente allora per
ogni numerc I esiste un riordinamento ) b, della serie data che & convergente con

somma L. Esistono anche riordinamenti di 3 a, che sonc divergenti positivamente,
altri che sono divergenti negativamente, altri ancora che sono indeterminanti.

ESERCIZI

1.3.1  Provare che le seguenti serie sono convergenti:

@ 3 S ) S -(VE- 1)

= ﬂ2 + 1 n=]
o0 o0
24 ()" (-
(c) n? (d) Z 2n— 101"
=1 n=1

1.3.2 Determinare quali delle seguenti serie convergono:

m LU o Yyt © e
n=1 n=1 =1

1.3.3 Determinare quali delle seguenti serie convergono e quali convergono assoluta-
mente:

@ SpEEoVE gy y R gy LU
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1.3.4

1.3.5

1.3.6

1.3.7

1.3.8

1.3.9

1.3.10

1.3.11

1.3.12

Dire per quali valori di « le seguenti seric convergono e per guali z convergono
assolutamente:

= z" = . 1 = n o, >, {sen )
(a) ;—HH, (b) n;x sen ~; () ;Hﬁ‘ ;(d) ;—n :

o0

Dire per quali valori di z & convergente la serie Y (72 + z — 1} e calcolarne
n=0

la somma.

Studiare la convergenza delle serie seguenti, alle quali non si applica il criterio
di Leibniz:

1 1 1 1 1 1 1
{a) 1—§+§—3-2+§—§+”.,doveagkﬁlzﬁeazk:—w.

1 1 1 1 1 1 1
b) 1—z+=-—-—=+ + ..., dove agp_1 = e agy = —

373 32 "5 33 2% — 1 3k’

Sapendo che per o € (—7/2,7/2) si ha | sen« || @ |, dimostrare che la serie

x x
Y 2"sen (3_“) converge assolutamente per ogni valore di .
n=0

Dire se la serie che si ottiene sottraendo termine a termine ie due serie (diver-

21 = 1
ti T o—— — .
genti) ; CrpT 21_‘, 5y, converge

(= )
Cosa cambia se si sostituisce la seconda serie con > —?

1

S

[= s
Sia ). a, una serie assolutamente convergente. Si provi che

=0
[ o] 20 o0
E an = E a2 + E U2n+1 -
n=0 n=0 ni=(

= s}
Dire se la serie Y (—1)*"1n~1/" converge.
1

Usufruendo delle Proposizioni 1.21 e 1.17 provare che anche per —1 < z < (
[ 4]

la somma della serie geometrica 3 z" & 1/(1 — z).
n=0

o
Sia )" @i una serie convergente con somma, S; la serie
k=1

00
E Oy = p41 + ppo+ ...
k=n-1

si dice resto n-esimno della serie data.

(a) Provare che per ogni 7 il resto n-esimo & una serie convergente e che, detta
Ry la sua somma, si ha R, =5 — 3, ove 5, & la somma parziale n-esima.
(b) Provare che la successione R,, n = 1,2,... & infinitesima.
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{c} Supposto che esista un numero M con 0 < M < 1 tale che |ag41| € Mlazl,
k=1,2,... si provi che si ha

M
[Ba| < g7 l0nl-

z'
1.3.13 Si provi che la serie Z —— & convergente e se ne determini la somma con un
3—1
errore inferiore a 1073.
[Si utilizzi la parte (¢) dell’esercizio precedente].

1.3.14 Provare che la seguente serie & convergente e calcolarne la somma:
n(n+1)

1)11—1

o0 (_
1.3.15 Sapendo che —

n=1

= 1n2 si calcoll la somma della serie

s 1
> (2k)3 — 2k

k=1

1.8.16 Si dimostri che se la serie > a, € convergente allora le serie

oo [ a] o
S e (0€2<), Z% > nan
n=>0

n=1 n=1
sono convergenti.

1.3.17 (Teorerna di Goldbach) Sia P l'insieme di tutte le potenze perfette dei naturali:
4, 8, 9, 16, 25, 27, 32, 36, ... Si provi che la serie

3y ! —£+1+1+1+i+i+i+i+
“4n—1 3 7 8 15 A 31 35

& convergente ¢ ha somma 1.

fro)
[Si scriva la serie nella forma 3 3
ncP k=1

Fe si verifichi che essa & uguale alla
1
serie formata da tutfi i termini del tipo ooy con m, j 2 2; tale serie ha somma
it 1

= m(m — 1) a 1]'

1.4 Limite delle successioni

In questo paragrafo verra esposta in modo sistematico una nozione che, pur essendo
implicita nella discussione sulla convergenza delle serie, & finora rimasta un po’ in
ombra: quella &i limite di una successione.
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Si studieranno le proprieta dei limiti e si impareranno alcune regole che ne facilitano il
caleolo, senza dover ogni volta ricorrere alla definizione. Verra anche messa in luce una
caratteristica fondamentale delle successioni convergenti di numeri reali: la cosiddetta
proprieta di Cauchy.

Verra ritrovato, pol, il numero € come limite di una successione notevole e, infine,

sard studiata 'importante nozione di equivalenza asintotica, applicata in guesto caso
alle serie numeriche.
(3ia sappiamo che una successione di numeri costituisce una legge che a ogni naturale n
associa un numero a{n) che si usa denotare con a,,. I valori assunti da una successione si
possono scrivere nell’ordine aq, as, . .. 4, ..., e i numero a, si dice n-esimo elemenio o
termine della successione. Una successione ¢ dunque una particolare funzione, definita
sull'insieme dei numeri naturali. Di essa si pud disegnare il grafico nel piano cartesiano
“marcando” in ordinata i valori a,, assunti in corrispondenza ai valori interin = 1,2...
dell’ascissa. La Figura 1.18 mostra, per esempio, il grafico della successione

an =(n—62%6—n/3) n=123... (1.34)

a |-y

1

r

¥

L}

13

L3

: - s *

: * .

H »

: ] [ ] [ ]

! -

! -

[] L ]

: L S - 3

12 3 4 56 78 91011 1213141516 1718

Figura 1.18

Si parla egualmente di successione anche quando i termini a,, non sono definiti per
alcuni indici iniziali, come per esempio

a, = vn?—25,

la quale & definita, nell’ambito dei numeri reali, solo per n 2 5. L’interesse principale &
volto ai valori “grandi” dell’indice n; si vuole cio studiare il comportamento dei termini
della successione a,, al crescere di n. In questo contesto trae origine la fondamentale
nozione di limite che sard oggetto del prossimo paragrafo.

DEFINIZIONE DI LIMITE

Data una serie 3 b,, & possibile costruire la successione {s,} delle sue somme parziali;
viceversa, data una successione {e,} si pud costruire una serie ¥ b, le cui somme
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parziali sono a,; basta porre infatti
by=a1, bpo=0a,—an_1, n=23,..., {1.35)
per avere
hhtbe+.. . +h,=a1+(az—a1)+...+(an —Gn1) =0y

E chiaro, allora, che le proprieta delle serie si possono tradurre in corrispondenti pro-
prieta delle successioni. La seguente definizione &, dunque, motivata dalla analoga
Definizione 1.14.

DEFINIZIONE 1.24 Una successione a, si dice convergenie a un numero L se per ognie >
esiste un numero naturale ng tale che

la, — L] <& per ogni n > ng. (1.36)

ciog se |e, — L| < ¢ definitivamente. Il numero L si dice limite della successione a, ¢
si scrive
L= 1lmae, oppure a,— L per n— 0.
oo
Se in particolare L = 0 la successione a, viene detta infinitesima {si veda anche
la Proposizione 1.12). Si dice poi che e, diverge positivamente se per ogni numero
positivo M esiste un numero naturale ng tale che

ap > M perogni n2mng; (1.37)
in tal caso si scrive

lim a, = +o0  oppure @, — +0c per n— 0.
n—0Q

Una definizione analoga sussiste per successioni divergenti negativarnente.

OSSERVAZIONE .25 (a) Si noti che nella condizione (1.36) che assicura la convergenza
hanno importanza i valori di £ vicini a 0, che impongono ai termini e, di indice
maggiore di ng di dare una buona approssimazione di L; minore sard £ maggiore
sard, in generale, il corrispondente indice ng. Invece nella condizione (1.37) hanno
importanza i valori grandi di Af, che stimano la crescita dei termini della successione
al crescere di n.

(b) Una successione a, converge al limite L se e solo se la serie > b, con i termini
definiti dalla {1.35) converge e ha per somma L; analogamente a,, diverge positiva-
mente oppure negativamente se e solo se tale serie & divergente, positivamente oppure
negativamente. In particolare il limite di una successione, se esiste, £ unico (si veda
pag. 35).

La condizione (1.36) si pud agevolmente interpretare sul grafico della successione:
dato £ > 0 si consideri la striscia delimitata dalle rette di equazione y = L—e, y = L+¢;
i punti che rappresentano i termini della successione devono essere, da un certo indice
in poi, tutti contenuti in questa striscia e questo deve avvenire per ogni ¢ > 0. La

Figura 1.19 mostra cid che accade con la successione a, = 1 — (_—;E, n=12,....
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(c) 100 110 120

Figura 1.19 Ilustrazione della condiziene di convergenza {1.36) nel caso della succes-

sione data. (a) con £ = } la condizione & soddisfatta per n 2 3, (b) con

e=1%lo&pern 6, (c) con e =001 per n > 101.

2
1
ESEMPI 1.26 (a) La successione a,, = __2_11_;|—____ ha limite 1; infatti
n+2n-1
) nf+1 2 -1) <?E:2

_ = —
nZ4+2n—1 n¥E4+2n—1 n2 n &

non appena n > %
Si noti che non abbiamo determinato il pin piccolo indice ng tale che la diseguaglian-

za (1.36) risulti soddisfatta per ogni n = ng: trovare tale minimo indice pud essere
inutilmente laborioso e non ¢ affatto indispensabile.

(b} La successione

1 1 1 1 1 1 1

1 Trin!' o' 1ndn0! o' q1min? ssey 0 Ty TAI0?
o1pt0t 27 100t 37 1010 n' 1010
non & convergente a zero, benché tutti i termini siano definitivamente “molto piccoli”.
La condizione (1.36) si applica con I = 0 per & > 10'°, ma quando £ < 1071% non &
vero che i termini della successione siano definitivamente minori di e.

() La successione {/a, ove ¢ & un fissato numero reale positivo, ha limite 1. Infatti,
supposto per esempio a > 1, poniamo by, = {fa—1 e verifichiamo che b, & infinitesima.
Dalla diseguaglianza di Bernoulli, si ricava

a={1+b,)" >1+nb,,
da cui

a—1
a<b, < —<e¢
n

a—1
nomn. appena 71 > —.
€
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1 .
In modo analogo, ponendo ¢, = — — 1, si tratta il caso a < 1.

va

(d) Si supponga di avere una approssimazione b per eccesso del numero irrazionale V2.
Si vede subito che il numero
1 2
==(b+2
=3 ( " b)

& una approssimazione di v/2 migliore della precedente. Infatti
c—vi=2(p+2_2v3) = l(b%z—zb\/i) = —1—(b-\/§)2
2 b 2b 25 ’

da cui si deduce, essendo b > & — /2,

. 1
0<c—v’§<§(b—\/§). (1.38)
Cc .""ﬂ\
0 2 vz b
b
Figura 1.20

Questa osservazione suggerisce di costruire la seguente successione per approssima-
re v2:

1 2
a1 =2, an+1:§(an+—), n=12,... (139)

Qan

In effetti avremo, applicando successivamente la {1.38}:

1 1 1 1
0<an+1“\/§< E(Gn_‘/g)<?(an—l_ﬁ)<"'<2_ﬂ'(al_\/§)<2fn:

da cul
lim a, = V2.

Tn—o0
I primi termini della successione sono

a1 =2, ag= 3 =15, az= % =1,416, aq4= % ~1,414215.
Si noti che gia il quarto termine della successione fornisce v/2 con 5 cifre decimali esatte;
la convergenza sembra dunque molto pinl rapida di quanto suggerito dalla (1.38).

Il metodo descritto si estende facilmente, sostituendo a 2 un qualunque nume-
ro positivo p, e fornisce un algoritmo piuttosto efficiente per il calcolo della radice
quadrata, noto come algoritmo di Erone.
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Se si vuole dimostrare che una successione converte occorre avere un'idea di guale pud
esserne 1l limite; in caso contrario la Definizione 1.24 non & applicabile. Tuttavia non
sempre il limite di una successione & noto o congetturabile a priori, come negli esempi
ora visti. Anzi, il piti delle volte, si cercano, tramite le successioni, approssimazioni via
via sempre migliori di grandezze sconosciute a priori: soluzioni di equazioni, massimi e
minimi di funzioni. .. Il teorema seguente costituisce una importante caratterizzazione
delle successioni convergenti; esso non coinvolge il valore del limite.

DEFINIZIONE 127 Una successione {a,} si dice successione di Cauchy (o successione fon-
damentale) se per ogni £ > 0 esiste un numero positivo ng {dipendente da &) tale

che
lan — aml] < € per ogni nym = no.

TEOREMA 128 (Criterio di convergenza di Cauchy) Una successione & convergente se e
8olo se & una successione di Cauchy.

Se la successione ha un limite L allora, per definizione, fissato comunque £ > 0 vi & un
intero ng tale che |a, — L| < & per n 2 ng. Dungue se n, m 2 ng dalla disegnaglianza,
triangolare si ha

Ia‘n. _am| ‘~<-. |an _L| =+ iL—ﬂ.-mI < 25‘

Poiché 2¢ & un arbitraric numero positive ne segue che {a,} & di Cauchy.

La implicazione inversa, vale a dire il fatto che una successione di Cauchy di numeri
reali ammette limite, & di straordinaria importanza; sostanzialmente essa equivale alla
proprietd di completezza del numeri reali, anzi pud essa stessa venir assunta come
“assioma di completezza” in una definizione assiomatica dei numeri reali. Si rinvia su
questo punto alla breve discussione che si trova neila Appendice.

Poiché una serie ) a, converge e ha somma S se e solo se la successione {s,} delle
sue somme parziali ha limite §, dal teorema precedente si ricava subitc una condizione
necessaria e sufficiente per la convergenza delle serie.

PROPOSIZIONE 129 Una serie Y  a, & convergente se ¢ solo se per ogni € > 0 esiste ng tale
che

Tl

Zak = |ap + Qng1 + o+ Qg <€

k=n

perogninzngeognim=12,...

TEOREMI FONDAMENTALI SUI LIMITI

Studiamo ora qualche proprieta delle successioni convergenti.

PROPOSIZIONE 130 Se una successione & convergente allora & limitata (Definizione 1.2).
Se lim a, = L allora

—20

infa, € L €supay.
" n
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DIMOSTRAZIONE Sia L = lima,. Fissato ¢ = 1 vi & un nyg tale che |a, — L| < 1 per
n > ng. Dunque

lan| € lan — L]+ |L| < 1+|L| perogni =n>ng.
mentre se poniamo M = max{a1,az,...an,} si ha evidentemente
la,| € M per n=12,.. .np.

Per ogni naturale n si ha allora |a,| € max{l + ||, M} e quindi la successione ¢
limitata. Se poi fosse I = inf a,, > L, posto ¢ = I — L, in base alla definizione di limite
si avrebbe

an<L+e=L+(I—-L)y=1 definitivamente
mentre invece si ha f € a, per ogni indice n. O

Invitiamo nuovamente a prestare attenzione alla paronomasia fra “limitato” e “ha
limite”: uma successione pud essere limitata ma non avere affatto limite (si pensi al
drastico esempio a, = (—1)").

Una importante classe di successioni & quella delle successioni monotone, cio delle
successioni crescenti o decrescenti. Una successione si dice crescente se

an € Gny1  perogni  f,

mentre si dice strettamente crescente se vale la diseguaglianza stretta a, < any1. In
modo analogo si definiscono le successioni decrescentie stretlamente decrescenti. Tutte
queste successiond, nelle quali nel passare da un indice al successivo il comportamento
qualitativo dei termini & sempre lo stesso, si dicono successioni monotone.

PROPOSIZIONE 1,31 Ogni successione monotona limitata & convergente, ogni successione
monotdna non limitata (superiormente ¢ inferiormente) & divergente (positivamente o
negativamente).

DIMOSTRAZIONE  Supponiamo che {a,} sia non decrescente e limitata. La serie
> by, ove i termini sono definiti dalla (1.35) & a termini non negativi; inoltre, siccome
la successione delle sue somme parziali (che coincide con a,) & limitata, essa converge
e quindi (Osservazione 1.25(b)) converge anche {ay, }. Gli altri casi si provano in modo
assolutamentie analogo. O

E chiaro che la conclusione del teorema precedente sussiste nella sola ipotesi che
la successione {a,} sia solo definitivamente monotona. Vediamo ora come si comporta
I'operazione di passaggio al limite nei confronti della relazione d'ordine dei numeri
reali.

PROPOSIZIONE 1.32 (dei carabinieri) Se
in & by £ ¢, definitivamente

e le successioni a, e ¢, tendono allo stesso limite L, allora si ha anche

lim b, = L.

—+0o
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DIMOSTRAZIONE  Per ipotesi, dato € > 0, definitivamente sono soddisfatte le dise-
guaglianze

L-es<ap<l+e, L—e<e,<L+e,
da cui
L—e<a, €b, e, <L+e definitivamente;

cioé definitivamente si ha |b, — L| < ¢. O

PROPOSIZIONE 133 {della permanenza del segno) Se lim a, = L > 0 allora definitiva-
— 00

mente si ha a, > 0.

L e .
DIMOSTRAZIONE Prendendo £ = 3 definitivamente si ha

£
D<§:L—E<an<L+E,

e quindi la tesi. 0
Si ottengono pol facilmente le seguenti regole di calcolo sui limiti.

PROPOSIZIONE 134 Siano {a.} e {b,} due successioni convergenti rispettivamente a I e
a M. Allora

(a) le successioni {an +bn} € {ay, - by} sono convergenti € hanno come limite rispetti-
vamente L.+ M e L - M;

(b) se ay, # 0 per ogni n e L # 0, allora la successione {ﬁ} converge al limite ;
(c) se a, > 0 per ogni n, allora la successione {./a,} converge a /L.
Questi enunciati sono conseguenza quasi immediata della definizione di limite e del

fatto che le successioni convergenti sono limitate. Esemplifichiamo la dimostrazione in
un caso, lasciando gli altri per esercizio al lettore.

DIMOSTRAZIONE Proviamo per esempio (b). Fissiamo un numero positivo € tale che
€ < |L|/2; allora per definizione di limite esiste ng tale che

lop, — L] <€ se n > ng,

e quindi definitivamente si avra
L
janl = 1£ ~ (L~ an)] > |E| — |L —anl > ||~ > ]

Dunque

1 1 1 2e
_—— = — l — @Zp _ 1t1
- 7 ‘ \ n\ \L\ | @ I << \LP deﬁnltwa.mente,

da cul segue la tesi. I
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Risultati analoghi si hanno quando uno ¢ entrambi i limiti sono infiniti {Esercizio 1.4.9).
La proposizione che segue svolgerd un ruolo importante nella definizione di integrale.

PROPOSIZIONE 1.35 Se a,, e b, sono due successioni tali che ogn{ termine della prima sia
non superiore ad ognt termine della seconda, € se :

lim (b, —a,) =0

Ta— o0

allora le due suceessioni sono convergenti e hanno lo stesso limite.

DIMOSTRAZIONE Dato £ > 0, per ipotesi esiste ng tale che b, — a,, < € per n > ng.
Siano n, m due indici maggiori di 79: si ha @, < &y, an < by, € quindi

_5sﬂ-m"bmgam_angbn—an<i,

ciod |am —an| < ; dunque la successione a, € di Cauchy € quindi converge. Allo stesso
modo si vede che b, converge; per la precedente proposizione si ha poi lim b, —lim a, =
lim(b, — a,) = 0. O

La nozione di limite e le regole di calcolo precedenti consentono una formulazione molto
comoda nella pratica dei criteri del rapporto e della radice per la convergenza delle
serie.

PROPOSIZIONE 1.3 Sia ) 4, una serie a termini positivi. Se

. Qr41
lim =2+

n-—oc Iy

<1,

oppure se

lim #a, <1,

o0

allora la serie Y a, & convergente.

DIMOSTRAZIONE  Se, per esempio, st ha lim a,y1/a, = L < 1, si prenda 0 < € <
n—0c
1 — L. Definitivamente sara

Snti cpie<t.

n
per cui la condizione (1.22) & soddisfatta con ¢ = L + &. |

Si noti che se si ha

. Qnt1
lim =

n—0o0 iy

>1 oppure lim ¥a, >1
Tl o0

la serie 3~ a,, & positivamente divergente, in quanto la successione dei suoi termini non
& infinitesima, ma che nulla si pud concludere nel caso in cui i predetti limiti siano
eguali a 1. Per esempio per entrambe le serie > 1/n, 5 1/n? (I'una divergente, 'altra
convergente) si ha limag, 41 /e, = 1.
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UN LIMITE NOTEVOLE

Per concludere il paragrafo faremo vedere come il numero e, da noi definito come
somma della serie esponenziale (Esempio 1.9(c}}, si presenti naturalmente anche come
limite di una successione notevole

"
an:(l+—) .
n

Verifichiamo innanzi tutto che la successione a,, € crescente; dalla formula del binomio

di Newton si ha
M\l =lam—1..(n—k+1)
e =2 - =
k=0 k=0

k=0%(1*%) (1“%)‘“(1“&;1) (1.40)

B chiaro che ciascun addendo della somma a ultimo membro aumenta con n; inoltre
al crescere di n si aggiungono nuovi addendi positivi. Quindi a, & crescente (una
diversa dimostrazione, brillante na un po’ artificiosa, della crescenza di a, & proposta
nell'Esercizio 1.4.19).

ay, =

2 ||M:

[l

Dalla (1.40} segue poi
o1
an <y g <e
k=0

dunque la successione a,, essendo menotona e limitata, converge a un numero L € e.
Per dimostrare che L = ¢ si osservi che per n > m si ha

i 1 i —...n—k+11
a3 (1) > MR

k=0 k=0

Passando ora al limite per n — oo, tenuto conto che risulta

nin—1)...(n—k+1) 1
k - H

lim
00 n

otteniamo, per ogni m,

k=0

Facendo ora il limite per m — co si ricava L 2 e; in conclusione

lim (1 + 3) —e. (1.41)
T

0o
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SERIE ASINTOTICAMENTE EQUIVALENTI

Si & gia potuto constatare I'utilitd del criterio del confronto nello studio della conver-
genza delle serie numeriche; una grande varietd di situazioni pud essere ricondotta ad
alcune particolare “serie campione” il cui comportamento & noto.

Da un punto di vista intuitivo il criteric del confronto si pud esprimere dicendo
che se i termini di una data serie 3 a, si comportano, al crescere di n, “non peggio”
dei termini di una serie convergente > b,,, allora anche la prima serie converge. Esten-
deremo ora questa considerazione cercando di sostituire a “non peggio di” la locuzione
“in modo sostanzialmente uguale a”.

Occorre naturalmente una definizione precisa.

DEFINIZIONE 137 Sianc ). an, p.b, due serie a termini positivi; se avviene che

lim by, /e, =1 si dira che 1 termini delle due serie sono asintoticamente equivalenti (o
n—oQ

uguali) e si scriverd a,, ~ by,.

5i noti che se a,, ~ b, nel senso della precedente definizione, allora al crescere di n le
successioni ¢, e b, “hanne lo stesso comportamento” in un senso molto debole. Per
esempio, se a, = n € b, = n + 10°, la differenza fra i termini corrispondenti & di un
miliardo, tutiavia a, ~ by.
Si ha, per esempio,

n®+cosn 1 a2 10" —n 1

B —— ST ) —— r —
2n3/n 2 10n+1 10
51 osservi che la relazione ~ & simmetrica, riflessiva e transitiva: & dunque una relazione

di equivalenza. 5i noti anche che a,, ~ b, se e solo se — ~ —.

Gn n
Sy . n+4 . .
Consideriamo ora la serie Zm, per n molto grande il termine generale
!
. mati ¢ 1 n ché 1 e 5 1. 4 te. &
& approssitnativamente uguale a — = — e, poiché la serie > — & divergente, &
PP & dn? an O P dn &

ragionevole attendersi che anche la serie data lo sia.

4
In effetti si ha nt

1 .
4‘“2—_'_5 ~ &; e vale il seguente

TEOREMA 138 Se a,, ~ by, allora le due serie > an, Y by, sono o entrambe convergenti o
entrambe divergenti,

DIMOSTRAZIONE Siano ¥ a, e »_ b, le serie date (a termini positivi); per ipotesi

. n
lim —=1;
oG bn

) 1
pertanto, assumendo € = 3 nella definizione di limite (Definizione 1.24) si ha

1 3
Eb" < Uy < §bn definitivamente,

e dal criterio del confronto (Proposizione 1.7) segue la tesi. O
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jru]
ESEMPI 1.39 La serie 5, n™%/% & convergente (Esercizio 1.3.12, pag, 42) mentre le

=1
[n o] 1 [= 4]
serie > —, > 1/10 divergono. Dagli esempi precedenti e dal teorema enunciatc si

n=171 n=1
deduce allora che la serie

o0
Z n? +cosn
—————  CcOnverge

4 T
— 2ntyn

mentre le serie
i n+4 i 10" —n
dn?2 4 5° 10n+1
n=1 n=1

divergono.

OSSERVAZIONE 140 (Gli esempi mostrano che il precedente teorema & di applicazione pit
facile e pit naturale del criterio del confronto. Si consideri tuttavia la serie

, N~ b, 11
Z;ﬂn—;m— +?+3_2+E+“'
n— =

In questo caso si ha a, < ﬂflg e, dunque, la serie data converge in quanto & deminata
dalla serie convergente ) n—lg.’, tuttavia non si ha a, ~ # Questo esempio mostra
che il teorema precedente, pur essendo di applicazione piu immediata non sostituisce
il criterio del confronto.

Vedremo in seguito come queste considerazioni sulla equivalenza asintotica si pos-
sano formulare in situazioni molto piil generali.

ESERCIZI

1.4.1 Verificare, utilizzando la definizione, che

. n+2 . nZ+1
@ Jm o= ()l = =0
1—n? 1+2+...
@ Jfm e @ Jm Do

1.4.2 Calcorare i limiti seguenti:

2
(@) Jim 5T (b)  lim (v - VA1)
. n — 6nt .
(c)  [lim T snd’ (d) lim (vVn+1- Vn)vn.

1.4.3 Dire se le successioni dell’Esercizio 1.2.11 sono monotone.
1.4.4 Dire se le successioni dell’Esercizio 1.2.18 sono monotone.

1.4.5 Provare che se a,, & limitata e b,, & infinitesima, allora a,b, & infinitesima.
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1.4.6

1.4.7

1.4.8

1.4.9

1.4.10

1.4.11

1.4.12

1.4.13

1.4.14

Provare che se a,, e b, sono due successioni convergenti tali che definitivamente

Gn < by allora lim a, < lim &,. Mostrare con un esempio che nell’ultima
TL— 0 TI— o0

maggiorazione pud valere 1l segno di eguaglianza.

Calcolare (se esiste) il limite delle successioni seguenti:
N 27 4 n8’ (—1)ntl —2°
Provare che la successione definita da

g1 =0, apy1=v2+a,, n=12,...

& convergente ¢ ha limite 2.

@ O X © i @ G

a, e by, sono due successioni assegnate. 51 provi che
(a} se a, — +oo € by, & limitata inferiormente, allora an + b, — o0;
(b) sean, — —oo e by, & limitata superiormente, allora a, + b, — —o0;

1
(c) sean—>+ooean7é03.lloraa——>0;
T

H
{d} sean—>0ean>03110raa——>+oo;
(e} seapn—o+oceb,—L a]lora?znbn—»+oo se L>0, ab, ——o0ose L <0
(f) se an——co e b, — L allora apbn ——00 se L>0, apby — +oose L < 0.

Si provi che se r & un qualunque numero positivo e |z| < 1 allora

lim n"2™ =0.
Ti=—t X3

[Si dimostzi che > n"z™ & assolutamente convergente e si applichi la Proposi-
zione 1.12].

Calcolare i limiti delle seguenti successioni, ove p > O:

7l P P
=, by = v
@ = & 5 @ 5
Estendendo la diseguaglianza di Bernoulli (Esempio A.11, pagina 468):
(I+z)" 214+ nx+ M”—ll:e: x > —1, e ponendo ¥n = 1+ h, si dimostri
che lim h =0e dunque hm yn = 1.

— o0

Si verifichi che
lim ¥n!=+oo

TI— 00

utilizzando I'Esempio 1.26{c) e osservando che per n > M si ha

Yal=¥V1-2 M - YM+1(M+2)...n

Si studi, in dipendenza dei valori iniziali p, ¢, la successione definita per ricor-
renza da
Gn—1 1 Gn_3

B=p, a=¢, Gn=——p——, n=23..
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1.4.15

1.4.16

[Postod = {p—q}/2sihage—a1 =d, a3 —az = —df2,...ap —an_1 =
(-1)~d/2m 2]

Tale successione descrive, per esempio, la diffusione di una malattia legata
a un cromosoma sessuale: se a,, @ la percentuale, alla n-esima generazione,
delle femmine di una data popolazicne portatrici di una malattia legata al
cromosoma X, si avrd che 4, & la percentuale di femmine ammalate e di
maschi ammalati alla {(n — 1)-esima generazione. Poiché perd ogni maschio
riceve il cromosoma X dalla propria madre, si avra che la percentuale di maschi
ammalati alla (n—1)}-esima generazione & uguale alla percentuale delle femmine
ammalate alla (n — 2)-esima generazione, cioé ad a,—». In conclusione a,, =
(@1 + @n_2)/2. Sistudi il caso in cui ap =0, a3 = 1, che corrisponde & una
situazione del tipo “ratto delle Sabine”.

Studiare le seguenti successioni definite per ricorrenza, determinandone, se
esigte, il limite al variare del parametro e > 0

1
() m=a, o =gan+az; (b)) =0, s =an—a},a<];
1
() ar=a, app1=1—an+a; (d) a1=a, 41 = 5 ,a <L
— Un

{ Metodo degli isoperimetri di Cartesio) Sia P, un poligono regolare di 2" lati
avente perimetro 2. Siano r, e R, i raggi dei cerchi rispettivamente inscritto
e circoscritto a B,. Ovviamente si ha 27r, < 2 < 27 R, da cui

1
T < — < Ry .
ki3

1
Usufruendo della figura .21 (ove A'B’ = §AB e dungue se AB & il lato di

un poligono di 2” lati, A’B’ & il lato di un poligono di 2°*! lati con lo stesso
perimetro), si provi che

rn+ R
‘-’“n+1=i2—na Rp1 =V Bafpye1, n22.

. . o1
51 deduca che le due successioni r,,, Ry convergono allo stesso limite —.
7

Figura 1.21
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1.4.17 Dimostrare che

1 2 1

li 4+ —=+...+=}==

{a) lim ( +n2+ + ) 2’
1

n—oo \ 2

. 1 1

1 1 1
lim { =+ ——=+...+ — ) = o0;
© nimm(\/ﬁ Va+l \/Q—R) >

1.4.18 Discutere la convergenza delle successioni seguenti:
1\? . 1\*
{a) 14+ — (p intero) ; (b) 1+— :
7 7
1 4n 1 n2
1+ — : 1+ = .
© (1+3) @ (1+3)
L\™ 1) o0

1.4.19 Applicando la diseguaglianza fra media geometrica e media aritmetica (vedi
Appendice} agli n + 1 numeri

1 1 1
1+—, 1+=, ...14+—, 1
T i) T

1 - - .
ove 1 + — compare n volte, si dimostri direttamente che la successione
e
1 i
- (1+3)
n

1.4.20 Verificare se le seguenti coppie di serie song asintoticamente equivalenti

& crescente.

= 1 1 . n®+2n >
() X_;Jn2+n+1 ¢ Zlg; (b) X:O n+d © Zﬂnz’
o0 o0 o0
@ Sammela @ YLyl
n=0 n=0 n=2 n=1
o0 o o0 o
(€ Y. (n-vnr2-1)e Z:-a; ) DY (Vn+i-¥n)e Z;lg‘
n=1 n=1 n=0 n=1

1.4.21 Studiare al variare di z la convergenza della suceessione e della serie di termine
generale

I

n = 1+n2x?’
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1.4.22 Mediante confronto con serie asintoticamente equivalenii note, si discuta la
convergenza delle serie:

@ Ymm— O gln(ué);

n=2

UL GRS

n=1

—(cosn? + v/n};

=
MS
;3.—'

=

Z\/_(&/n—+_

n=1
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Serie di potenze

Fra le pilt semplici funzioni elementari i polinomi
agF+ar1z+ ...+ ayz”

hanno un ruclo preminente, & causa delle notevoli loro proprietd algebriche. Nel ca-
pitolo precedente si & visto come, in certe condizioni, ben note proprieta delle somine
finite si possanc estendere alle serie; & dunque naturale cercare di capire cosa accade
se si considerano polinomi di “grado infinito”, vale a dire espressioni del tipo

=0
ag+a1af+...+an:c“+...:Zanz”.

=0

Agli albori del calcolo infinitesimale la scoperta, dovuta a Mercator, a Newton e altri,
che molte funzioni elementari note si potevano scriverc in modo semplice ed elegante
come “polinomi di grado infinite” fu salutata come un grande trionfo. Tali espressioni
si dicono serie di potenze e al loro studio & dedicato questo capitolo.

Nel primo paragrafo, dopo aver studiato la questione della convergenza delle serie di
potenze, si consideranc gli sviluppi in serie di potenze di alcune funzioni elementari.
Nel secondo paragrafo si passa a studiare le serie a termini complessi; c¢i si rendera
conto infatti che Pambito dei numeri complessi & il pitl consonc allo studio di queste
serie. Nel terzo paragrafo viene poi presentata ls nozione di prodotto di Cauchy di
due serie, molto utile nella manipolazione delle serie di potenze.

2.1 Serie di potenze a coefficienti reali

Una serie di poienze in x & una serie della forma

o
2,7 =ag+ a1 +asx’F ... +apx +... (2.1)

ove dg, @1,-- - Gp, - - - SON0 numeri assegnati che si dicono coefficienti della serie, men-
tre x & una variabile.
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Pii1 in generale una serie di potenze in z — ¢ {0 attorno a & = ¢, come sovente si dice)
& una serte della forma!)

o
Zaﬂ(:r e =agt+a(z—c)+afz—e)? 4. Falz—c)"+... (2.2)
r=0

Nel seguito saranno studiate prevalentemente serie di potenze del tipo (2.1).

Il comportamento di una serie di potenze rispetto alla convergenza, al variare di x,
& particolarmente semplice. 8i consideri per esempio la serie

0
>
=;
ol
usando il criteric del rapporto si vede facilmente che questa serie converge assoluta-

mente per ogni valore di #; la sua somma & pertanto una funzione di z definita per
ogni & reale.

5

6 54

-1
///
57 .14 5

Figura 2.1 Grafico delle somme parziali della serie Y %

[eu]
Un altro esempio gia incontrato di serie di potenze & la serie geometrica, > z®, la quale
n=0
converge assolutamente per |z| < 1 e ha per somma la funzione ﬁ Le Figure 2.1
e 2.2 illustrano, al variare di z, il comportamente delle somme parziali s,(z) di tale

serie.

{1}Si conviene che nelle scritture (2.1}, (2.2} il primo termine & ag per ogni valore di z (superando
cosl il piccolo equivoco per cui 2%, (T — ¢)™ non sono definiti, sen =0, per s =0 0 z = c}.
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51 Sal |\ Se

5N 5 55

Figura 2.2 Grafico delle somme parziali della serie geometrica 3 z™.

Nel prossimo capitole si comprenderd appieno il significato di queste “approssimazioni”
sp(z) alle somme delle rispettive serie.

Nei due esemipi citati le serie convergono assolutamente in un intervallo simmetrico
rispetto all'origine (illimitato nel primo caso); in pratica cid avviene per ogni serie di
potenze in z, indipendentemente dai valori assunti dai coefficienti. Dal criterio del
confronto (Proposizione 1.7) segue infatti facilmente la seguente

PROPOSIZIONE 21 Se la serie Y a,r™ (ove + # 0) ha i termini limitati, in particolare
dunque se tale serie converge, allora la serie di potenze 3 ¢, z™ converge assolutamente
per |z| < |7

Per esempio :—_T_::c“ ha i termini limitati per £ = 41. Dunque la serie converge

assolutamente per |z| < 1 {e non, si noti, per jz| £ 1).
DIMOSTRAZIONE  Se risulta |a,r®| < X, allora

€ n
G, (—) r
T

e dunque, se |z| < |r|, la serie 3 a,x™ converge per confronto con la serie geometrica
di ragione |z/7] < 1. O

(13
‘R|_
- ¥

|anz

<K

Questa proposizione ha una conseguenza di grande rilievo. Se una serie di potenze
converge in x; essa deve convergere assolutamente nell’interc intervallo tratteggiato
nella Figura 2.3; se non converge in x; allora la serie non converge in alcuna delle zone
marcate in nero nella figura.
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x| 0 Xy
Figura 2.3

RAGGIO DI CONVERGENZA

Si verifichera ora che la regione di convergenza di una serie di potenze & simmetrica
rispetto al centro ¢ (I'origine nel caso di serie di tipo {2.1)).

TEOREMA 22 Data una serie di potenze > ana™ si verifica uno dei casi segucnti:

1) la serie converge solo per x = 0;
2} la serie converge assolutamente per ogni ;

3) esiste un numerc R > 0 tale che la serie converge assolutamente per |z| < R,
mentre non converge per quegli z con |z| > R.

Il numero R si dice raggic di convergenza; nei casi 1) e 2} si pone R = 0, R = +o0,
rispettivamente.

DIMOSTRAZIONE  Si consideri I'insieme A dei numeri & per i quali la serie 3} a,z"
converge. Se tale insieme si riduce al solo {0} si ha il caso 1), (la serie 3 nlx™ mostra
che cid pué effettivamente avvenire).

Pud poi capitare che I'insieme A coincida con I'intera retta reale, il che corrisponde
al caso 2).

51 supponga ora che A contenga punti diversi da 0 ma che non sia l'intera retta.
Vi g dunque zg ¢ A; in base alla proposizione precedente A non pud contenere alcun
punte z con |2] > |xg|, dunque l'insieme A & limitato. Sia R l'estremo superiore
di A. 8i ha R > 0, perché A non si riduce al solo {0}. Si prenda un qualungue z
con |z| < R: poiché vi sono elementi di A arbitrariamente vicini a R esiste un x; con
jz] < |#1] € R tale che Y a2z} converga; dunque (Proposizione 2.1} la serie di potenze
converge assolutamente nel punto z.

In base alla definizione di estremo superiore I'insieme A non pud contenere numeri
maggiori di R e, quindi, neppure numeri minori di —R. Dunque se || > R la serie
Y an&™ non converge. Il teorema ¢ completamente dimostrato. O

Va osservato che nel caso 3) nulla si pud dire, in generale, sul comportamento della
serie per x = +HA; la serie pud convergere in entrambi i punti, in uno solo di essi o in
nessuno dei due. '

Per determinare il raggio di convergenza di una serie si possono utilizzare i criteri del
rapporto o della radice, applicabili naturalmente alla serie dei valori assoluti.
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PROPOSIZIONE 2.3 Data la serie di potenze a,x", se esiste finito e diverso da zero 1
£ ;.

limite
lim ¥/|e.] =1, (2.3)

TE—+ o0

oppure esiste finito e diverso da zero il limite

Gp41
Qn

=1, (2.4)

lim
Tl OO0

allora la serie ha raggio di convergenza R dato da
1

R= T {2.5)

oG
ESEMPI 2.4 (a) Si consideri la serie 3, £-; si ha

=1
Jans1] [2]* T __n |z|;
ln| |22 n+17"

poiché questo rapporto tende a |z| per n — oo, il criteric del rapporto ci dice che
la serie & assolutamente convergente quando |z| < 1 ¢ non converge quando |z| > 1.
Pertanto il raggio di convergenza & 1.

Per z = 1 la serie si riduce alla serie armonica che & divergente, per z = —1 la
serie & condizionatamente convergente {per il criterio di Leibniz).

s =]
(b) Anche la serie > nz™ ha raggio di convergenza 1, infatti

n=]
. la g+ . n+1
lim & = lim Igji = |_’L‘| .
S PR P 3
In questo caso tuttavia la serie non converge né per x = 1 né per z = —1.

{e} Si consideri ora
e ]
™
2
questa serie ha raggio di convergenza 1, e converge anche negli estremi x = +1.

{(d) L’esempio (b} consente di provare che le due serie

E ant", E NG L"

hanno lo stesso raggio di convergenza. Infatti detti B, R tali raggi st ha ovviamente
R’ £ R; d’altra parte se x| < R e ¢ & un numerc con |z| < ¢ < R la serie Y a,c”
converge e dunque |a,|c" & limitato da una costante K. Pertanto

[ranz™| = nlan|c”

z|m T |"
()

—‘ s Kn

¢ ¢

Da (b} si ha che ) n|Z|" & convergente, quindi per il criterio del confronto anche
3 na,x™ converge, da cui R=R'.
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{e) La serie

[w o]
Zx“!=2m+z2+m6+x24+...
n=0

& una serie di potenze con infiniti coeflicienti uguali a 0; in gueste situazioni nessuno
dei limiti (2.3}, (2.4) esiste e per calcolare il raggioc di convergenza conviene rifarsi
direttamente ai criteri del rapporto e della radice:

m(n+1)! G He |I] <1

= lim |z|™" =7

lim
nee N 400 selz]>1

TI— 00

!

pertanto il raggio di convergenza & 1. La serie non converge né per £ = 1, né per
r= —1.

FUNZIONE ESPONENZIALE
B gid stato osservato che la serie

90 n 2 I3

Y crrer T I
al 2 "6

n=0

& assolutamente convergente per ogni x.

La sua somma & dunque una funzione FE(z) definita per ogni x reale. Studiamo
alcune proprieta di questa funzione.
Intanto risulta

Ey=1,
inoltre, ricordando la serie esponenziale (Esempio 1.9{c), pag. 23):
E(l)=e.

Per ogni z > 0 ovviamente si ha E(z) > 1+ z; inoltre E{—z) =3 —L € una serie
a segni alterni, pertanto la sua somma F(—z) & maggiore della somma parziale 1 — z
(Osservazione 1.16, pag. 36). In conclusione per ogni = 3# 0 si ha

Ex)y>1+xz, z#0 - (2.6}

mentre, se 0 < z < 1, per confronto con la serie geometrica > z™, si ricava
1
E(I)<ﬂ1 D<z<l. (27}

La funzione E(z) verifica poi la seguente fondamentale identita {che sard dimostrata
nel Paragrafo 2.3, pag. 76)

Flz+y) = E()E(y), per ogni z,y . (2.8)
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Risulta dunque E(2) = €2, E(3) = €3, ... Da (2.8) si ricava anche E{(z)E(—=z) =
E(x —2) = E{0) = 1, quindi

1
—p) = 2.
e, dopo qualche calcolo(®,
E{p) =€”, per ogni p razionale. (2.10)

Volendo dare una definizione precisa del numero e* con x reale, sara allora ragionevole
porre

oo
e® = F(x) = Z m_, , per ogoi z reale. (2.11)

Si noti che le relazioni (2.8), (2.9) non sono altro che le abituali regole della potenza:
etV — g% . ¥, e e =1,

cosicché la definizione (2.11) & pienamente giustificata.

Un metodo alternativo per definire in modo rigoroso la potenza e a esponente reale &
quello di porre

e” =sup{ef : p< z, p razionale}.
Metteremo in seguito in evidenza una proprietd generale delle serie di potenze (la con- -
tinuita) dalla quale segue in modo ovvio la equivalenza delle due definizioni.
Net prossimi capitoli saranno studiate altre importanti proprieta della funzione espo-

nenziale €, definita da (2.11); utilizzande (2.6), (2.7), (2.8) e {2.9), con semplici argo-
mentazioni & possibile intanto dedurre la seguente:

PROPOSIZIONE 2.5 {a) €” & una funzione positiva {ciod &” > 0 per ogni x reale};

(b} €” & una funzione crescente (ciod se ® < y allora e® < e¥);

(€) € assume tutti i valori reall positivi;

(d} €® & dotata di funzione inversa definita su tutta la semiretia positiva. O

FUNZIONI TRIGONOMETRICHE

Le serie di potenze

3:2 3:4 55'6 o0 I,L.Zﬂ
_r L s . Ll
=gta~ et nzﬂ( oY
:1:3 I5 I7 e $2n+1
S e )
gty ow T RZ:;( A o

(2)Per iterazione da (2.8) si ha E{x1 +z2 + ... + Zn) = E{x1)E{x2)... E(zn) e dunque se p & un
razionale positivo, p = n/m, sl ha

[E(@)™ = E(mp) = E(n) =e™,
ciot E{p) = e”. Da (2.9} si he poi, sempre per p razionale positivo, E{—p) = e P.
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hanno raggio di convergenza infinito, come si vede facilmente applicando il criterio del
rapporto.

Denotiame allora con C'(z) e S(z) rispettivamente le loro somme; sarebbe possibile
una analisi preliminare delle proprietd di queste funzioni analoga a guella effettuata
nel precedente esempio. La omettiamo in quanto tra breve si vedra che tali funzioni
sono strettamente correlate con la funzione esponenziale; inoltre, con gli strumenti del
calcolo infinitesimale che avremo a disposizione nel prossimo capitolo, &1 potrd con
grande facilitd provare che esse altro non sono che le abituali funzioni trigonometriche

C(z) =cosz, S{z) =sen z.

Anticipiamo pertanto tale risultato (che & reso plausibile anche dall'Esempio 2.13(d),
pag. 81, ove si prova la formula di duplicazione S(2z) = 25(x)C(x)).
St ottengono cosi le formule

x* 20 =L "
£ _ J—
e —1—|—:r+2‘+3 Z_: T (2.12)
2zt
cosr =1— — o1 tar Z(— 27;)‘ (2.13)
22 g5 o7 L gt

FUNZIONE LOGARITMO

Si & visto che la funzione esponenziale & dotata di funzione inversa definita per ogni
z > 0; tale funzione si dice logaritmo noturale e si indica con In {ma talvolta anche
con lg o log).

La serie
.’L’2 333 n—1 a"

i)
=1

o —

Ull HUI

ha ovviamente lo stesso raggio di convergenza R = 1 della serie > z™/n (Esem-
pio 2.4(a}); si provera in seguito che la sua somma & la funzione In{1 + z):

2 3

- “’___ n;l'_ .
Infl+z)==x 2—4-3 +. Z{ 1) se |z]<1; (2.15)

tale serie prende quindi il nome di serie logaritmica.

Dalla serie {2.15) seguono alcune utili rappresentazioni. Per esempio sostituendo x
con —x (supposto |x| < 1} si ha

In(l—z)=-z— > -2 -2 _ (2.16)

e, sottraendo termine a termine la (2.16) dalla (2.15), si ricava

1+ 1 1 z2n
In =2z |14+t + ozt U B 2.17
1-z ( TSR e ) el (2.17)
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Se poi nella (2.17) si pone z = ﬁLﬂ’ ove m & un intero dato, si ha

I+ m+1
1—z  m
e dunque
1 m+1 2 +1 1 +1 1 4
n = - -
m 2m+ 1 3(2m+1)2 5 2m+1)4
1
st +...]. (2.18}

(2n + 1) (2m + 1)

La formula (2.18) pud essere proficuamente utilizzata nel calcolo dei logaritmi naturali
(si veda I'Esercizio 2.1.7); su di essa si basanc sostanzialmente i metodi che hanno
consentito, dall’inizio del Settecento, la costruzione di complicate tavole dei logaritmi.

OSSERVAZIONE 26 Nella teoria delle serie di potenze & di grande importanza il seguente
risultato che estende il principio di identitd dei polinomi:

se due serie di potenze Y a,x™, 3. b,2" convergono entrambe in un intervallo che ha
l'origine come punto interno e se in tale intervallo esse hanno come somma la stessa
funzione allora esse sono identiche, ciog

an =b, perogni n.

In altri termini la rappresentazione di una funzione tramite una serie di potenze (se
esiste) & unica. Si vedrd in seguito la dimostrazione di questo fatto.

Le funzioni f(z) che sono somma di una serie di potenze si dicono funzioni ana-
litiche; tali funzioni conservano alcune delle proprieia dei polinomi: per esempio pos-
siedono solo zeri isolati (salvo eccezioni banali).

ESERCIZI

2.1.1 Determinare il raggio di convergenza delle seguenti serie di potenze:

{(a) i ne™; (b) i 3"z";
n=0 =0
o6 n oo "
@ 2 g @ G
© gn o n
@ > 57" ® D7
=l n=1
(g) —z"; (h) 2"
; n! ?;1 n?+1

W = 21 " E (n+Dln+3)
O Xammeat O X myr
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21.2

2.1.3

214

2.1.5

2.1.6

2.1.7

Dimostrare che se > b, & una serie convergente, allora la serie di potenze

Z bnx™

ha raggio di convergenza = 1.

Trovare il raggio di convergenza delle serie seguenti:

SEDIE 2 CEDI =

@ Yaree @ 2%

© gn(m—l)“; ) éﬁﬁ(mﬂ)“;
(&) ;%&i—z)x%; ®) i(n—l)'l;:+1/n)
ORI o 3 (5) -

Individuare quale fra le seguenti serie ha il massimo raggio di convergenza e
determinarlo:

; (sen _.-) 5 Z (”')3 a Z (n')

Trovare una serie di potenze la cui somma, in un opportuno intervallo, sia
In(1 + =z — 222).

Ricordando il comportamento della serie 3 %m", desumerne quello delle se-
guenti serie riconducibili a serie di potenze:

[en)

) Z 1 (2.’1:') . (b) Z ( )“ . (C) Z n+1 2—71::2
(n{z+ )’ 2zx(x+ 1)) fen?4l '
(a) Utilizzando la serie {2.18) si ottiene

m2=2 {14 b ety
ne=3 39 5@ Te " tTmyp e )

Provare che 'errore che si commette trascurando 1 termini dal decimo in poi
non supera 2/10%°.

(b} Ponendo m = 4 nella serie (2.18) e utilizzando la formulaIn10 = n2+In5
determinare il module M = 1/1n10 per il passa.gglo dai logaritmi naturall al
logaritmi decimali con un errore inferiore a 1072,

{c) Dimostrare che, tramite la formula

2M

—_ 10® € m < 104
Im+1’ sm< 10

loggolm + 1) —log;qgm =
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si possono ottenere tutti i logaritmi decimali dei numeri fra 1000 e 10000 con

un errore non superiore a . (In effetti questo era il metado usato nel

2. 106
Settecento per costruire le tavole logaritmiche.)

o (1" 2n
2.1.8 Si provi che la serie 3 (-1)%=
=

) W & assolutamente convergente per ogni z (la

sua somma definisce la funzione di Bessel Jo(x)). Si calcoli Jp(1) con un errore
inferiore a 1073,

2.1.9 (a) Determinare il raggio di convergenza R della serie di potenze

Z(n + 1)z

n=l()
(b) Posto R,,(z) = 3 (k+ 1)z%* si verifichi che
k=n

3:211
(1 — 28R, (z) = nz®™ +T_—x2, |z] < R.

{c) 8i calcoli per |z| < R la somma della serie data.

o .
2.1.10 Determinare il raggio di convergenza della serie 3. a,z™, ove
n=0

ag = = Gnt1 = @n(l —ap).

2.1.11 Discutere il comportamento della serie di potenze

Z avrr" , ax>0.

2.2 Serie di potenze a coefficienti complessi

La somiglianza fra i coefficienti di certe serie di potenze, come le (2.12), {2.13), (2.14)
che rappresentanc funzioni le quali apparentemente non hanno alcuna parentela fra
loro, indusse Eulero a cercare una connessione formale fra tali serie in termini di
potenze con esponente immaginario.

Se si sostituisce (in modo, per adesso, puramente formale!) nella (2.12) al numera
reale z il numero immaginario 2y, ricordando che

P2=-1, $=—i, =1, =4
si ottiene
2 3 4 5
; . ¥ Yy ¥ y
L} g _ 5= Zz s
e =1+1y 21 33!+ +z5' ceey
¢ separando parte reale e parte immaginaria

2 4

w~(1—g—,+9—+ )-{-i(y—y—'-ky——...). (2.19)
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Le espressioni entro parentesi nella {2.19) sono esattamente le serie (2.13) e (2.14),
dunque

e =cosy +14 sen y. (2.20)
Sostituendo —¥ a y si ottiene pol

e =cosy —¢ sen y;
sommando e sottraendo termine a termine:

eV +e W e — e~
T — sen =
2 Y %

Le (2.20) e {2.21) sono note come formule di Eulere e trovano molte applicazioni in
analisi.
Forniamo ora una giustificazione a quanto abbiamo ricavato in modo euristico.

cosy = (2.21)

CONVERGENZA DELLE SERIE DI NUMERI COMPLESSI

Data una successione {,} di numeri complessi si costruiscono, come nel caso reale, le
somme parziali

Sn:C1+C2+---+Cn1

e la serie
20

ch=c1+cz+...+cn—1—‘.‘ {2.22)

n=1

La Figura 2.4 mostra geometricamente nel piano complesso il passaggio dalla succes-
sione ¢, alla successione delle somme parziali sy.

La Definizione 1.14 di convergenza & perfettamente adegunata anche nel caso di
una serie a termini complessi, pur di sostituire il module al valore assoluto: una serie
di numeri complessi 3 ¢, si dice convergente alla somma S se

per ogni £ > 0 definitivamente st ha |5 — s, <.

™ lmz Ll [mz
a
d, ) B
> >
Rez 34 Rez
53
a
s Py
as 35
Figura 2.4
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5

Rez

Figura 2.5 Interpretazione geometrica della convergenza di una serie di numeri com-
plessi.

Formalmente dunque la definizione di convergenza di una serie & la stessa del caso reale;
geometricamente la condizione implica che i punti che rappresentano la successione s,
nel piano complesso devono appartenere, da un certo indice ng in poi, a un cerchio di
centro 5 e raggio ¢. Ovviamente, anche in questo caso, ng dipende da e.

ESEMPI 2.7 Si consideri la serie a termini complessi

§£:l+i_l_i+i+

g 2 1 8 16
E facile vedere che a essa si estendono le considerazioni ¢ Ie formule valide per le serie
geometriche reali e che essa converge, avendo ragione  di modulo minore di 1. La sua
somma & uguale a

1 2 2
S = e—— e — W
ey A i A
Piu in generale laserie 3 (@i)" = 1+ia—a’—ia’+a'+... convergea § = =5 = 134,

=0
La Figura 2.6 mostra la successione delle ridotte parziali nel caso o = 1,95.

Imz

—

Rez

Figura 2.6
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Si supponga ara che la (2.22) sia una serie a termini complessi convergente alla som-
ma 5 nel senso ora precisato, e siano

S=A+4+1B, Cn = @y + thy |
An=ai+as+...+an, B,=b+b+...4+by;
risulta allora
$n = An +1B,,

e poiché

|$n — S| = |(An — A) +i(Bn — B)| = V{(A, — A)?+ (Bn— B)?

si vede che la convergenza di (2.22) & eguivalente alla convergenza delle due serie a
termini reali

i @ i by, . (2.23)
n=1 n=1

Se la serie dei moduli 3 |c,| & convergente, allora la serie {2.22) si dice assolutamente
convergente; in tal caso dalle diseguaglianze

lan| € lenl,  [bn| < |en}

ai ricava che le serie

Z |an|, Z |br |
n=1

n=1

sono convergenti, dunque anche le (2.23) sono convergenti (Teorema 1.19, pag. 38}
e quindi converge anche la serie (2.22). In conclusione: anche per le serie a termini
complessi la convergenza assoluta implica la convergenza.

Si estende alle serie a termini complessi il Teorema di Dirichlet 1.22, pag. 40, sul
riordinamento delle serie assolutamente convergenti, cosi come si estende (con la stessa
dimostrazione) la Proposizione 1.17, pag. 37, sulla possibilitd di sommare termine a
termine le serie convergenti.

ESEMPI 2.8 (a) La serie

2 3 m S6 N

Z z Z Z

1+Z+'é—!+§+---+}:!'+...= EOE
=

converge qualunque sia il numero complesso z; infatti la serie dei moduli
i £
Tt e

12| | |2
1+ |Z|+?— +

& convergente.

——
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b) Si vede facilmente che la serie

2 ocz
z+§+—+ Z:;TI-

converge assolutamente per ogni z con |z] < 1, mentre non converge per |z] > 1. Per
|z =1 e se z# 1 la serie converge ma non assolutamente,

La figura 2.7 mostra 'andamento nel piano complesso delle somme parziall
2.2 P
Sp=z4+—4+...+ —
2 n
per diversi valori di z con |z| = 1; le ridotte parziali s, € $,41 Sono connesse fra loro
comn un segmento.

Rez

(©

Figura 2.7 Comportamento delle somme parziali della serie > z"/n con [z] = 1. Sono
=1

mostrati 1 casi z = cos? + isen? con ¥ = k?r_/fi, k=123 4 5e¢
V=n/12+kn/6, k=267, 8,9, 10, 11
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FUNZIONE ESPONENZIALE COMPLESSA

Torniamo ora al problema riguardante il significato che si deve attribuire alle formu-
Ie (2.19), (2.20), (2.21). Le osservazioni precedenti consentono di risoivere facilmente
la questione; infatti, in analogia al caso reale, poniamo per definizione
22 P = Py
= T4 — + - 2
=1+z+ +3,+ Zn!. (2.24)
n=()

Gia sappiamo che tale serie converge assolutamente qualunque sia il numero com-
plesso z e dunque la formula {2.24) estende la funzione esponenziale a tutti i numeri
complessi z.

Con gli stessi passaggi usati nel caso reale si verifica per la funzione (2.24) la
usuale proprieta degli esponenti

e e” =it (2.25)

e dunque ha perfettamente senso continuare a chiamare tale funzione ° ‘esponenziale” .
E chiaro a guesto punto il significato della quantiti e’ che compare nella formu-

la (2.19). Poiché le serie a termini complessi si possono sommare termine a termine,

1 precedenti passaggi formali per ottenere le formule (2.20) e {2.21) sonc del tutto

giustificati.

Si asservi ancora che se z = T + iy, dalla (2.25) si ha e = e¥e™ e quindi per (2.20)

ef = " — ¢%(cosy + i sen y) = e*°*(cos(Im z) + i sen (Im z)) . (2.26)
Ponendo z = wi si ottiene e = —1, vale a dire
e +1=0;

si noti che in questa relazione intervengono simboli e numeri fra i pil importanti della
matematica: 0, 1,4, 7, ¢, +, =

In generale si possono considerare serie di potenze del tipo

oo

> cuz® (2.27)

n=(

ove i ¢, sono numeri complessi € 2 & una variabile complessa. E facile estendere il
Teorema 2.2, pag. 62, alle serie a termini complessi: in particolare se la serie {2.27)
converge per un cerfo zp allora converge assolutamente per ogni z con |z| < |zpl.
Una serie di potenze che converge in qualche altro punto oltre a 2 = 0 possiede un
cerchio di convergenza (Figura 2.8(a)), ciog vi & un numero R > 0 tale che la serie
risulta assclutamente convergente per |z| < R, mentre non & convergente per |z| > R.
Pud anche capitare, come per la serie esponenziale, che la scrie converga per ogni z
complesso; in tal caso si pone R = +oc e la serie viene detta intera.

OSSERVAZIONE 2.9 I risultati ora esposti per la serie di potenze in campo complesso si estendono
in modo ovvio, come d’altra parte per le serie reali, alle serie di potenze di centro zy # O:

cot+e(z—20)+ez—z) +... = ch{z— )"



Serie di potenze 75

Imz

, @ | Bz =g

_/ Rez
Yo,

\

(a) (b}

Figura 2.8 Cerchio di convergenza.

In particolare, tramite una semplice traslazione si vede che una tale serie converge assoluta-
mente per tutti gl = tali che |z — 20| < R, vale a dirc in un cerchio di centro zg, detto cerchio
di convergenza (Figura 2.8({b)), mentre non converge per |z — zg| > R. Il numero R viene
detto anche in questo caso raggio di convergenza; ovviamente vi sonc ancora i casi £ = 0,

R = +co.

ESERCIZ1

2.2.1 Studiare la convergenza delle seguenti successioni:

o (=14 . _senn!+i¢
( ) Cn = B (b) ‘T n(n+1) 3

e () cu=(a{l+i))"

dove g & un numero reale.

2.2.2 Studiare sc le seguenti serie di numeri complessi sono convergenti:

i = 1 S (240"
(3) ?; ??: 1 (b) nzl ﬂ(3 + i}n ’ (C) T; on 1
oG 1 =] n ?-n_%
@ gn-l-i; ©) g(n2+1) ® ;”2“8
=N By 1 -1\ S e
(&) ;n2+2e ) :L:JIH(\/E) - 0 énz-%—i

2.2.3 Determinare il cerchio di convergenza delle serie di potenze complesse:

G DE PR S P iy @ S(+mi)
=0 n=}] n=0
oo, s _ 3 i
@ Y eI Z( P A S R L L

== n=0
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2.2.4 Calcolare le somme delle seguenti serie {ove definite):

@) D (12" (b) D2
n=>0 n=0

2.2.5 Trovare parte reale e coefficiente immaginario dei numeri
- . Y Lo .
el—a ; e3+21. : e(l—{—:) ; %8111-‘_2‘! .
2.2.6 Trovare il luogo dei punti del piano complesso in cui le funzioni

fley=¢, glz)=¢"

assumono valori reali e il luogo dei punti in cui assumono valori immaginari
puri.

2.2.7 Individuare il luogo dei punti del piano complesso in cui le funzioni
glz) = e* , h(z) =¢€*
assumono modulo unitario.

2.2.8 Trovare delle serie di potenze in 2 che abbiano come somma, in un cerchio di
convergenza di cui si trovera il raggio, le funzioni

£1(2) 1 1

T 2214243’ fz{z)=zz+z+1'
[l denominatore di f; ha due radici reali semplici e dunque la frazione si pud
ridurre alla somma di fratti semplici; per f; si noti che (1 —2%) = (1 —2)(2? +
z+1)].
2.2.9 Usando le formule di Eulero si provi che per ogni x reale

cos 3z = 4 cos® . — 3 cosz,

gen 3z =3 sen £ — 4 sen® z.

2.2.10 Siano «, # numeri reali. Provare che per —1 < z < 1 si ha

L _ cosa — zcos(a — )
f;}m cos{ex +nf) = [ —9vcosBia?
= . __ sen a — z sen(a — )
‘gx sen (@ + nB) = T 27008 1 22

[Considerare la serie 3~ z™e¥*+* che ha somma €' /(1 — ze*?)).

2.3 Moltiplicazione di serie

Sappiamo che le serie convergenti, numeriche o di potenze, si possono sommare o
sotirarre termine a termine. Discutiamo ora la questione della moltiplicazione delle
gerie.
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Date due serie convergenti (reali o complesse)

A=Zan=ag+a1+...+an+... (2.28)
n=0
= s}

B=> ba=bo+bi+...+bat... (2.29)
n=0

consideriamo tutti i possibili prodotti a,bi; essi costituiscono la “matrice infinita”:

agbo aibo a2bp ... anho
a[)bl G‘.]_bl azbl anbl

Tali prodotti si possono raggruppare in molti modi per costruire una singola serie;
il caso importante delle serie di potenze ce ne indica uno che & privilegiato: dovendo
moltiplicare Y unz®, 3 v, " sara naturale raggruppare i termini con la stessa potenza
di z, cioe

ugte + (uov1 + w1v0)T + (uovo + uivy + ugvp)a® . ..
Vale a dire, nel caso della serie (2.28), (2.29),
aobg + (aoby + aibo) + (aobs + a1hy + azbp) + ... (2.30)
Cid corrisponde a riunire 1 termini che stanno sulle diagonali della matrice infinita:
aghg a1bg aabg asbg

aphy  aibr  ab ash

agbzs  aiby  azb:  aghy
e e yd

agb3 (23] b3 [455] ba (1353

N\
AN
N\

Osservando che la (2.30) si pud scrivere sinteticamente

i

Z Zakb -k

perveniamo alla definizione seguente.

DEFINIZIONE 2.10 Date due serie

3 aa, i ba (2.31)
n=0 n=0
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o
si dice che la serie . €,, ove
n=0

n
Cn = @by + @1bp—1 + ... +anbo =Y arbn_s, (2.32)
k=0

& il loro prodotto di Cauchy.

Cid posto si potrebbe sperare di dimostrare che se 3" a,, 3. b, sono convergenti
allora anche il loro prodotto di Cauchy > ¢, lo & Questa speranza viene tuttavia
delusa dall’esempio che segue: posto a, = b, = (—1)"u,, ove u, & una successione
decrescente e infinitesima di numeri positivi, allora

cn = (1) (uottn + t1p-1 + ... + unug)
lcn| = toln + trttn—1 + ... + Unto = (n + l)ui,

dunque prendendo per esempio u, = ﬁ si ha che la serie prodotto 3¢, non

converge, perché ¢, non & infinitesima, mentre > a,, > b, convergono.
Per ottenere ia convergenza del prodotto occorrono dunque ipotesi pin forti sulle
due serie iniziali.

TEOREMA 2.11 { Cauchy) Se le serie Y an, . b, convergono assolutamente allora il loro
prodotto di Cauchy 3, ¢, & assolutamente convergente e ha per somma il prodotto AB
delle somme.

DIMOSTRAZIONE 51 consider: la serie definita da

o
de = aghg + agby + a1b1 + a1bg + apba + arba + azba + azby + azby + ...
k=0
et apbn Farbn + .t anbp tanbn_1+ ...t anby +. .. (2.33)

la cui legge di formazione & illustrata dallo schema seguente

aobg | albg szﬂ P anbg
agby a1by |aghy |... apb
a0b2 251 bg aa bg e anbg
aghn, a1bn, ag2b, Cnbn

La serie ) djy converge assolutamente in quanto per ogni n si ha

Sl < (n§_1|dk| - (iw) (iwki) < (}of |ak|) (ilbkl)

k=0 k=0 k=0 k=0 k=0} k=0

|

¢ per ipotesi le serie Y |ax|, 3 [bx| sono convergenti.
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D’sltra patte le somme parziali di indice (n -+ 1)* — 1 della serie Y di sono date da

() ()

quantits che per n — oc tende al prodotto AB; dunque tale serie {che gia si sa essere
convergente in quanto assolutamente convergente) ha per somma AB.
Dalla serie (2.33), riordinando 1 termiini, si ottiene la serie

apby + aghy + a1bo + agbs + a1by + azbg + ... + apb, + aib 1+ Fagbet...

la quale per il Teorema di Dirichlet 1.22, pag. 40, converge assclutamente e ha somma
AB. Ma raggruppando opportunamente i termini di questa serie (operazione che non
modifica il comportamento di una serie né il valore della somma) otteniamo proprio il
prodotto di Cauchy di 3 a,, e 3" b, che & dunque una serie assolutamente convergente
con somma AB O

OSSERVAZIONE 2,12 (a) Si noti che se le serie 3 an, 2 br hannc come termine iniziale ai, b
e non ag, by. allora nella definizione di prodotto di Cauchy in luogo della {2.32) occorrerd
prendere

n
n = @1bn + Gabp1 + ...+ @l = Z Pkt 1 -
k=1

{b) Vi sono molti risultati che estendono il Teorema 2.11, anche se a tutt’oggl non si conosce
aleuna condizione necessaria e sufficiente per la convergenza della serie prodotto. Fra tali
risultati citiamo i seguenti, ove come al solito 3 e, indica il prodotto di Cauchy di > a. e
S bp e C, A, B denotano rispettivamente le somme.

1) Sele tre serie 3 an, 3 bn, 3, cn convergono allora C = AB;

2} {Teorema di Mertens) Se 3" an € 3 bn sonc convergenti e una di esse converge assoluta-
mente allora ¥ ¢n converge ¢, per il punto 1}, la sua somma & AB;

3) (Teorema di Hardy} Se 3 an e Y. b, convergono e le successioni {nar}, {nb.} sono
limitate allora ¥ ¢ converge.

ESEMPI 2.13 (a) Moltiplicando la serie geometrica

1 —_
1-z

(v ]
Za:‘”'=1+:z+m2+...

n=>0
(che & assolutamente convergente per |z| < 1} per se stessa si ottiene

n=0 n=0k=

=

Sn+lz" =1+2z+32" +42° + ... (2.34)

n=>0



80 Capitolo 2

(b) Si consideri la serie esponenziale

s 1 2 T

S O A S
E%n!_ Tttt ot
=l

essa converge assolutamente per ogni z. Si indichi con E(z) la sua somma,; il prodotto
E(z) - E(y) pud allora costruirsi con la regola di moltiplicazione delle serie. Il termine
generale della serie prodotto ha la forma

yn T yn—l x? yn—2 .’.t:k yn—k Pl
1.-=— -t 4. .+ +.. .+ —-1=
R Tl s AT e R ¥ oy s TR
ki3 Tt
1 kon—k _ 1 (ﬂ) konk_ @+Y)"
s gk = Ly (M grynn BT
U — k) ! !
- kl(n — k) nt £~ k 7!
=) n
Dunque la serie prodotto & nuovamente una serie esponenziale Zo (I—':;i& e quindi si
n=
ha
E{z) - E(y)=FE{(z+y) perogn z,y. {2.35)

(¢) Si supponga che esista una serie di potenze 3 £,z" assolutamente convergente in un
intorno di 0 che ha come somma. la funzicne +/1 + x. 5Si voglione trovare i coefficienti en;
moltiplicando la serie per se stessa si ottiene

2
==
1+z = (Z cnx") = ¢ + 2cocax + (2cocz + €Y +
=0

+ (2cocs + 2c1c2)2° 4 ... + z CkCnkX + ...
k=0

In base al principic di identita delle serie di potenze i coefficienti di z° e di = nella serie
prodotto sono uguali a 1 mentre tutti i rimanenti sono nulli. Si ottiene allora

1
cp =1, CI=§
2 . 1
2epe2 +c1 =0, ciog 2 =-3
1
2apeat+ 206 =0, ciog =16
5
2 2 5=0 i =-—
cocy + 2 13 +(:2 1 c16e €4 128

e, in linea di principio, proseguendo in questo modo possono essere determinati tutti
i coefficienti ¢n. 5i vedra in seguito che tali numeri sono esprimibili come coefficienti

binomiali generalizzoti
1/2
Cn = ( / ) *
n

ove il simbolo (:) indica per qualunque reale o

(a)ia(u—l)(a—Q)...(a—n—t—l). (2.36)

n n!
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Abbiamo dunque ricavato la seguente formula (la cui dimostrazione sara completata nel
prossimo capitolo):

l2, 135 5 a 172} «
=1 - = - — 2.
V1+ax +2:c 5 Y TRt Tt +(n "+ (2.37)
{d} Si considerino le serie
2 1t
- +a - Z( ol (gnw
3 5 211+1
x| @
x_§+—§—_+ Z( 2 2n+ 1)

n=0

le quali convergono assolutamente per ogni z, e si denotino con C{x) e 5(z), rispettiva-
mente le loro somme.
Calcoliamo il prodotto C(z) S(z):

2{n Byl

C(2)S(z) = ZkZ( 1)* (2k .( 1" ’“m

™ 2n+1 1
= Z( 1) Z PR ESh (2.33)

n=0

Per determinare i coefficienti, osserviamo che risulta

1 _ 1 = (2n + 1)! _
; (E)(2(n —K)+ 1} (2n+ 1) gﬁ 26)12(n — k) + 1)1
1 . {2n 41
= Gnrii e\ 2 ) : (2.39)

D’altra parte, dalla formula del binomio di Newton:

2n+41 n+1 2n+1 2n+1
2n+1 In+l
2n+1 2n+1 n+1 n+1
= — 2n+1: — T aa. T

e sommando membro a membro

2n+1 2n+1 2n4+1
(g )+ () e ()
- QZ (2”’+ 1) : (2.40)

Dalle {2.38), {2.39), (2.40} si ricava quindi

g2ntl _ o

22n 2n41 et (22‘,’) 2n+1

1 n
C(z)S(z) = Z( 1" (2n +1)l=_z{ b (2n+1)"°

da cui la “formula di duplicazione”

5(2x) = 2C(x)S(x). (2.41)



82 Capitolo 2

In modeo analoge si possono cttenere le “relazioni trigonometriche™
CHx)+ 52 (2) =1, (2.42)
S(z +y) = 5(x)Cly) + S(¥)C(=) (2.43)

e altre dello stesso tipo.

Questi fatii, pur non costitnendo una dimostrazione, suggeriscono che le funzioni S{x}
e C{x) non siano altro che le funzioni seno e coseno della trigonometria elementare; que-
sto risultato, come gid detto, sard provato nel prossimo capitolo utilizzando gli strumenti
del calcolo differenziale.

ESERCIZI

2.3.1 Scrivere lo sviluppo in serie di potenze, ove possibile, delle funzioni

@ 2 B o
2 2x
(c) 1+—3m; (d) m

2.3.2 Verificare che le serie seguenti hanno le somme indicate:
OV +1/10 + 1/40 4+ 1/ + 1/81 + 1/H+ ... = (e +sen 1+ cos1)/2;
1/2'+1/31+ 1/6!+ 1/7' + 1/100 + 1/111 + ... = (e —senl — cos 1) /2.
2.3.3 Scrivere, ove possibile, lo sviluppo in serie di potenze delle funzioni
T
(a) z-In(1-—x}; (b) ln(l—g) ;
(c) In(l-—=z)*; (d) In(1l-2?).
2.3.4 Desumere dallo sviluppeo in serie di ¢* quello di

) &5 ) T @ S @) S

2.3.5 Scrivere i primi tre termini dello sviluppo in serie di potenze delle seguenti
funzioni, indicando l'intervalle di convergenza:

(a) sen®z; (b) €°-In(1-—=x); (c)

==} o0
2.3.6 FEseguire il prodotto delle serie 3 a" e 3 (—a)" precisando quali valori di @
n=0 n=>0
consentono questa operazione.
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2.3.7

2.3.8

2.3.9

2.3.10

2.3.11

Provare che per [2]| < 1 si ha

In(1 + x) Iy 5 L1y 4
T - (1422 R P
(a} Tz x (—i—g).z, +(1+2+3)$ )

1\ 2 11\ 2,
(b) (In(l+ z))* = 2° —(1—0—2)3 +(1+§+§>ZZ — ...
Dimostrare le formule (2.42), (2.43).

0

Provare chese 3" a,x™ & una serie assclutamente convergente per |z < 1 con
=0

somma A(z) allora

ZAx ove Ap=apstar+...+a,.
=0

Sia
Cp = 2ghy, +arby, + ...+ anby + Bpbp_1+ ...+ anby + anby -

Si dimostri che se 3 an, . by convergono allora anche la serie ) ¢, converge
e ha come somma il prodotto delle somme.

Verificare che per |z| < 1 sl ha

o Tt
Zn T (1—z)B
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I concetti fondamentali del éalcolo
infinitesimale

Qual & la velocitd di una reazione chimica? In quanto tempo ci si attende che una
popolazione di batteri cresca? Come si propaga il calore in una barra metallica?
Quanta potenza occorre per far accelerare un’auto di Formula 1 da 0 a 200 km/h
in 10 secondi? Qual & il massimo volume di una scatola costruibile con un foglio di
cartone?

E ancora: come si otiiene una formula per il calcolo dell’area del cerchio o del volume
della sfera? Quale deve essere la velocitd di un razzo perché possa uscire dal campo
gravitazionale terrestre? Qual & la massa dell’atmosfera? Se un corpo caldo si raffredda
con velocita proporzionale alla differenza fra la sua temperatura e quella dell’ambiente,
in quanto tempo raggiungerd una temperatura intermedia prefissata?

Questi, e molti altri problemi, si possono affrontare e risolvere tramite le tecniche
del caleolo infinitesimale. I problemi del primo gruppo sonc legati alla nozione di
“tasso di variazione” di una grandezza, che & alla base del calcolo differenziale; quelii
del secondo gruppo sono essenzialmente affini alla nozione di “somma infinita”, che &
stata oggetto di studio dei primi due capitoli e che & alla base del calcolo integrale.
Mentre le linee principali del caleole integrale sono state sostanzialmente sviluppate
pii1 di 2000 anni fa (per opera di matematict greci e in particolare di Archimede), per il
calecolo differenziale occorre attendere il 700 per trovare una sistemazione attendibile
della teoria (soprattutto grazie all’opera di Leibniz € Newton), e addirittura il '900 per
una formulazione matematica di sicuro rigore.

La fortuna del calcolo infinitesimale & dovuta alla felice fusione di due aspetti ugual-
mente importanti. Da una parte, come si & detto, esso & unc strumento potente e
maneggevole per la risoluzione di un gran numero di problemi applicativi in campi
svariatissimi, offrendo la possibilitd di calcolare le pill disparate grandezze in modo
esatto, quando possibile, o in forma approssimata, con il desiderato grado di precisio-
ne, negli altri casi. D’altro canto, dal punto di vista prettamente matematico, con il
calcolo infinitesimale si compie un'importante unificazione teorica che rivela la stretta
connessione fra le due nozioni chiave di integrale e di derivata, che traggono origine
da questioni geometriche apparentemente slegate come il calcolo delle aree € la ricerca
della tangenti a una curva.

Lo strumento principale di questa unificazione & il cosiddetto teorema fondamentale
del calcolo, in virtl del quale le operazioni di integrazione e di derivazione si rivelano,
in un senso opportuno, 'una inversa dellaltra.
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In questo capitolo sono esposte le idee essenziali del calcolo integrale e differenziale.
5i & cercato di evitare esagerati tecnicismi e quindi ci si limita per lo pit a considerare
funzioni analitiche, una classe di funzioni che tra i suci meriti annovera anche quello
di aver consentito, gia nel '700, una comprensione pressoché completa dei “fatti” del
caleolo infinitesimale. Molte delle proprieta che qui si incontrerannoe potrannc essere
facilmente estese a pill vaste classi di funzioni, ma cid sard fatto nei due capitoli
seguenti, dedicati appunto agli aspetti tecnici. Chiude il capitolo un breve paragrafo in
cui si accenna all’applicazione del teorema fondamentale del calcolo ad alcune questioni
di meccanica.

3.1 Definizione e prime proprieta dell’integrale

INTRODUZIONE

Come gia detto la nozione di integrale scaturisce dalla necessita di rendere rigoroso il
concetto intuitivo di area di una regione piana, anche se altri problemi, provenienti da
scienze diverse, conducono alla stessa nozione. Data una porzione limitata di piano
sembra chiaro, almeno euristicamente, che & possibile attribuire a essa un’“area”, ciog
un numero che esprime quante volte il quadrato unitario & contenuto in tale porzione,
1l problema &: come determinare quel numero?

L’intuizione ci suggerisce alcuni requisiti minimi:

1. Parea & un numero positivo (o nulle),
. I'area di un rettangolo & il prodotto della base e dell’altezza,

. Parea di due figure congruenti & la stessa,

P - B o

. se una regione viene suddivisa in due parti I'area complessiva & la somma delle
aree delle due parti.

Queste semplici richieste sono indispensahili, se si vuole che 'area sia un’estensione
della nozicne elementare, ¢ hanno conseguenze molto interessanti.

Intanto I'area & una funzione moneotona, cioé se A € contenuto in B allora I'area
di A & minore o uguale all’area di B. In secondo luogo & possibile calcolare 'area di
ogni regione che si scompone in rettangoli. Allora per trovare 'area di una regione A
si potranno considerare due regioni R e B’ scomponibili in rettangoli, I'una contenuta
in A4, la seconda contenente A (Figura 3.1). L’area di A sara un numero compreso fra
quelli che esprimono le aree di R e di R’. Se si riescono a trovare due successioni di
regioni R, e R} scomponibili in rettangoli, con B, contenuta in A e R}, contenente A,
tali che le aree di R,, e di R/, abbiano lo stesso limite per n tendente all’infinito, sara
ragionevole assumere tale limite come area della regione A. E facile vedere che, al posto
delle regioni scomponibili in rettangoli, si possono usare generici poligoni contennti in 4
e contenenti A (Esercizio 3.1.3), ma questo fatto &, al momento, inessenziale.

Quello ora descritto € in sostanza il metodo di esaustione, usato anticamente per
determinare ’area del cerchio e di altre figure particolari. La nozione di integrale
scaturisce dalla formulazione precisa di queste idee intuitive.
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Figura 3.1 Approssimazione dall'interno e dall’esterno dell’area della regione A.

ESEMPI 3.1 (a) Si consideri un segmento parabolico, vale a dire la parte A di plano
determinata dall’asse delle ascisse, dalla retta x = b e dalla parabola di equazione
y = x2. 1l seguente procedimento per calcolare l'area di A risale sostanzialmente ad
Archimede: si suddivida Pintervallo [0, 4] in n intervalli uguali, ciascuno di ampiezza
h = b/n, e si considerino i rettangoli che hanno come hase tali intervalli e altezza pari
al massimo valore assunto da f(x) = z? in tale intervallo. L’area complessiva di questi
rettangoli €

Sn, = h[R*+ (2R + (3R + ... + (nh)?] =

b 3 L {2 1 1
B (E) 242245+, 402 =5 n+5n)3(n+ L, (3.1)

ove & stato fatto uso della formula (1.13), pag. 8.
Si considerino ora i rettangoli che hanno la stessa base dei precedenti ma altezza
pari al minimo di f(x) = x? nell’intervallo; la loro area complessiva &

8y = AP + R4+ (2R + ... 4+ ((n— 1R =
3
- (%) (12427 + ... 4+ (n—1)% _plnz D@z

6n?

Al tendere di n all’infinito S, e s, tendono allo stesso limite 43/3, il quale potra allora
essere assunto come “area” della regione A.

(b) Si consideri ora la curva di equazione y = x” (p intero positivo) e il “trapezoide”
analogo al precedente, delimitato dalla curva, dall’asse delle x e dallerettez =1lex =5
{b> 1). Si suddivida, questa volia, l'intervallo [1, b] in % intervalli in modo che i punti
di suddivisione formine una progressicne geometrica

1,h, 02, 0%, ... A" =6,

ove h = ¥/b. Considerando i rettangoh analoghi ai precedentl 8i trova un'area comples-
siva, per i “rettangoli superiori”, pari a

o = (h=1AP + (B2 — R + ..+ (A" — " HA™ =

T

P R e (3.2)

k=1
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la (3.2) nel modo seguente:

= 1 1 pletlin
= RiptiE I _ = pHlL =2
s ; : 1~ < L= P
h=1 . p;+n Ll +1
= -1 = —1}.
hP+1—1h(h 2 hP+hP—1+...+1(bp )
Poiché, come si & osservato, per n — oo si ha h — 1, si ottiene
L |
lim 8§, = ——— = lim 38,. {3.4)
n—oc P+ 1 n—oc

Questo esempio, & sostanzialmente dovutc a Fermat (Oeuvres, 111, 216).

(c) Tn modo simile si pud calcolare Varea del trapezoide definito dalla stessa funzione
y = zF fra le ascisse 0 e 1, vale a dire della regione di piano delimitata dalla curva,
dall’asse = e dalla retta = = 1. Sia h un numero arbitrario con h < 1 e sia n un intero
fissato. Considerata la partizione di [0, 1] tramite i punti

o, A, A, .., R, 1

e indicando anche in questo caso con s, e Sy, le aree complessive dei rettangoli inferiori e
superiori (sommando questa volta da destra a sinistra), con h, = %, tramite un calcola
analogo al precedente, si trova:

lim $p=—— = lim 5,. {3.5)

=+ =

DEFINIZIONE DI INTEGRALE

Considereremo funzioni limitate definite su un intervallo chiuse [e, b]. Motivati dalle
precedenti considerazioni, fissiamo una suddivisione di {a, 4] in un numero finito di
sottointervalli, ottenuta inserendo dei punti fra a e b:

G=Tp < T <Tg... Cikp_1 <Ly =>=.

Una suddivisione di questo tipo viene detta partizione di [a, b] negli n sottointervalli
[£0,%1], - - - ,[Tn—1.%n] € sard indicata con il simbolo 7 : (xg,Z1,. .. ,Zn) 0 pill semplice-
mente con 7. Si indichino con m; e M;, rispettivamente, I'estremo inferiore e I'estremo
superiore della funzione f nell'intervallo chiuso [z;-1,%;]:

mi= inf_ fla), M= suw f(a),

Zi-1 STET4 Tio 1K TEE
e 51 costruiscano le due somme

Sx = my(T1 —zo) +maze — 1)+ ... + T[Ty — Tpo1)
Sg M}(xl — :I!g) + ﬂ'fg(ﬂl‘z — I]) + ...+ Mn(ﬂ:n —IL‘n_l) (36}

che sarannc chiamate, rispettivamente, somma inferiore e somina superiore di f rela-
tive alla partizione .

Si supponga per il momento che f sia positiva: s; e S; rappresentano allora le
aree di due regioni formate da rettangoli (queste regioni saranmo chiamate pluriret-
tangols) la prima delle quali & contenuta nel trapezoide definito dal grafico di f, la
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Figura 3.4 [ plurirettangoli della somma inferiore e della somma superiore.

seconda invece contiene tale trapezoide (Figura 3.4). Sembra ragionevole supporre
che, se si prendono tutte le possibili partizioni e si considera 'estremo superiore delle
corrispondenti somme inferiori, esso sia Parea del trapezoide stesso, ciog della regione
di piano

{{z,):ag2gd, 0€y< flo)}.
Allo stesso modo & plausibile che tale area si possa ottenere come estremo infericre
delle somme superiori al variare di tutte le possibili partizioni.

DEFINIZIONE 32 In base alle considerazioni precedenti poniamo
I’ = estremo superiore di tutte le somme inferiori s, .
I" = estremo inferiore di tutte le somme superiori Sy ,
in simbaeli

' =sups,, I"=infS,. (3.7)

Se risulta
r=r" (3.8)

si dice che la funzione f & integrabile (secondo Riemann) in [a, B] € si indica con

f: f{z)dz

il loro comune valore. Esso si chiama integrale definito della funzione f fra i due
estremi ¢ e b. Nel caso in cui f = 0 lintegrale individua, per definizione, 1'aree
del trapezoide definito da f, ciot dell’insieme {{z,y) 1 a € z < b, 0 £ ¥y £ f(z)}.
I significato geometrico dell’integrale, nel casoc di funzioni che cambiano segno, sard
chiaro in seguito.

I due membri che compaiono nella (3.8) si dicono talora integrale inferiore e inte-
grale superiore di f. Si noti che risulta in ogni caso

I, (3.9)
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Figura 3.5

infatti, se #’ € 7" sono due gualunque partizioni di [,8], denotiamo con  quella parti-
zione che tiene conto sia dei punti di suddivisione di = sia di quelli di #” {Figura 3.5).
Si ha ovviamente s, € &, e d’altra parte s+ € s, perché, passando a una partizione
“piti fine”, la somma inferiore non pud certo diminuire. Analogamente S, <€ Sy~ ¢
collegando fra loro queste diseguaglianze si ha:

S g Sfr” )

dunque, ognisomma inferiore & minore ¢ uguale a ogni somma superiore, da cui la {3.9).
La definizione precedente & formulata in modo assai generale ed & conveniente per le
estensioni della nozione di integrale che verranno incontrate in seguito {ma talvolta,
come mostra 'Esempio 3.1(b)}, anche per la sua determinazione); tuttavia si pud ri-
formulare tale definizione considerando unicamente partizioni di [a.b] in intervailli di
egual lunghezza, per esempio, correlandola cosi alla abituale aperazione di passaggio
al limite.

Per far questo in modo sufficientemente generale introduciamo una notazione speciale
riguardante le partizioni. Se w & una partizione individuata dai punti (zq,z1,...2,),
la lunghezza del massimo sottointervallo della partizione si dird passe della partizione
stessa e si indichera con |#|. Per definizione dunque |7| & il massimo delle differenze

|y —&p, T2 —I1, ey Ep — Tp_1.

Se 7, ¢ la partizione in n intervalli equispaziati di [a,], si avra |m,| = (b —a)/n e,
dunque, n]i—ﬂ; |7y| = 0. La proprieta |r,| — 0 non & caratteristica delle partizioni in
parti ugnali ma si presenta anche in moltissime altre successioni di partizioni #, che
divengone via via sempre “pii fini” al crescere di n.

Per motivi di chiarezza il teorema che segue viene dapprima enunciato per partizioni
in parti nguali e, successivamente, riformulato per generiche partizioni con |my| — 0.

'fll !Tal

T O} e} ——0

A
Q
T
<@

|1|'2| . |‘ni
t —0 T Qe —ft

!

o
¢
]

Figura 3.6 |r.] — 0.
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TEOREM4 3.3 Sia f una funzione limitata su {a,b]; si indichino con s, € S,, rispettiva-
mente, le somme inferiore e superiore relative a una partizione di [a,b] in n intervalli
di egual lunghezza. La funzione f & integrabile se & solo se

lim (S, —s,) =0 (3.10)

Fr—+ S0

e in tal caso le successioni 8, € s, convergono entrambe allo stesso limite che &;

fa ’ fz)ds

La stessa conclusione vale se 7, sono delle partizioni arbitrarie di [a,b] con |m,| — O:
denotando con s, e S, nuovamente le somme inferiore e superiore la (3.10) & condizione
necessaria e sufficiente per 'integrabilita di f e si ha

/ flz)dx = hm S$p = lim S, (3.11)
DIMOSTRAZIONE (Parziale) Supponiamo che la condizione (3.10) sia soddisfatta. Ab-
biamo gia osservato che clascuna somma inferiore &€ minore o uguale a ciascuna somma
superiore; dunque, in base alla Proposizione 1.35 pag. 51, le due successioni 3, e S,
convergeno entrambe (allo stesso limite).

Dato ¢ > ( sia k un indice tale che Sy — 8 < £. Siccome per definizione I £ 5y
e 8 € I, combinando queste diseguaglianze abbiamo

Mg LS <sp+eg I"+E . (3.12)
da cui I" € I' + £ per ogni £ > 0, ciod I £ I', Dalla (3.9) segue allora I’ = I”, cioe
Pintegrabilita di f. o

La parte del teorema ora dimostrata consentird di ottenere facilmente la integrabi-
lita di alcune classi di funzioni. L’implicazione inversa & meno importante per cui ne
omettiamo la dimostrazione (che non & altrettanto semplice ed & tratteggiata nell’E-
sercizio 3.1.12).

Si osservi che se f & integrabile in {e, b} e se si considera una partizione z;, i =0,1,... ,n,
in n intervalli uguali e & & un punto delV’intervallo [zi—1,z:], si avra m; € f(§) < M,
con il solito significato dei simboli m;, M;; dunque

Sn,
da cui, per il teorema precedente,
[ 1@ im 2223 e (3.13)
a S now i=1 v l

In particolare, si potrd prendere £ = x;_1 oppure & = x;; poiché m; < [f{xi—1) +
fl:)]/2 € M, si avra anche

b . b-a ™ Flei—1) + flz)
faf(z)dw~ lim 2. 2 a

"— 00 Te
i=1

LoD

— lim 220 ~ [‘f(a)+f(:z:1}+f(a:2)+ o+ fene 1)+f“’)}. (3.14)
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Figura 3.7 Formula dei trapezi.

La formula (3.14} approssima I'integrale con le somme delle aree dei trapezi rettangoli
di vertici (z;—1,0), {®:,0) (2:, f{z:)}, (zio1,f(2:—1)) e fornisce una prima formula di
quadrature (detta formula dei trapezi) per il calcolo approssimato degli integrali {Figu-
ra 3.7).

L'uso del simbolo

fb fla)de, (3.15)

deformazione di una . usata al tempi di Leibniz per denotare la somma, si deve al fatto
che 'integrale si pud vedere come limite della somma finita (3.13). La lettera x che
figura nel simbole (3.15) non svolge alcun ruolo nella definizione di integrale e pud essere
sostituita, a piacimento, con un qualunque altro simbolo {come per l¢ sommatorie), ciod
f:f(:c)dm pud scriversi f:’ flt)dt o f: f(u)du ecc. Il simbelo dz appere per ora del
tutto superfluo: si vedra in seguito che risultera utile, come artificio di caleclo, nella
determinazione effettiva degli integrali. L'uso di questa notazione, che pud sembrare il
“limite” della lunghezza finita Ar degli intervalli della scomposizione, non deve perd
indurre a una sorta di abitudine mistica di considerare dz come *infinitamente piccolo”
o “quantitd infinitesima” o di ritenere che 'integrale # “una somma infinita di grandezze
infinitesime”. Queste espressioni sono del tutto prive di significato e vanno evitate; il
simbolo dx separato dall’integrale non ha per il momento alcun sensc.

ALCUNE FUNZIONI INTEGRABILI

Premettiamo ora due definizioni, I'una scontata e analoga alla definizione di successione
monotdna, l'altra meno ovvia.

DEFINIZIONE 34 Una funzione f(z) definita su un intervallo I (eventnalmente illimitato}
si dice erescente in I se per ogni coppia =z, ' in I con x < &’ si ha f(z) € f{z'); se
invece f{z) = fi(z')}, sempre per ogni coppia z, ¢’ in I con z < &', allora f si dice
decrescente in I. Se, poi, si hanno le diseguaglianze strette f(z) < f(z) o f(x) > f(z')
la f si dice strettemente crescente o strettamente decrescente in I.

Una funzione monotona in I & una funzione che & crescente oppure decrescente in 1.
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Figura 3.8 Funzioni monotone in 1.

Per esempio la funzione f{x) = z® se p > 0 & sirettamente crescente su I = [0, + o0)
perché 0 € z < ' implica ¥ < z'P, mentre & strettamente decrescente se p < 0
in I = (0, + o). La funzione f(x) = z® non & monotdna in I = [-1,1] ma lo &
separatamente negli intervalli [—1,0], [0, 3].

1 ]
] L \
; +—> +— > pos + ;

@ 1 M
Figura 3.9 (a) f{z) =2", p> 0, (b) flz) =2, p <0, (c) f(z) = 2°.

DEFINIZIONE 35 Una funzione f(z) si dice lipschitziana in un intervallo T se esiste un
numero K > 0 tale che, per ogni coppia di punti x, ' di I, si abbia

[f(z) — £z} < K|z — 2], (3.16)

ogni numerc K, per cui valga la (3.16), si dice costante di Lipschitz di f in . La
condizione (3.16) si pud interpretare geometricamente nel modo seguente. Se per ogni
punto {z',f(x')) del grafico di f si considerano le due rette che passano per questo punto
e hanno coefficiente angolare ¥ e —K allora il grafico di f & interamente “racchiuso”
fra di esse (Figura 3.10). Infatii, tali rette hanno equazione y = f(z') + K(z — z'} e
y=f@') - Kz —2').

Per esempio, la funzione f(x) = x? & lipschitziana su [0,3] in quanto [#* — x| = |z + z| -
|z — z'| € 6|z — 2’| se z, 5’ € [0,3] e quindi la costante di Lipschitz & 6.

Invece la funzione f(x) = +/z non & lipschitziana su [0,1]; infatti, se cosi fosse, sce-
gliendo z’ = 0, si dovrebbe avere

VT = |z — V0| € K|z — 0| = Kz per ogni z € [0,1];

ma la diseguaglianza si pud scrivere /r % e quindi non pud essere soddisfatta, con la
medesima costante K, da ogni z di [0,1].
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Figura 3.10 Interpretazione geometrica della lipschitzianita.

E chiare che ogni funzione lipschitziana su un intervallo limitato I = [@.b] & limitata. Si
vedranno in seguito alcuni comodi criteri per decidere se una data funzione & monotdna
o se & lipschitziana.

TEOREMA 36 Le funzioni monotdne e limitate in [a,b] e le funzioni lipschitziane in [a,b]
sona ivi integrabili.

DIMOSTRAZIONE Si supponga che f sia limitata e monotona in [a,b], per esempio
crescente, e si consideri una partizione ¢ = zg < &1 < ... < z, = b in n intervalli
di egual lunghezza; indicando, come di consueto, con m; e M, 'estremo inferiore e
'estremo superiore di f nell’intervallo [z,_1,2;] si ha

m; = f{zi_1), M; = flx;).

Dunque, se s, ¢ 5, denotano le corrispondenti somme inferiore e superiore,

Su—sm = 2 3 (M — ) = Y (f () — fmin)] =
i=1 i=1
b—

= P () - Flzo)l = P2 - fla)],

n n

pertanto lim(S, — s,) = 0 e per il Teorema 3.3 {parte dimostrata!) la funzione f &
integrabile. La Figura 3.11 mostra una evidente interpretazione geometrica del calcolo
ora eseguito: la differenza fra 'area di un plurirettangolo circoscritto al trapezoide
definito da f e quella del plurirettangolo inscritto & pari all’area di un rettangolo di
base (b — a)/n e altezza f(b) — fla).

Si supponge. ora che f sia lipschitziana in [a,b], cioe

|f(z) — (=) € K|z — 2| per ogni z,x’ in [a,b], (3.17)

e iniziamo osservando che, per ogni intervallo I contenuto in [e,b], indicando con AMj
e m; estremo superiore e 'estremo inferiore di f in 7, si ha

My —my < KI(I) | (3.18)
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Figura 3.11 Integrabilitd delle funzioni monoténe.

ove (I} indica la lunghezza deil'intervallo . Infatti, in base alle definizioni di estremo
superiore e di estremo inferiore, dato £ > 0, esistono due punti z,, xs di f tali che

fla)>Mr—e, flz)<mj+e
e quindi
Mp—mp < f(z1)+e— f(z2) +e < |f(1) — fla)] +2e <
£ Koy —xo] +2e € KI(I) + 2¢.
Siccome il primo membro di questa diseguaglianza non dipende da £ se ne deduce
la (3.18). L’integrabilita di f segue facilmente da questa maggiorazione; infatti scom-

ponendo [a,b] in n intervalli uguali e con il significato abituale dei simboli S, s, M;,
m;, 1 pud scrivere

b—a <
Sn — 8n = - ZII'VI —m;) 1,i))
2
e
quindi lim(S,, — s,) = 0. O

La seguente proposizione consente di ottenere 'integrabilita della pil importante classe
di funzioni finora incontrata: le funzioni analitiche.

o)
PROPOSIZIONE 3.7 Se f(2) = Y an(z — 19)" & una funzione analitica per |z — x| < R,
: 0

allora f(z) & lipschitziana e quindi integrabile in ogni intervallo chiuso [a,b] contenuto
in (Ig — R,z + R)
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DIMOSTRAZIONE Si supponga, per semplicita, zo = 0, sia ¢ un qualungue numero minore
di R e siano z,y due punti di [—e,¢: allora

> aa(@” —y")

<

|f(=) - Fw)l =

n—2

A

20
|a:—y|2|an||:c“_1+x"_2y+,..+xy +3" 7Y €
1

AN

o0
|z =y > lanlne™ ",
i

Siccome la serie 3" na,2" ! ha raggic di convergenza R (Esempio 2.4(d), pag. 63) si ha
che 3 Jan|ne® ! converge e quindi la (3.16) & soddisfatta con K = 3 |an|nc™ L.

81 osgervi che il valore della costante K pud dipendere dal numero ¢ < R e che non
si pud, in generale, assicurare la lipschitzianitd (né 'integrabilitd) di f sull'intero
intervallo [—R,R)] (come ben sappiamo, f pud essere illimitata su [—R,R]).

Tutte le funzioni esprimibili come serie di potenze sono integrabili, cosi come le funzioni
monotone e limitate ... pud, a buona ragione, venire il sospetto che tutte le funzioni
limitate siano integrabili. Non & cosi , come mostra il seguente famaoso, seppur patologico,
esempio.

ESEMPIO 3.8 (Funzione di Dirichlet) Si consideri la funzione definita in [0,1] ponendo
flz) = 0 se z & irrazionale, f(z} = 1 se z & razionale. Per questa funzione su [0,1] si

ha che I'integrale inferiore I’ & nullo, mentre I'' = 1; infatti ogni sottointervallo di {0,1]
contiene sia numeri razionali sia numeri irrazionali e dunque m; = 0, M; = 1. Ne segue
che, qualunque sia la partizione, le somme inferiori valgono s = 0 mentre quelle superiori
valgono § = 1. Si ha dunque I < I” e f non & integrabile.

PROPRIETA DELL’INTEGRALE

I teoremi precedenti se da una parte garantiscono che la classe delle funzioni inte-
grabili & piuttosto vasta, dall’altra non sono di alcun aiuto per il calcolo esplicito
dell'integrale. Di basilare importanza sard, a questo scopo, il legame strettissimo
che connette 'integrale all’altra fondamentale operazione del caleolo infinitesimale:
la derivazicne.

Prima di esporre guesto legame studiamo alcune elementari proprieta algebriche
dell’integrale, avvertendo il lettore che la loro dimostrazione, pur non essendo difficile,
potra rivelarsi tediosa & potra quindi essere omessa in prima istanza.

Anzitutto si osservi che la definizione di integrale & del tutto lecita anche per
funzioni f che cambiano segno (mentre & essenziale che f sia limitata); tuttavia, oc-
correrd precisare in tale caso l'interpretazione dell'integrale come area del trapezoide
individuato da §, in quanto le zone in ¢ul f < 0 danno un contributo negativo ali’area
totale. L'integrale sard dunque la somma dei termini positivi e negativi corrispondenti
rigspettivamente alle porzioni del grafico di f{z) che stanno sopra o sotto I'asse delle
ascisse (Figura 3.12).
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Figura 3.12

Si osservi ancora che & possibile estendere la definizione di integrale fra a e b anche
quando a = b. Si pone in tal caso

/:f(z)dx:D, /:f(:::)d::::—-/‘;a flz}dx. (3.19)

Dimostriamo ora le principali proprieta elementari,

PROPOSIZIONE 35 (Linearitd) Se f, g sono due funzioni integrabili su [2,b] allora le fun-
zioni f + g, C'f {ove €' & una costante) sono funzioni integrabili e si ha

fb(f()+9( Jdz = /f d:c+[bg( Jde (3.20)
]C‘f :n)d:r—C’f flz)da (3.21)

DIMOSTRAZIONE Dette 3r, sy, 8 le sornme inferiori delle funzieni f, g, f + g relative a
una partizicne in n intervalli uguali e Sy, 55, S le relative somme superiori si ha

8n + 3n . < Sn € 5, + S:, (3.22)

{si ricordi che inf f +inf g < inf(f + g} e che sup{f + ¢) < sup f +supg). Dalla (3.22) e
dal Teorema 3.3 segue subito la (3.20). La (3.21) si dimostra in modo simile. O

PROPOSIZIONE 3.0 Se f & integrabile su [a,b] e ¢ € ¢ < d < b allora f & integrabile su

{c.d].

DIMOSTRAZIONE Siano . partizioni di [e,d], n = 1,2,..., con |ms| — 0 e siano S,, sn le
corrispondenti somme di f in {¢,d]. Estendiamo tali partizioni a tutto [a,b], per esempio
considerando la partizione 7, che ha gli stessi punti di #,, e suddivide i restanti intervalli
fa,c], [d.b] ciascuno in n sottointervalli eguali. Si avra, ovviamente, |m;,| — 0 e dunque,
per il Tecrema 3.3, le somme superiore e inferiori S}, e s/, corrispondenti a tali partizioni
sono tali che im(S;, — s,) = 0; ma S, — sn, < S5 — s., perché ogni termine non negativo
del tipo [M; —m)(2; — %i—1) che figura in S, — s, compare anche in S, — s;,. Dunque,
avremo lim(5, —s,) = 0 e una nuova. applicazione dello stesso teorema fornisce la tesi. [J
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PROPOSIZIONE 3.11 { Additivita) Se f & integrabile su [a.c] e su [¢b] allora & integrabile

anche su [a,b] ¢ si ha
b 2 [
/ f(@)dz = / Fz)de + f )z | (3.23)

DIMOSTRAZIONE Si consideri dapprima il caso a < ¢ < & e s8i utilizzi nuovamente il
Teorema 3.3. Si prendano partizioni mp, di [g,b] con |mn| — O e che contengano, per
ciascun n, il punto . Ciascuna di esse induce una partizione #, su [a,c] e una partizicne
mi su [¢,b] e risulta 7)) — 0, |77} — 0. Ne segue (con ovvio significato dei simboli)

5w = oy 4 5 —&[f(z)dfwfcbf(x)dw,

S, =S, +8 — /:f(:c)dﬁ:+f:f(x)dz,

dunque le somme 8., S, convergono allo stesso limite, cioé f & integrabile su [a,b] e si
ha la (3.23).

Se poi ¢ & esterno ad [a,b], per esempio e < b < ¢, 5 userd la Proposizione 3.10 per
ottenere la integrabilita su [a,b], si userd poi la (3.23) con ¢ scambiato con b e dalla {3.19)
si ricavera il risultatc. O

Dagli Esempi 3.1 e dalla Proposizione 3.11 si ricava allora il valore esplicito dell’inte-
grale fra due estremi arbitrari a, b della funzione y = 22 e, piu in generale, di y = ¥
con p intero positivo. Infatti

b b a 3 _ 3
b —

/mzd:r::/ de:r—/ zidz = a
) 1] a 3

e anche da (3.4) e (3.5)

b 1 b 1 1
1 Bl —1 [
/xpd:rzf a:pdx—i—/ Pdr = + =
0 0 1 p+1 p+1 r+1

da cui ancora

b +1 _ e+l
f Pdn = bi%‘ (3.24)
. P

PROPOSIZIONE 3.12 ( Monotonia) Siano f e g integrabili su [a,b] {con a < b). Allora
(a) se f(z) < g(z) per ogni z di [a,b] allora fj Flxydr € f;g(x)dL
(b) |f(z)

& integrabile in [a,b] e 51 ha

/ﬂ ' fla)da

(c) se m < f(z) € M allora m(b f fz)dz < M(b - a).

b
< [ l@aa, (3.25)

DIMOSTRAZIONE (&) Se m, sona partlzwm di [a,b] con |mn| — 0 e per clascuna di esse
si considerano le somme inferiori sn, s5, rispettivamente di f e di g, sl avra sn € s,,,
da cui la corrispondente diseguaglianza per gli integrali che sono i limiti di 5. e di s,
(Teorema 3.3).
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(b) Proviamo ora Uintegrabilith di |f|. Se m., M; sono gli estremi inferiere e superiore
di fin {zi-1,z:] € mi. M{ sono quelli di |f] si vede facilmente che M| — m} < M; — my
(basta considerare separatamente i tre casi in cui mq, M; sono entrambi positivi, entrambi
negativi o di segno opposto}. Da questa diseguaglianza segue che per ogni partizione si
ha 8 - & £ § — s e quindi, ancora per il Teorema 3.3, si ricava integrabilita di |f|.
Per dimostrare la diseguaglianza (3.25} osserviamo invece che —|f{z)| € f(z) € |f(z)| e
dunque dalla parte (a)

- [ "\ < / ' e < ] " fla)idz,

che equivale alla (3.25).

{e) Su ogni sottointervallo si ha m € m; € M; € A e dunque per ogni somma inferiore s

e superiore S siham{b—a) < s £ 5 < M(b- a). |
ESERCIZI
3.1.1 Sia f(z) = z su [0,1]. Dividendo [0,1] in n intervalli uguali si provi che le somme

inferiori s, e superiori 5, tendono entrambe a 1/2 e quindi f & integrabile su
[0,1] con integrale uguale a 1/2.

3.1.2 Verificare che le funzioni f(¢) = ¢, g(t) = vy + gt {€,v9,9 sono costanti) sono
integrabili su ogni intervallo a £ £ £ b e calcolarne gli integrali.

3.1.3  Verificare che le condizioni 1, 2, 3, 4 di pagina 86 consentono di attribuire,
in mode univoco, a ogni poligono piano la sua area (quella assegnata dalla
geometria elementare).

3.1.4 Estendere il risultato dell’Esempio 3.1 {(b) al caso in cui p & un intero negativo
diverso da —1 e anche al casc in cui p & razionale, p = r/s # —1. [Nel primo
caso porre p = —¢, nel secondo porre i = a°.]

3.1.5 E vero che se |f] & integrabile allora f & integrabile?

3.1.6 Siano f*(z) = max(f(z),0), f~(z) = — min(f(),0) le parti positive e negative
di una funzione integrabile f. Si provi che f* e f~ sono funzioni integrabili.

Sfix) Ixy
/ / e
™ : ~ L
a \/ b a b ] b
Figura 3.13
3.1.7 Si dimostri che il prodetto di due funzioni f, ¢ integrabili & integrabile. [Si

provi il risultato per funzioni non negative e poi si scriva fg come (ft —
gt —g7)=f"g" - - fgt+f 9]
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3.1.9

3.1.10

3.1.11

3.1.12

3.1.13

3.1.14

3.1.15

3.1.16
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NN
[ | “'."- a1

Se f, g sono funzioni integrabili in [a.b] con m < flr) < M e glz) 2 0, si
provi che

b b b
m/ glz)dr £ / Flx)gla)de < M/ g(x)dx .
Si verifichi anche che I'ipotesi g 22 0 & necessaria.

Sia f limitata in [a,b] con |f(z)| < K. Sc « & una partizione di [a.b] e n' &
un'altra partizione ottenuta aggiungendo a = un solo punto, si provi che per
le samme superiori S, § e per quelle inferiori s, &', relative alle partizioni =,
7', valgono le relazioni

s —s<2Klm|, §-8 <2K|n|.

Si estenda il risultato dell’esercizio precedente al caso in cui 7’ & ottenuta
aggiungendo N punti a m, con al pinl uno solo di questi in ciascun intervallo
di m, provando che

§ —s<2NK|r|, 8§-9 <2NK|n|.

Sia f integrabile su [a,b], con | f(x)| < K. Fissato ¢ > 0, sla 7 una partizione di
[a,bf con N punti, tale che la differenza S — s tra la rispettiva somma superiore
e quella inferiore non superi . Detta h la lunghezza del minimo intervallo di
m, si considerino per ogni n € N delle partizioni m, tali che |r,| < he|r,| — 0
per n — co. Indicata con 7}, la partizione ottenuta aggiungendo a , i punti
di =, si provi che, per le somme superiori S, ,S), e per quelle inferiori s, ,s),
relative alle partizioni m, ,7J,, valgono le relazioni

sh — 8, <2NK|r,|, Sn— 8, <2NK|m,|.

Dedurre dall’esercizie precedente che una funzione limitata f & integrabile su
[a.b] se e solo se esiste una successione {m,} di partizioni di [a,b] tale che
|| = 0 & 8, — 8, — 0 per n — oc.

Sia 0 < a < b; la funzione f(x) = 1/2? & monotdna su [e,b], dunque @ integrabi-

le. Per ogni partizione (z0,%1,... ,on) di [a,b] si considerine i punti intermedi
T

£ = /T:xi_1 e si calcoli I'integrale di f come lim 3 (z; — xi-1) f(&)-
R0 1

Si ripeta FEsercizio 3.1.13 con la funzione f(z) = 1/y/z e i punti intermedi
& = [(va + Va2

Usando le proprietd di simmetria delle funzioni integrande, dedurre il valore
dei seguenti integrali:

1 1
/ 22dz, / xcoszdx,
-1 -1

3w 1
/ (1 + senz)dz, / SNT ¥ COST o
T -1 cos X

La funzione f(x) = va?2 — 22, ~a £ 2 € a, rappresenta una semicirconferenza
di centro nell'origine e raggio ¢. Essa & integrabile in [-a,a] {& monotona nei
sottointervalli [—a,0],[0,a]); sapendo che I'area del semicerchio & 7a%/2 come
si pud usufruire della formula (3.21) per calcolare l'area di una semiellisse di
semiassi o e b?
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3.2 Definizione e prime proprieta della derivata

Si supponga di avere una funzione f{z) e di voler determinare 'equazione della retta
tangente al suo grafico in un punto P di coordinate (g, f (zg)). Sara naturale prendere
un altro punto @ del grafico corrispondente a un punto di ascissa diversa da xg, diciamo
zg + h, e tracciare per intanto la “secante” P@Q (Figura 3.14).

&
#%&
"

Jixo+ By 4o

SO § - - JE ) —

Q
h

Xy Xo+ A Xn

Figura 3.14 Approssimazione della retta tangente con secanti.

La retta per i punti P e (? ha equazione

y = f(zo) + f($0+hi—f($0)

come si verifica facilmente; il coefficiente angolare di questa retta dipende da h e si
chiama rapporto incrementale della funzione f nel punto zy: esso si indica con R{h) o
R;(h) o ancora Ry(xo,h):

(33_5‘:0)1

f($0+h) f(I{])} h?é[].

h
Se ora si considerano valori di k sempre pit prossimi a zero, intuitivamente ci si aspetta
che il punto ¢ si avvicini a P ¢ che la retta s venga ad assumere una “posizione
lirite” r che ragionevolmente si potrd chiamare retta tangente in P al grafico della
funzione f(z). Tale retta, passando per il punte (o, f(x0)), avra equazione del tipo

y = f(zo0) + oz — m0)

ove « & il suo coefficiente angolare. Nella Figura 3.14 si & preso A > 0, ma ovviamente
si possono considerare anche incrementi k negativi, il che corrisponde a prendere il
puntae @ dalla parte opposta; anzi sard opportuno convincersi che quanto segue si
applica a entrambi 1 casi.

R(h) =

Euristicamente il numero o sara il “limite” dei coefficienti angolari R(h) delle rette
approssimanti, al “tendere” di h a zero; ma il significato preciso di questa affermazione
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& ancora tutto da chiarire. Tale numero a viene indicato con f'(zp) e viene detto
derivata della funzione f(z) nel punto xg: si scriverd anche

Fi{xo) = ?lnli.l}) R(h) = %th flo + h; = J{=o) :

ne daremo una definizione precisa tra breve.

1l lettore conosce certamente il caso in cui f{¢) indica la distanza dall’origine, al tempo ¢,
di un corpe che si muove su una retta. Il rapporto incrementale

_ flto+h) = fito)
- h

indica allora la velocitd media del corpo fra gli istanti fp e £ + h. Facendo tendere h a
zero (il che corrisponde a calcolare la velocitd media su intervalli di tempo sempre piil
brevi) la velocitd media “tende” alla velocitd istantanea al tempo tg:

£lto + h) = §(to)
h

U (R)

= f'(to).

Vale la pena di notare che nella espressione della velocitd media i valori A < 0 sono
altrettanto possibili e naturali dei valori & > 0.

La stessa situazione si riproduce in contesti ben diversi: in economia, per esempio,
occorre sovente analizzare I'andamento del costo C'(g) di produzione di una merce al
variare della gquantita ¢ della merce prodotta. L’interesse fondamentale & nel valutare la
rapidita con cui varia C al variare di ¢. Si definisce costo marginale medio fra go e qu+h
la grandezza

olin) = firgom () = iy

Clgo + h) — Cgo)
h

e al tendere di k a zero si ottiene il costo marginale ¢(qo):

Clgo + k) — Clqo)
h

em{h) =

=C"{(go).

) = Jiz m (1) = i

Si potrebbero aggiungere molti altri esempi dello stesso tipo riguardanti le pin disparate
discipline.

FUNZIONI INFINITESIME

Prima di dare la definizione formale di derivata ¢ di addentrarci nello studio delle
ricche proprieti delle funzioni derivabili, conviene mettere a punto qualche semplice
strumento tecnico. Uno di questi consiste neli’uso delle funzioni infinitesime, nozione
per certi versi analoga a quella di successione infinitesima.

DEFINIZIONE 3.13 Una funzione w(h) si dice infinitesima con h se per ogni numero positivo
€ esiste 4. > 0 in modo che

se 0 < Ji| < 6, allora |wlh}l <e. (3.26)

La definizione richiede dunque che la funzione w divenga arbitrariamente “piccola”,
in valore assoluto, per “piccoli” valori della variabile h, concetto che viene espresso
in forma matematicamente precisa dalla (3.26). Comunque stretta si prenda una
striscia V centrata sull’asse x, vi & una striscia W centrata sull’asse g in modo che la
parte di grafico di w contenuta in W sia contenuta anche in V' (Figura 3.15).
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k— ty—H

h

Figura 3.15 Funzione infinitesima.

ESEMPY 3.14 (a) w{h) = A? & infinitesima con h perché per ogni € > O se |h| < Ve sl

ha |w(k)| < £; dunque in questo caso §; = /¢. Per esempio, se ¢ = 1/10000 si avra che
w{h) = h? < 1/10000 pur di prendere |k| minore di 1/100; preso invece € = 1/1 000000
occorrera assumere |h| minore di 1/1000 per avere wi{h) < e, ... & chiarc che il numero ¢
dipende da ¢: pitt piccolo si prende g, pin piccolo cccorrera assumere d..

(b) In generale w{h) = AP, ove p & un intero positivo, & infinitesimo con A in guanto se
|k] < £/ si ha |w(h)| < ; cambiando la variabile si potra dire che w{x —x0) = (z — 0 )"
& infinitesimo con @ — @p. Se p < O invece (z — z¢)” Don & infinitesimo con & — zg;
per esempio se zo = 1, p = —2 la funzione f(z) = 1/{x — 1) non & infinitesima con
x — 1 perché preso ¢ = 1 (per fissare un valore) per ogni z con 0 < |z — 1] < 1/2 si ha
f{z) > 4 > £ e dunque non vi pud essere alcun J. che verifica la condizione (3.26). In
questo caso in effetti la funzione diviene arbitrariamente “grande” per “piccoli valori” di
X —Xpn.

Come si vede dalla definizione, una funzione infinitesima pud non essere definita()
per k = 0; in questo caso si conviene di porre w(0) = 0. Con questa convenzione la
definizione pud essere espressa in forma pin concisa: w(h) ¢ una funzione infinitesima
con ki, o piu semplicemente & un infinitesimo, se per ogni € > 0 si ha

|w(#)| < € in un (opportuno} intornc {completo) di 0. {3.27)

{(1YPer esempio w(h) = R(k) — f'(o) non & definita per & = 0.
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Gli aggettivi “opportuno” e “eompleto” si riferiscono al fatto che I'ampiezza dell’in-
torno dipende dal numero £ e che tale intorno deve essere bilatero (cioé del tipo (—6,6)
con 4 > 0); questi aggettivi verranno sovente omessi nel seguito.

Si usa anche esprimere il fatto che w{h) & infinitesimo con h scrivendo

%E})w{h} =0.

La nozione di funzione infinitesima non & affatto disgiunta da quella di successione
infinitesima; infatti w(#) & infinitesimo con h se e solo se per ogni successione infini-
tesima h,, la successione w{h,} ¢ infinitesima, ma su questa questione torneremo in
seguito in un diverso contesto.

Esponiamo ora qualche proprieta degli infinitesimi.

PROPOSIZIONE 3,15 (&) Se w(h) & un infinitesimo allora w(k) & limitato in un intorno di 0.
(b) Somma e prodotto di infinitesimi sono infinitesimi.

(e) I! prodotto di un infinitesimo per funzioni limitate & infinitesimo.

(d} Se w(k), (k) sono infinitesimi con h allora la funzione composta #(w(k)) & infini-

tesima con h.

DIMOSTRAZIONE Le proprieta (a), (b), (¢) sono di dimostrazione ovvia.

Proviamo la (d): fissato ¢ > 0 esiste §. tale che |5(k)| < € per k| < dg; posto
k = w(h) esiste allora g, tale che |w(h}| < & se |h| < pe. In conclusione, se [h| < p.
allora |n{w{h)}] < &. : O

LA DERIVATA IN UN PUNTO

Ricordiamo che dato un punto xq € una funzione f definita in un suo intorno, si denota
con R(h) il rapporto incrementale

_ flmo+h) — f(z)
h ¥

R(h) h#£0. (3.28)

DEFINIZIONE 316 Si dice che una funzione f & derivabile in un punto x; e che il numero
f'{zg) & la sua derivate in xq se la funzione

w(h) = R(k) — f'(xo) (3.29)

¢ infinitesima con A. Si scrive anche

£/(@o) = lim R(h) = Jim 170 +1) = 7(20)

e s8i dice che la derivata & il l#mite del rapporto incrementale al tendere a 0 dell'incre-
mento h.

La retta di equazione

y = fl@0) + f'(mo}(x — 20} (3.30)
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& per definizione la retta tangente al grafico di § nel punto di coordinate {zq, f{zg)).
Il suc coefliciente angolare & proprio la derivata di f in &g, come d’altra parte ci si
poteva attendere in base alle considerazioni euristiche iniziali.

La definizione data equivale a richiedere che risulti

Flao+ ) — Flzo) = hf'(x0) + ha(h) (331)

ove w(h} & un infinitesimo con A ¥, La condizione (3.31) ha un semplice e attraente
significato geometrico: 'incrementc f{xp + h) — f(zo) di una funzione derivabile f &
somma di due termini, uno della forma A f'(x¢) che varia linearmente con h {rappre-
sentato nella Figura 3.16 dal segmento BC', cioé dall'incremento della retta tangente
in P}, 'altro della forma £ - w(h) {rappresentato dal segmento D), che decresce pid
rapidamente del primo al diminuire di |h].

Jlx + h)

F(xy)

Figura 3.16 Interpretazione geometrica delle condizione (3.31).

Se di una funzione f & nota la derivata in un punto xg si potranno, dunque,
approssimare i valori assunti da f “vicino a xo” sostituendo all’incremento f(zo+h)—
F{za) la quantitd & f'(xg), il che corrisponde ad approssimare localmente il grafico di f
con la sua retta tangente.

OSSERVAZIONE 3.17 E importante osservare che la forroula {3.31) caratterizza la derivata,
nel senso che, se per una certa funzione f(z) vi & un numero « tale che per |A| piccolo
a sufficienza

flza+h) = flzo) = ha+ hw(h),

con w(h) infinitesimo, allora f & derivabile in x4 e il numero o & precisamente f'(zg).
Infatti da tale relazione segue subito che R(h) — a & infinitesimeo.

Possiamo dungue riassumere affermando che f & derivabile in zg se e solo se vale
la (3.31). Questo punto sara piuttosto importante in seguitc, soprattutto quando si
passera a studiare funzioni di piu variabili.

(M8i noti che la (3.31) deve essere soddisfatta con lo stesso numero f'(xq) sia dagli incrementi h
positivi che da quelli negativi (si veda I'Esercizio 3.2.10}.
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Per esempio, per la funzione
flz)y =2 —2*/2
nel punto o = 1 si pud scrivere

fzo + R) — flzo)

(1+R)P -1+ h)¥/2-1/2=

2h+gh2+h3=2h+h[gh+h2} ‘

L’incremento della funzione pud, dunque, essere seritte come la somma di due addendi,
I'uno lineare in A, l"altro della forma h-w(h} con w(A) infinitesimo. La funzione & percid
derivabile e ha derivata nel punto s = 1 uguale a 2, .

La tabella seguente mostra i valori assunti dall'incremento della funzione e da ciascuno
dei due addendi per qualche valore di A.

h flzo + k)Y — f{zo) 2h h-w(h)
3,5 1,75 1 0,75
0,1 0,226 0,2 0,026
0,01 ~ 0,02025 0,02 ~ 0,00025
0,001 ~ 0,0020025 0,002 ~ 0,0000025

OSSERVAZIONE 3.18 {a) Se una funzione f(x) & derivabile in un punto xp allora in un
intorno di & = 0 il rapporto incrementale R(%), che & definito per h # 0, & limitato.
Infatti, se R(h) — f/{(zo) & infinitesimo, si avra

Flzg) —e < R(h) < f'(zo) +2 per 0<|h| <4

(b) Esistono funzioni il cui grafico & dotato di “retta tangente” anche in punti in cui f

non & derivabile. Per esempio, la funzione z — f(z) = ¥= ha grafico simmetrico di

quello di & — g(x) = 23 rispetto alla retta y = z; 'asse delle ordinate & intuitivamente
3,

la retta tangente al grafico di f nell’origine, ma R(k) = ‘/TH non & limitato in un

intorno di 0: dunque R(h) — f{xo) non potra in alcun mado essere infinitesimo.

Figura 3.17 Grafico deila funzione y = ¥x.
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D0
{(c} Se f{z) & la somma di una serie di potenze 3 a,z™ con raggio di convergenza
n=>0

R > 0, posto zp = 0 si ha

[= )

F(R) = F0) =3 anh™ = hay +h
n=1

anh™ 1
P

i

oc
la quantitd w({h) = 3 a,~""! & infinitesima con h, perché si ha
7

£ |A Z lanlr™~2 = || - costante,

=2

fo(B)] =

k i anf™?
n=2

ove © & un numero tale che 0 < 7 < B. Dungue la condizione (3.31) & soddisfatta e
quindi /() & derivabile in 0 con derivata f'(0) = a;.

{d) Sia nella definizione di derivata, sia nelle considerazioni successive & stato impli-
citamente supposto che la funzione f{z) fosse definita in un intervallo contenente zp
come punto interno (ciod in un intorno di zp) e che gli incrementi h fossere piccoli a
sufficienza in modo che i punti zg + k risultassero contenuti nell'intervallo di defini-
zione. Salvo avviso contrario, anche nel seguito continuerd a essere formulata questa
tacita ipotesi che consente di snellire esposizione.

CONTINUITA DELLE FUNZIONI DERIVARILI

Dalla definizione di funzione derivabile segue immediatamente la seguente importante
proposizione

PROPOSIZIONE 318 Se f & una funzione derivabile in zq allora n(h} = f(zo + A) — F(=o)
& infinitesimo con k o, in modo equivalente,

perogniz >0 siha |f(x)— f(zo)] <€ perzinun intorno di zp. (3.32)

DIMOSTRAZIONE Se f & derivabile in xg dalla condizione (3.31) si ricava

n(h) = flzo +h) — flwe) = ~f'(z0) + h-w(h} =
= h{f'(zo) +w(h)],

siccome f'{xq) +w(h) & limitata, dalla Proposizione 3.15 segue che 5(k) & infinitesimo.
Dato £ > {1 esiste dunque J, tale che |n(h)| < ¢ se |A| < b posto & = zo + k sl avrd,
dunque, |[f(z) — f{me)| < £ se |z — 20| < 4, ciot 1a (3.32). O

Euristicamente la condizione (3.32) si pud descrivere dicendo che per valori di
“vicini” a xg il valore di f(2) & “vicino” a f{zy}. La funzione che ha il grafico mostrato
nella Figura 3.18 (a) non verifica certo questa condizione nel punto di salto zg. Le
funzioni che verificano la proprieta {3.32) si dicono confinue nel punto @ e allo studio
delle loro importanti proprieta sard dedicata larga parte del prossimo capitolo. -

La proposizione precedente afferma pertanto che ogni funzione derivabile in un
punto & ivi continua. B importante, fin d’ora, mettere in evidenza il fattc che questa
proposizione non si pud invertire, cioé il fatto che f(xo + k) — f(xzo) sia infinitesimo
con h non & sufficiente a garantire la derivabilitd di f. D’altra parte la (3.31) (che
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// I« 2
. x X \ X,
‘ T () ! T (@ ' il

{a) I Xp

Figura 3.18 (a} Funzione non continua in xg. (b) Funzione continua in £p = 0 ma non
derivabile in zg. {¢) Funzione derivabile.

equivale alla derivabilitd) afferma che f{xg + h) — f{zo) non solo & infinitesimo ma &
un infinitesimo di tipo particolare, somma. di una parte lineare in & e di una parte “pii
che lineare” del tipo k- w{h).

Un esempic tipico di questa situazione & dato dalla funzione valore assoluto

flz) = |=|

il cui rapporto incrementale nel punto g =0& 1 per A > 0, —1 per 2 < 0. Essa non
€ derivabile in zero, pur essendo chiaramente ivi continua.

Un altro esempio di funzione che verifica la {3.32) ma non & derivabile & dato dalla
funzione

f(a:)z:ccosé per x=#0, fiOy=0.

Il suo rapporto incrementale in zg = 0 & R{k} = {hcos(1/h)—0)/k = cos(1/h). Dunque
in ogni intorno di 0 vi sono valori di A per i quali tale rapporto incrementale & I (i
punti £ = 1/2k# con k intero} e altri per i quali esso & —1 (i punti b = 1/(2k + 1)},
pertanto non vi pud essere alcun numero f/(0) che rende R(k) — f’{0) infinitesimo.

Nella Figura 3.19 sono riportati ingrandimenti successivi del grafico di f(x) in
un intorno del punto {0,0); risulta evidente che tale grafico non si “appiattisce” e che
dunque non ha senso parlare di retta tangente a tale grafico in (0,0).

LA FUNZIONE DERIVATA

Il simbolo f'(xg} & stato usato per indicare la derivata della funzione f nel punto xp.
Quando f(z) & dotata di derivata in ogni punto di un certo intervallo (a, b) allora
il valore della derivata f’(x) nel generico punto x fornisce, al variare di z in (e, b),
una nuova funzione & — f'(x) che si chiama funzione derivate di f o semplicemente
derivata. Per essa si usano anche i simboli

df d

TR b A Df(x » D 1
ciascuno dei quali presenta vantaggi e svantaggi; importante &, comunque, ricordarsi
che espressioni del tipo o non rappresentano un quoziente € che i simboli df, dz non

hanno, per ora, alcun significato isolatamente.
L’operazione con la quale si ottiene f'{z) da f(x) st dice derivazione.



110 Capitolo 3

Figura 3.19 Ingrandimenti successivi del grafico f{x) = zcos L.

ESEMPI 3.20 (a) Se f(z) = ¢, ¢ numero reale, per ogni « reale si ha f(z+h)— f{z) =0
e dunque f'{z) =0 per ogni z: la derivata di una costente é zero.

(b) Si consideri la funzione f{x} =z™, ove n & un intero non negativo: si ha
(t+h)" = 2"+ nha" ! + (;') RG24 ..+ h" =

=z +h-nx"t +heow(h),

ove w(h) = (3)hz" 2+ (§)h22" =3 +...+ A", Per ogni fissato valore di x la funzione
w(h) & infinitesima con h (Proposizione 3.15); dunque, in base alla condizione (3.31),
la funzione f(z) = ™ & derivabile per ogni valore di x e la sua derivata & la funzione

fla)=n -t (3.33)

(c) Si consideri ora la funzione f(z) = 2{z # 0). Risulta

1 1 xz—z-—h h h R?

z+h z a{z+h) :_:r(m—l—h) _;_sz(m—l-h)'
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Se = & un fissato numero diverso da zero, prendendo k tale che |k| < |z]/2 si ha
1 < 2
[z (z+R)|  faf?

e quindi w(h) = & infinitesima con k. La funzione f(x) & pertanto derivabile

z2{x + h)
perogni x # O e si ha

, 1
fley=-—- (3.34)

(d) Se f(z) e g{z) sono funzioni derivabili allora anche le funzioni f{z)+g{z} e Cf(z),
ove C & una costante, sono derivabili e hanno come derivata, rispettivamente,

fley+d(@), Cfie);
questo fatto segue immediatamente dalla Proposizione 3.15 e dal fatto che
Ryig(h) = Ry(h) + Ry(h), Rcy(h) = CRy(h),

ove si & indicato con R,,{h} il rapporto incrementale della generica funzione w(x). La
proprieti ora esposta si pud chiamare proprietd di linearité della derivazione.

TEOREMA DI DERIVAZIONE PER SERIE

Nell’esempio precedente abbiamo visto che i monomi z" sono funzioni derivabili in
ogni punto &, con derivata nz™ 1, e che la derivazione & un’operazione lineare.
Ne segue che ogni polinemio

P(z) = ag + a1z + agz? + ... + apa™
& derivabile e che la sua derivata & nugvamente un polinomio e precisamente
P'(z) = a; + 2asz + 3a32° + ... + nap,z™ L.

Dimostriamo ora che, nei confronti della derivazione, le funzioni analitiche (cio& le
funzioni che sono somma di serie di potenze) si comportano nello stesso modo dei
polinomi.

TEOREMA 321 Se la serie di potenze
[ o]
2 _ n
g +ayx+azx“+ ... = E [ 1
n=0

converge per [z]| < R, con R > 0, e ha per somma la funzione f(z) allora:
(a) la serie

[ 4]
a1 + 2apz + 3a3z® + ... = Z na,z” ! (3.35)
n=1

converge assolutamente per [z| < R;
(b) la funzione f(x) & derivabile per || < R e ha come derivata la somma della
serie (3.35).
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DIMOSTRAZIONE (a) Sia |z] < R e si consideri g con |z]| < ¢ < R, cosicché Y a,p" &
assolutamente convergente; dunque le quantitd |a,o™| sono limitate, al variare di n, da

una costante K. Si ha
i—] n—1
_ K
nangﬂ 1 (E) ‘H{\ e (m) '
o o e

e la serie 3 1ra,(j—z—l)“‘1 & convergente {come si verifica facilmente facendo uso del crite-
rio del rapporto); dunque per il criterio del confronto la serie {3.35) & assulutamente
convergente per |z| < A.

n-1
|renz™ | =

n—1

-
Si osservi che applicando guanto ora dimostrato alla serie 3. naa.z st ricava che

=1
anche la serie

= s

> n(n - a.z" (3.36)

n==2

& assolutamente convergente per |z} < R.

(b} Sia |z| < R, proviamo che risulta

ian(x+h)“ - iaﬂw" = hinanxﬂ_l + k- w(h) {3.37)

n=0 re=1} =l

ove w(h) & infinitesimo con k; da (3.37) e (3.31) seguira la tesi. Usando la formula del
binomio di Newton (e la Proposizione 1.17, pag. 37):

ian(:r +h)" - i A" =

n=0 n=0

= n n—1 n 3_m-2 n -1 w|
z::l [(l)hz +(2)h:c +...+(n_1)h x+h]—
Z REn T +h2an [( )h T+ (n‘il)h"—zm-{-hn_l:} ,

dungue per avere la (3.37) bastera provare che w{h} definito da

B (e

& infinitesimo con h.
Risulta infatti, per j=0,1,... , n—2

n o\ ! <71(1@.—1)(1@—2)!_n(n—l) n—2
i+2) T G+ -2 2n-5-2)1 2 3

e quindi
7 — 2 n_ n—2 ne
wk)| < IhIZIGnI [( 0 )l:nl "‘+( : )|:.':| St
n=a

< @Zn(n- Dlanl(l2] + B2 (3.38)

n=2

£
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Pertanto, pur di prendere || piccolo a sufficienza in modo che
2| + |R| < R,

la serie a ultimo membro in (3.38) & della forma (3.36) quindi & convergente; dalla
Proposizione 3.15 segue pertantc che w{h) & infinitesimo con h. |

ESEMPI 3.22 (a) Derivando, termine a termine, la serie esponenziale > z* /n! si-pud
verificare che la funzione e* & derivabile e che si ha

De® = &% . (3.39)
Infatti dal Teorema 3.21:
_ o0 -1 o g
- 't 1 _ 33"' B T o
De _Z nl _Z(n_l)l er_e
n=1 n=1 3=0

(b) Si considerino le serie di potenze {2.13), (2.14), pag. 66:

o " 2n+ 1

C@) =X (V' S)= Zf Tk
v={] :

che, come sappiamo, convergono per ogni x.

Dal teorema precedente si ricava che C(x) e S(z) sono funzieni derivabili per ogni x e
che si ha
3

2z Az 62 z 5

x
DC($)=_§+—4_I_ 8l +. LE-I-? 5|+---=
2n+1
- Z( 2 @Zn+ 1)’
33:-2 S5zt 78 2zt
DS(z) = I—T-F?**T—!-l-...:l—a,—-l-z—l-.”:
oa $2n
-3
n=>0
Abbilamo cosi provato le formule
DC(z) = —85(x}, D8(z) = C(x). (3.40)

Come gia anticipato, dimostreremo in seguito che le funzioni C{z) e S(z) coincidono
con le funzioni trigonometriche elementari cosz e sen .
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OSSERVAZIONE 323 Se un punto si muove di mote circolare uniforme su di una circonferenza di
raggio K, la sua posizione all’istante ¢ {in una opportuna scala dei tempi) & individuata dal
punto di coordinate

(R cost, Reent)

¢ le sue proiezioni sugli assi & e y sl muovono di mote armonice. Le componenti della velocita
lungo gli assi sono invece date da {Figura 3.20)

{(—Rsent, Rcost).

Sulla base dell’'interpretazione della velocith come derivata dalla legge oraria, il risultato
ottenuto nell’esempio precedente era dungue largamente prevedibile.

Rsentl-____

Figura 3.20 Moto circolare uniforme.

Il teorema di derivazione per serie & piuttosto importante, in quanto mostra che ung
serie di potenze st pud derivare termine a termine, come se fosse un polinomio {henin-
teso, all'interno dell’intervallo di convergenza). Poiché la funzione derivata & ancora
somma. di una serie di potenze, con raggio di convergenza almeno uguale a quello della
serie originaria (si vedrd in seguito che &, anzi, esattamente lo stesso), tale derivata si
pud ulteriormente derivare e cosi via: pertanto le funzioni analitiche sono derivabili
infinite volte.

Ovviamente quanto esposto per serie di potenze di centro 0 si pud ripetere per
serie di potenze della forma 3" a,(x — zo)™.

DERIVATE SUCCESSIVE E PRINCIPIO
DI IDENTITA DELLE SERIE DI POTENZE

In generale, se f & una funzione derivabile in tutti i punti di un intervallo, la sua
derivata pud essere a sua volta derivabile. La derivata della derivata di f si dice
derivate seconda e per essa si usano le notazioni
d*f
f”(I)u FRCE sz{r): Do f.
x
In modo analogo, la derivata di f”{z], se esiste, sard la derivata terza f(2) di f(z).
In generale la derivata n-esima di f{z) si pud definire induttivamente, se esiste, come
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la derivata della derivata (n — 1}-esima e si indica con uno dei simboli
: d®
f (n) (‘T") L] —f t
dx®
Talvolta & opportuno considerare la funzione stessa come derivata di ordine zero e

usare la notazione f(%(z) per indicare f{x).
Si supponga ora di avere una serie di potenze con raggio di convergenza positivo:

D f(x).

. 4]
f($):Z“-nifin:an+a1$+a2$2+---, x| < R;
n=f

applicando successivamente il Teorema 3.21 si ottiene per |z| < R

o0
fllz) = Znanw"_l =1l-a;+2 ax+3 -ax’+...,
1

F(z)

o)
Zn(n—l)a.n:c”_2:2‘1-a2+3-2‘a3m+4‘3-a4x2+...,
2

F® () = Zn(n —1D.. . (n—k+Laz""F=
o B (ko)

= klag + T Ok 5 DY L S

da eui, ponendo z = 0, si ha
fO) =as, FM=a, f0)=25, .. fO0) ==Fka, .. ;

abbiamo cosi dimostrato l'importante relazione fra i coefficienti di una serie di potenze
e le derivate successive della sua somma espressa dal seguente teorema.

QG
TEOREMA 324 Se la serie di potenze Y a,2z™ ha raggio di convergenza positivo R allora

n=0
la sua somma f{x) ha derivata di ogni ordine per |x| < R e si ha )
(n}
n=fnp% n=0,12 ... (3.41)

In altri termini, una funzione analitica & completamente individuata dal valore assunto
dalla funzione stessa e da tutfe le sue derivate in un unico punto.

Dal Teorema 3.24 si deduce il principic di identitd della serie di potenze, che estende
I'analogo principio per i pelinomi.

o0 o0

TEOREMA 3.25 Se due serle Y a,z" ¢ ). b,z" convergono in un intorno di 0 e hanno
n=0 n=0

la stessa somma f(z) allora esse hanno gli stessi coefficienti:

an =by, a1=>b1, ay=by,

(318 ricordi la convenzicae f(% (z) = f{z).
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OSSERVAZIONE 326 5i potrebbe pensare che ogni funzione f(x) che ha derivata di ogni ordine
per = 0 si possa scrivere come somma della serie di potenze ¥ arx™ con i coefficienti ar
dati da (3.41): non & cosi. La funzione

Flz) = {S-‘ /a2 ZZ : ; g (3.42)
& dotata di derivate di ogni ordine e tali derivate sono tutte nulle in 0; dunque la serie
i 0 .
= n!

& identicamente nulla e quindi f(z} non & la somma di tale serie. Se f{x} si interpreta come
spostamento, all’istante z, di una particella che si muove lunge una retta, allora la particella

ha inizialmente (x = 0) velocitad nulla, accelerszione nulla ecc ... , eppur 5i muove.
035 71
=4 > t
(a) 1 {b) 0,5
Figura 3.21 (a) Grafico della funzione {3.42).
{b} Ingrandimento della zona ombreggiata.

La funzione f(z), come mostra la Figura 3.21, pur essendo diversa da zero per cgni ¢ # 0,
ha un andamente molto “piatto” in un intorno di 0.
Pub essere istruttivo osservare I'andamento delle semme parziali della serie

go (—515) 2 (3.43)

che, come sappiamo, converge per ogni x # 0 proprio a f{z) = e~/ a* (Figura 3.22).

SERIE DI POTENZE
ED EQUAZIONI DIFFERENZIALI

Il teorema di derivazione per serie ¢ il principio di identita delle serie di potenze consen-
tono talora di risolvere per serie alcune equazioni differenziali, cioé di trovare funzioni
analitiche che sono soluzioni di un’equazione in cui figura una funzione incognita y(z)
assieme a una o pin delle sue derivate.

Consideriamo dapprima il caso pin semplice: 1'equazione

¥ =0; (3.44)
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Figura 8.22 Alcune somme parziali della serie (3.43). Esse convergono per ogni = # 0
alla funzione (3.42).

si cercano, dunque, funzioni incognite y(z) tali che la loro funzione derivata y/(x)

=
sia nulla per ogni x. Se y(x) & somma di una serie di potenze > anx™ si avra che
0

0 [a]
y'(z) = 3 na,x™!; a causa dell’equazione (3.44) si deve avere Y na,z” ! = 0 e
1 1

quindi, per il principio di identita, clascun a,, con n = 1,2,..., deve essere nullo,
mentre niente si potra dire del coefficiente ap. Abbiamo, dunque, dimostrato che se f
& una funzione analitica che ha derivata nulla allora f & costante.

Possiamo subito estendere di molto la classe di funzioni che verifica questa pro-
prietd dimostrando il seguente importante tecrema che inverte, negli intervalli, la pro-
prieta espressa dall’Esempio 3.20(a).

TEOREMA 327 Se una funzione f ha derivata nulla in tuttii punti di un intervallo, allora f
& costante in tale intervallo.

DIMOSTRAZIONE Effettueremo una csservazione preliminare che sard usata come lemma.
Si indichi con B(z,w) il valore assoluto del rapporto incrementale della funzione f relativo
al generico intervallo [z,w], ciod

Rz ’f(ta;)} - ()

— &

Ebbene, se ¢ & un qualunque punto di (z,w) allora uno dei numert B(z,c}, R{c,w), deve
essere maggiore o uguale a R{zw). Infatt] se fosse simultaneamente R(z,c) < R{zw) e
R{ec,w) < R{z,w) st potrebbe scrivere

1£(2) — F)] < 1£(2) — F(Q)] +15(0) = F(w)] = R(z,e)le — 2] + Rle;w)lw — of <
< R(zw)(le— 2| + lw — cl) = Rlzw)|z — wl,

il che equivale a R{z.w) < R{z,w): assurdo.
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Figura 3.23 Comunque si prenda ¢ in (z,2) uno dei segmenti ZC, CW ha inclinazione
maggiore (0 uguale) a quella di Z1V.

Ricordando che il rapporto incrementale relativo & un intervallo & il coefficiente angolare
della retta secante il grafico della funzione nei punti relativi agli estremi dell’intervallo
stesso, il significato della osservazione fatta & reso trasparente dalla Figura 3.23.

Cid premesso, il Teorema 3.27 segue facilmente ragionando per assurdo e usando il
cosiddetto metodo di bisezione. Supponiamo per assurdo che f non sia costante e siano
ag, bo due punti tali che f{ao} # f(bo); poniamo

Flbo) — Flao)
bo — ao

Preso il punto medio ¢ di [ap,by] si avra che uno dei due numeri R{an,c), Blc,bp) & = M.
Se R{ag,c) = M indichiamo I'intervallo lag,c] con {a;,b1], altrimenti indichiamo [e,bq] con
[21,01): in ogni caso si avrd R{a1,b1) 2 M. Considerato ora il punto medio di [a1,b:1] si
trova. allo stesso modo un intervallo [az,b2] per il quale R{a2,b2) = M e proseguendo in
questo modo si costruisce una successione di intervalll [an,bn] di ampiezza (by — ao)/2",
clascunc contenuto nel precedente e con R{an by) = M. Esiste un unico punto ¢ comune
a tutti questi intervalli: siccome R{a. ) 2 M ancora per la stessa osservazione si avra
che uno dei due numeri R{an,z0), R{xo.bs) € = M e cid avviene per ogni n, dunque il
rapporto incrementale in xy

G M= R(ao,bu) =

f(zo + R} — flzo)
h

non pud essere infinitesimo con k. Poiché f'(zg) = 0 per ipotesi, la conclusione & assurda
e quindi f & costante. O

51 noti che il teorema precedente non richiede alcuna condizione “a priori” sulla fun-
zione f, cicd determina tutte le funzioni derivabili con derivata nulla, ma richiede che
I'insieme di definizione sia un intervallo {sia un insieme connesso} e cid & irrinunciabile:
la funzione

3 e 2<x<3
f(x)_{l se <zl

ha derivata nulla in tutti i punti ove & definita ma non & costante.

Avendo cosi risolto completamente il problema di trovare le soluzioni della pitn semplice
equazione differenziale ¥ = 0 passiamo a esempi pill significativi.
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Le formule (3.39) e (3.40) consentone di affermare che la funzione esponenziale y(x) =
€ risolve I'equazione differenziale

v =y, (3.45)
mentre le funzioni C'{z), S{x) risolvono entrambe la
y' = -y. (3.46)

Non ¢ difficile trovare tuite le funzioni analitiche che risolvono queste equazioni. Per
esempio nel caso della {3.45) se y = > a,x™ st deve avere

o0 0
E na,z" ! = E anx™,
1 0

(o) (v =]
ciod Y na,z" ! = Y a,_,z""1, da cui (sempre per il Teorema 3.25) na, = a,—1,
1 1

. an—1 an-2 G
vale a dire a, = = =...= —,
n n{n—1) 7!
In conclusione
X n
x _ a
= fp E = adpe
T
0

ove ag & una qualunque costante, e quindi la funzione esponenziale &, a meno di una
costante moltiplicativa, la sola soluzione analitica dell’equazione (3.45).

Torneremo su questa importante problematica nel capitolo dedicato alle equazioni
differenziali; limitiamoci per ora a un esempio ulteriore.

ESEMPI 3.28 Consideriamo I'equazione differenziale®
ey’ +y +2y=0 (3.47)

o
¢ cerchiamone una scluzione che sia sommas di una serie di potenze y(z) = 3} gnz” (in
0

un conveniente intorno dell’origine).
Derivando termine a termine:

o0
= E Qnt™

n— Da.z”"7;

i'fi
S

(Of questa la pin semplice delle equazioni differenziali di Bessel, che intervengono nello studio delle
vibrazioni delle membrane circolari e in molti altri fenomeni fisici.
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meltiplicande per x la prima e 'ultima equazione e sostituendo nella (3.47) si ottiene

[==]

Z n(n — Dapz™ " + ina“m"—l + i anz" !t =0
1 a

2

che 51 pud scrivere

a1+ Z(ﬁn—2 -l-ﬂai)-’rn-l =0.

n=2
Per il Teorema 3.25 deve essere
a1 =0, na?‘a+an—2:03 n=23,...

Dunque tutti i coefficienti di indice dispari sono nulli, mentre quelli di indice pari verifi-
cano la formula ricorrente

1
Q2m = ———50G2m—2
4m?
e quindi si possono esprimere in termini di ao:

1
A2m = (—l)mmao -

Pertanto, a parte la costante moltiplicativa aq, si ottiene la serie

) = 3 (V" (3.48

E facile verificare che la serie (3.48) converge per ogni « (si veda I'Esercizio 2.1.8, pag. 69),
quindi la sua somma verifica 'equazione differenziale (3.47) per ogni z. La funzione (3.48)
si dice funzione di Bessel di ordine 0 e si indica con Jo{x); contrariamente alla funzione
esponenziale e alle funzioni trigonometriche non vi sono metodi geometrici, o comunque
meno analitici, per definire Jy(x).

-

— N J—

V 1 \‘_—/ -

Figura 3.24 Grafico della funzione di Bessel Jo(z).

ESERCIZI

3.2.1 5i provi che le seguenti funzioni sono infinitesime con z:

2tz z3 —2? Vi+tz—1-2z)? -
@ TXZ R S

2+ 2z’ z
3.2.2 Si dimostri che se f & non negativa ed & continua in g allora g(z) = /f(z) &
continua in p.
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3.2.3

3.24

3.2.5

3.2.6

3.2.7

3.2.8

3.2.9

3.2.10

Sia f(z) = 2 — 22/2 — 2z + 1. Trovare i punti del grafico di f nei quali ia
tangente & orizzontale.

Dire quante sono le rette tangenti alla curva di equazione y = z° — 322 + 2z
che passano per lorigine.

Trovare i punti della curva f(z) = z3 — 3z + 5 nei quali la tangente:
(a) & parallela alla retta y = —2z;

(b) & perpendicolare alla retta z + 9y = 0;

(¢) forma un angolo di w/4 con 'asse z;

(d) passa per origine.

Determinare un polinomio P(x) di terzo grade tale che
PO®)=1, P(1)=0, P(0)=PFPQ1), P'0)=4.
Determinare la derivata delle seguenti funzioni usando la definizione:

1

T, T Y
vz z+2

z|z|.

Dimostrare che ogni funzione lipschitziana & continua.

Sia f una funzione tale che f(tx) = tf(x) per ogni coppia di numeri z, ¢.
Dimostrare che f & continua.

Se la condizione {3.31) & soddisfatta solo da incrementi A > Q si dice che f
& dotata di deriveta destra in xp, se lo & solo da quelli negativi si dice che f
ha derivaia sinistra in zg. Chiaramente f & derivabile se e solo se ha derivate
destra e sinistra e queste coincidono.

Cid osservato si dica quale di queste funzioni & derivabile:

z? sex> 2

. = 3_22 .
C L IR W) f) =l -t

(a) flz)= {

3.2.11 Data la funzione

3.2.12

-

Ha) = {a:z:z—i—bz per <1

3z+1 per x>1

determinare a € b in modo che sia continua e derivabile in ogni z reale.

Se nella definizione di derivata in luogo del rapporto incrementale R(h) si
considera

_ flzo+h)— flzo—h)
2h

S(h)

ailora si definisce la derivata simmetrica f*(2o) di f in zp. Provare che se f &
derivabile in zq allora esiste anche la derivata simmetrica in zg ed & f'(zq) =
F*(zo). E vero il viceversa?
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3.2.13 Si consideri una parabola con asse parallelo all’'asse . Se P, @ sono punti della
parabola si indichino con my, Mpg, rispettivamente, il coefficiente angolare
della retta tangente alla parabola in P e quello della retta per P e (0. Si provi
che, dati comunque tre punti 4, B, C sulla parabola, risulta (Figura 3.25)

ma =Mac+ Mag — Mcp.

Figura 3.25

3.2.14 Una funzione definita in (—a,e) si dice pari se f{x) = f(—zx), dispari se f(z) =
—f(—x). 5i provi che una funzione derivabile pari (rispettivamente, dispari)
ha una derivata dispari (rispettivamente, pari).

3.2.15 Sia f{z) = z%e~* . Dimostrare che posto ¢, = f(“}(O} vale la relazione
ricorrente

(n—2ep, = —2n(n—-1ca_2, ~n>2.

3.2.16 Siano f, g, h funzioni reali tali che: {a) f(x) < h(z) < g(z) per ogni z; (b) f,
g sono derivabili nel punto z¢; (¢) f{zo) = g(zq); (d) f'(z6) = ¢'{xg). Provare
che anche h & derivabile in x4 e che 2'(0) = f/(zn) = 9'(2¢). Dire se la tesi &
ancora vera se si toglie I'ipotest (d).

20
3.2.17 Determinare una serie di potenze y(z) = 3 @nz™ che risolva in un intorno di
]
x = 0 Vequazione di Airy:

'

y' =y,

3.2.18 Trovare le serie di potenze che risolvono in un intorno di & = 0 1 problemi;

) {”’:3’”2

y(0) = -2
y' + 2y =0
(b) y(0)=0

y(0)=1
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3.3 11 teorema fondamentale del calcolo

Metteremo in evidenza la fondarmentale relazione che intercorre fra le due operazioni
basilari del caleolo infinitesimale esposte nel paragrafi precedenti: l'integrazione e la
derivazione.

Tale relazione non solo & importante perché connette fra loro due problematiche
che a prima vista non hanno alcuna parentela fra loro, il calcolo delle aree e la determi-
nazione delle tangenti, ma si rivela uno strumento fondamentale per la determinazicne
esplicita delle grandezze in gioco: essa costituisce il cosiddetto teorema fondamentale
del calcolo. Non siamo ancora in grado di dimostrare questo teorema nella sua gene-
ralith: lo faremo in un prossimo capitole dopo aver studiato in dettaglio le proprieta
delle funzioni continue; possiamo perd dimostrarlo per la vasta classe delle funzioni
lipschitziane. In particolare, dungque, avremo subito a disposizione questo teorema per
le funzioni analitiche, una classe di funzieni alla quale abbiamo gid dedicato ampio
spazio e che ha svolto un ruolo estremamente prezioso agli albori del caleolo.

LA FUNZIONE INTEGRALE

Gia abbiamo osservato che nella espressione simbolica

/: Fz)dx

la variabile x, detta wvariabile di integrazione, pud essere cambiata ad arbitrio, cosl per

esempio
3 2 2
/x"dm:/ tsdtzf wdu .
0 0 0

Quando gli estremi di integrazione sono a loro volta delle variabili, & importante evitare
di usare lo stesso simbolo negli estremi e nella variabile di integrazione perché c’e il
rischio di generare confusione. Alla domanda: quanto vale 'espressione

x
/ odx
o -

per & = 27... & un po’ imbarazzante rispondere.

S8i supponga di avere una funzione f(i) integrabile nell'intervallo [a.b]. Se x &
un punto intermedio fra a4 e b la f sarh integrabile anche in [a,2] (Proposizione 3.10,
pag. 98). Si consideri I'integrale [ f(£)dt. E chiaro che se la funzione f e il primo
estremo ¢ sono fissati, allora tale integrale dipende unicamente dal secondo estremo .
La funzione

Flz) = f ’ Flt)dt (3.49)

si chiama funzione integrale della f.

Lo studio delle relazioni che intercorrono tra-le due funzioni ¥ e f & alla base del
calcolo infinitesimale.

Ricordiamo che per la convenzione {3.19) si ha Ffa) = 0. Sulla base dell'inter-
pretazione geometrica dell’integrale si ha che F(x) rappresenta l'area della parte di
pianc delimitata dalla curva y = f(t) e dall’asse # compresa fralerette t = a e t = 1.
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Il grafico delia funzione integrale y = F(z) appare dunque del tipo mostrato nella
Figura 3.26.

Ty=f(!) Ty=F(x)
§
)
[FCx o L X
a x b a b
Figura 3.26
Ricordando anche che in base alla (3.24) risulta
T $n+1

ttdt = ——, 3.50
_/l; n+1 (3:50)

siccome l'integrale & lineare si avrd che la funzione integrale di un polinomio
p(t) = ao + a1t + axt® + ... + ant”

& ancora un polinomio, e precisamente
2 3 !

I
x
Plz) = t)dt = — —+...
(z) /op() % t a1y +azo + +ﬂnn+1

(per semplicita abbiamo assunto il prime estremo uguale a 0). Per esempio,

3

Proveremo ora che le serie di potenze si possono integrare termine a terniine, come se
fossero polinomi, e che la loro funzione integrale & ancora una serie di potenze, cioé
una funzione analitica (ovviamente all'interno dell’intervallo di convergenza della serie
integranda). '

= x? 1
/ (t + 483 + 2t%)dt = 5 + a2t + 225,
0

TEOREMA DI INTEGRAZIONE PER SERIE
TEOREMA 3.2¢ Sia f una funzione analitica per |t| < R
flt)= iant“, [t] < R;
0
allora la sua funzione integrale

Fla) = fo : Fflodt = ]0 ziant“dt {3.51)
0]
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& una funzione analitica e

el nt+l
F(m):Zan:_'_l se |z|<R. (3.52)
n=0

DIMOSTRAZIONE (Gia sappiameo che la funzione f & integrabile su ogni intervallo del tipo
[0,2] con |z| < R (Proposizione 3.7, pag. 96).
Sia z fissato e g un numero tale che || < g < R. La serie 3 a,g™ 2 assolutamente
convergente e quindi dato £ > 0 esiste un indice v tale che
oo
Z la=|g” <&, se N>v.
n=N4+1

Risulta dunque a maggior ragione, per ogni t con |t|  p:

(==
Z Gnt"

a=N+1

<Ee, se N>,

o0 n+1
La serie 3 an
n=0

modulo da }_ |ax|g™). Consideriamo ’espressione

N $n+1
F) =2 oy

=0

ha raggio di convergenza almenc uguale a B (& maggiorata in

€ mostriamo che essa tende a 0 per N tendente all’infinito, fatto dal quale seguira la tesi:

[l mrr,+.‘|. T o N =
F(x)—zojann—H fo (;ant )dt—;fo ant"dt

z f N T o= e f N
= / (Z a,nt"”) dt +/ (Z ant") dt — f (Z ant“) dt| =
o 0 0 A\N+1 o 0
x i x| o9
= f Zant“ dt gj Zant" dt £ &g, per N>v,
0 AN+l ¢ N+
come 8i voleva. ' 0

ESEMPIO 3.30 La funzione f(¢) = 1/(1 + ¢) & analitica per |t| < 1 e si ha f(f) =
= =]
3" (—1)"#"; applicando il teorema di integrazione per serie si trova la sua funzione
n=0

integrale:

zntl R S

Fa = [ f0d =3t e - T T - T
=0

la serie trovata coincide con la (2.15), pag. 66, e quindi sara
Flz)=W{l+z), |z} <1.
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E chiaro che, tramite un cambiamento di variabili, si pud provare il Teorema 3.29
anche per serie di potenze del tipo Y a,(xz — o)™ di centro zg £ 0.

Si & visto che la funzione integrale di una funzione analitica

fle)y=> " anz" (3.53)
1]

& ancora una funzicne analitica e precisamente

=0
$n+1

P} =2 on iy
0

ma allora F(x) & derivabile: calcoliamone la derivata. Dal teorema di derivazione per

serie si ottiene
ren {n+1)z" el
Fl(z)= ED Qp——————— oo E [

ciogé nuovamente la funzione di partenza! Le operazioni di integrazione e di derivazione
appaiono, dunque, 'una l'inversa dell’altra.
Se ora [a,b] & un intervallo contenuto nell’insieme di convergenza della (3.53) si avra

b b a
/a Flt)dt = /ﬂ Fltydt — l f(t)dt = F(b) — Fla) (3.54)

La formula (3.54) vale non solo per la funzione integrale, ma anche per ogni funzione
G(z) tale che G'(x} = f{x). Infatti per il Teorema 3.27 le funzioni F(z) e G{z) avendo
eguale derivata differiscono per una costante; dunque se G' & una primitiva di f, cioé
una funzione tale che G'(z) = f{x), si ha

/ f()dt = G(b) - G(a). (3.55)

II risultato che abbiamo dimostrato nel caso delle funzioni analitiche costituisce il teg-
rema fondamentele del calcolo ed & soddisfatto in un contesto pilt ampio. Enunciamolo
nella sua generaliti.

TEOREMA 331 Se f & una funzione continua in ogni punto dell'intervallo [a,b] allora la
sua funzione integrale

Flz) = / f(t)dt
& derivabile e si ha
F'(z)= f(z) perzinlab]. {3.56)
Inoltre, e G{z) & una funzione derivabile tale che
G'(r) = f(z) vperxin[eb

allera

/ " f(tydt = Glz) — Gla). (3.57)
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DIMOSTRAZIONE Come gia annunciato proveremo il risultato solo per funzioni lipschi-
tziane, dunque anche per funzicni analitiche (ma per esse non & una novita ... ); la
dimostrazione completa del teorema sara nel Capitolo 6. Sia dunque f una funzicne
lipschitziana su [a,b]; esistera allora K tale che

|f(z) = fly)| < K|z -y, z,y in [a.b].

Siano z, = + h due punti di [eb]; allora

-k T z+h
F($+h)—F(:c)=/ ! f(t)dt—/ f(t)dt:f ™ e (3.58)

e}

Per z fissato il valore di f{x) & una costante e possiamo scrivere

z+h z+h
hf@ = 1) [ at= [ paar.

Dunque, sommando in (3.58)

z+h

F(a+h) - F(z) = hi(z) + ] () — F(z))dt, (3.59)

€T

& usando la lipschitzianita di f:

r+h 4k
/ (f(t) — fl=))dt s] If () — F(z)|dt <

a—+fe x+h
gj K|t—x|dtgf Khdt = Kh?. (3.60)

H secondo membro della (3.59) si pud pertanto scrivere nella forma Af(x) + k- w(h),
ove, per la (3.60}), |w(h)| € Kh e quindi w(h) & infinitesimo con A. In base alla
condizione (3.31) abbiameo allora dimostrato la prima parte del teorema, cioé che F(x)
& dertvabile e ha corne derivata f/{z).

Sia ora {z) una funzione derivabile con G'(z} = f(x} in [ab]; si avra F'(z) —
G'z) = f{z) — f(x) = 0 e quindi, per il Teorema 3.27, F(x) — G(z) = costante =
F(a) — G(a) = —G{a}, da cui la {3.57). O

Il teorema precedente & di grande importanza nel calcolo degli integrali. Supponiamo
infatti di voler calcolare U'integrale
b
|t
3

ove f & una funzicne continua e si supponga di conoscere una primifive di f, ciod una
funzione derivabile G{x) tale che G'(z) = f(z). Si avra allora

[ 1wt =6) - 6ta)

e quindi

b
f flz)de = G(b) — G{a) .
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Il calcolo degli integrali & allora ricondotto alla ricerca delle primitive, cio2 all’opera-
zione inversa della derivazione.

ESEMPIO 3.32 5i voglia calcolare
3
L s
1 T
Si sa che D(1/z) = —1/2* (Esempio 3.20(c}); si ha dunque D(—1/z) = 1/22, cio&
G(z) = —1/z & una primitiva di 1/z2. Allora

31 1 1
Aayu:G@y4xn__§+I=__

L’insieme delle funzioni primitive di una funzione assegnata f{z) in un intervallo 7 si
chiama integrale indefinito di f e si indica col simbolo

/f(x)da:.

51 tratta, quindi, di un insieme di funzioni due delle quali differiscono per una costante.
Si noti che & fondamentale che in questa definizione la funzione f{x) sia definita su
tutto un intervallo (eventualmente illimitato).

Se si considera la funzione f(z) = —;, per esempio, vi sono due insiemi di primitive
z

indipendenti fra loro, una per x > 0, l'altra per x < O (si veda anche I’Esercizio 3.3.10).

L’esistenza dell’infegrale indefinito per funzioni f continue & assicurata dal tecrema

fondamentale del calcolo. Si osservi che se f(x) & integrabile ma non continua allora

la sua funzione integrale F(z) pud non essere derivabile. Per esempio per la funzione

integrabile

1 se 0z <1
= ’ 3.61

/(@) {—1, se —1gz<0 { )
si ha

_x—1, ~1<2<0
Q x
/(—1)dt+/ dt=—1+z, 20,

0

-1

Fa)= [ F(t)dt =

Dunque F{z) = |#] — 1, ma F non & una primitiva di f in quanto non & derivabile per
z=0.

Riassumendo: l'integrale definito, ¢ quindi la funzione integrale F{z), esistono per
arnpie classi di funzioni {per esempio le funzioni monotone, anche se non continue, o
quelle lipschitziane); se la funzione f(z) & continua allora la sua funzione integraie I
& derivabile e ha per derivata f, cioé F' & una primitiva di f; in tal caso esiste anche
l'integrale indefinito che & costituito da tutte le funzioni che, su un assegnato intervallo,
differiscono da ¥ per una costante. Per determinare l'integrale definito di una funzione
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— S

B

!
)
[}
L__Jf F(x)

Figura 3.27 QGrafico della funzione {3.61) e della sua funzione integrale.

continua si usa la formula (3.57), ciod si cerca una primitiva della funzione ¢ se ne
calcola la differenza dei valori assunti agli estremi.

La formula fondamentale (3.57) va perd applicata cum grano salis: se g{z} = —1/z
dal fatto che ¢'(x) = 1/2? sarebbe assurdo dedurre

1
[ e =) —g(-0 =2,

in quanto 1/22 non & limitata né integrabile in [—1, 1]!

ESERCIZI
3.3.1 Trovare le primitive delle funzioni:
1 1 1
- 4 3 2 _ 4. h -
@ a4 B it
1
() xz—-1)z—2); (d) §+m+e““:;
z+2 23 +3z2—z+3
&) —=; (£
T+1 14z

3.3.2 (Calcolare i seguenti integrali:

3 2
3 . IZ .
(a) /;“ +otdt;  (b) /_]{x+3 Ve
5g

{c) /: e“dx; (d) /1 ?dx;

1 1
(e) /0 ! de; (f) /O(a:+2)3d:n.

3.3.3 Calcolare

/:(_cc —a)(b—x)dz.

3.3.4 Dimostrare che la funzione integrale F(z) di ogni funzione integrabile & lip-
schitziana (in particolare & continua).
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3.3.5 Calcolare

1
1 — g™
/ xd:x:.
o l—=z

8.3.6 Calcolare la derivata rispetto a z della funzione

fm " fitgar.

ove f(x) & una funzione continua.

3.3.7 Calcolare la derivata rispetto a x della funzione

2r dt
g{x) = T

e dare una interpretazione geometrica del risultato.

3.3.8 Trovare tutti i valori di & per i quali:

] b
(a) / z(l—-a)dx =0, (b) [ |#(1 — z)|dz = 0.
0 Jo
3.3.9 Trovare un polinomie di terzo grado P(z) tale che P{0) = P(1) =0, /(1) =1
e j; Plx)dz = 1.

3.3.10 Si comsiderino la funzione f(z} = (1 + x2}/x? e la sua funzione primitiva F{z)
che assume lo stesse valore di f(z} per » = 1. Si traccino le curve di equazione
y = flz) e y = F{z) e sl determinino le equazioni delle tangenti nei loro punti
comuni. Si calcoli I'area della regione finita di piano delimitata dalle duc curve
e dalla retta di equazione x = —-2.
Questo & il testo di un esercizio assegnato all'esame di maturita scientifica nel
1988. Si dica perché l'ultima domanda & del tutto priva di senso.

3.3.11 Usando la formula (3.13) si provi che

1 1
: P 7 Py —
ﬂ.lﬁé‘o nP‘H(I +2°+ ...+ nP) pa p>0.
3.3.12 Se f & una funzione periodice di periodo T > 0, cioé tale che per ogni x si abbia
flz +T) = f(x), si provi che ogni primitiva di f & somma di ma funzione
periodica di periodo T e di un polinomio di grade < 1.

3.3.13 Sia f una funzione dispari (Esercizioc 3.2.14}, periodica di periodo T > 0 e
integrabile. Se F(z} = fum F(#)dt si dimostri che F(ET) = 0 per ogni intero k
e che F' & una funzione pari periodica di periodo T.

3.3.14 Scrivere lo sviluppo in serie di

T
f sen t3dt .
0
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3.3.15 Provare le seguenti uguaglianze:

(2) Z‘ =%

(b) Z(n+ z" =

1-2)? )
(C) Zﬂ _ z? +z

1 _8"
=0 1 I)

3.3.16 Calcolare la somma delle seguenti serie

et 2n41 = 2141 oo 2n
€T x X
g —_—; b E : E .
(a) = 2n+1 (b) = n (©) o 2n+1

3.3.17 (Diseguaglianza di Hélder). (a) Siano p, ¢ > 1 con % + —f; = 1. Utilizzando la
Figura 3.28 dimostrare che per z, y 2 0 si ha

q
s+ L
p q

(b) Se f, g sono due funzioni integrabili su [a,b] dimostrare che

b b 1/p B 1/q
[ 1r@) lgtaids < ( / 1f(m)|”dw) ( / |g(x)|‘fdx) -

[Ridursi al caso in cui [ |f(x)[Pdx = [ |g(z)|? = 1 e usare (a)).

Figura 3.28

3.3.18 Sia f integrabile su [0,1] tale che f(x) = f; f{t)dt per ogni x di [0,1]. Si
dimostri che f & identicamente nulla.
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3.4 Un’importante applicazione fisica: il lavoro

Se f{z) & una funzione integrabile sull’intervallo [a,b] e [c,d] & un qualungue intervallo
in esso contenuto, sappiamo che valgono anche su [c,d] le proprieta seguenti (Proposi-
zioni 3.11 e 3.12, pag. 99):

A} (additivita) se p & un qualunque punto di [c,d] allora

/ " fa)d = /  fayds + [ @)

B) (disegquaglianza della media) per ogni intervallo [c,d] contenuto in [a,b] si ha

mic—d) < /d f@)dz < M(d—o),

ove m, M sono rispettivamente gli estremi inferiore e superiore di f in [e,d].
1l nome della condizione B) & dovuto al fatto che essa pubd essere riformulata
dicendo che la media integrale

d
7 i . / flz)dz (3.62)

& compresa fra gli estremi inferiore e superiore di f.

UNA CARATTERIZZAZIONE DELL’INTEGRALE

E interessante notare che I'integrale di Riemann & I'unica funzione di ¢,d,f che ha le
proprieta A) e B). Siccome queste due proprietd sono intrinseche in molti problemi di
tipo geometrico, fisico, probabilistico ecc., la descrizione matematica di tali problemi
coinvolgera necessariamente la nozione di integrale.

Ma precisiamo la predetta affermazione.

PROPOSIZIONE 3.33 Sia [a,b] un intervallo fissato; supponiamo di potere associare a ogni
funzione integrabile f e a ogni sottointervallo [¢,d] di [a,b] un numero AZ(f) in modo
che siano soddisfatte le proprieta:

A)sea<€ecp<d<ballora
AN(f) = AB(F) + A3(F);
B) per ogni intervallo [ed], sem € f(zg) S M perc< o <d,siha
mid—c) < AX(f) S M{d—¢).
Allora A2(f) & l'integrale di f esteso all’intervallo [c,d]:

- / * fajar

DIMOSTRAZIONE La condizione B} impone che se f & uguale a una costante k su [¢,d]
{quindi m = M = k) allora A2(f) = k(d — ¢) cio2 & I'integrale di f esteso a [e,d]. A
causa deila condizione A) si avra allora che questo fatto si estende a funzioni che sono
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costanti in [c,p] e in [p,d] e in generale a tutte le funzioni che sono costanti a tratli, ciod
sono costanti in ciascuno dei sottointervalll di una opportuna partizione.

Se ¢ & una funzione costante a tratti minorante f e 4 & una funzione costante a tratti
maggiorante f si avra dalla B}

d g
Ao = [ o< aln < [ ooe = aw). (3.63)

Siccome f & integrabile allora, per il Teorema 3.3, pag. 92 (con la stessa notazione, ove
solo si sostituisce il generico intervallo [e,d] a [a,b]),

d
lim &, = lim 5, = / flz)dz . (3.64)
¥ =t O n—oo a

Ma. 8, = A%{wn), 8n = Af._‘(q,bn), con n, Y¥m che valgono m;, M; nell’-esimo sotfointer-
vallo di [c,d], ciod sono funzioni costanti a tratti con ¢n < f € ¥n. Da (3.63) e (3.64) si
ha allora

lim AZ(pn) = lim A(n) = AZ(f) = f df(m)d:c. O

Si & cosi visto che le condizioni A) e B) caratterizzano (nel senso precisato) 'integrale
di Riemann. Tali condizioni sono assolutamente naturali se si interpreta A%(f) come
I'area della regione di piano compreso tra il grafico di f e U'intervallo [ dell’asse = (per
esempio nel caso “facile” f 2 0); esse traducono d’altra parte le condizioni 1), 2), 3),
4) che l'intuizione aveva suggerito di porre a fondamento della nozione empirica di
area all’inizio del Paragrafo 3.1. La Proposizione 3.33 conferma, dunque, la validita
dell’interpretazione geometrica dell'integrale vista sin dall’inizio.

Vi sono perd altre situazioni che presentano naturalmente le condizioni A) € B) e
che quindi si possono, anzi si devono, descrivere matematicamente tramite l'integrale.
Ne citiamo un semplice esempio.

LAVORO COMPIUTO DA UNA FORZA

Si immagini una particella che si muove lungo un segmento § sotto l'influenza di
una forza che agisce su di essa nella direzione del moto (nello stesso verso o in verso
opposto). La posizione della particella & individuata dalla sua coordinata s rispetto a
una. origine prefissata e similmente la forza che agisce sulla particella sard in generale
una funzione f di s; supporremo f(s) positivo se la forza & diretta per valori crescenti
di s, negativo altrimenti: f(s) descrive, dunque, la forza nel punto di coordinata s
sia in intensitd sia in verso. Se la forza & costante Iungo il cammine S si definisce
lavore compiuto dalla forza il prodotto f(s; — sg), ove sp € §; sono rispettivamente la
coordinata iniziale e finale. Si noti che se lo spostamento & avvenuto nello stesse verso
della forza tale prodotto & positivo, altrimenti & negativo. _
Come si pud definire il lavoroe quando la forza & variabile, nel senso che ha intensita
e anche verso che dipendono dalla coordinata $7 Indichiamo tale lavoro con LE(f) ove
F = f(s) & il valore della forza (in intensita e segno) ¢ § = [u,v] & il cammino percorso
dalla particella. Consideriamo dapprima cammini 5 orientati nel verso crescente di s,
ciod con ¥ < v. Se p & la coordinata di un punto intermedio tra quello iniziale e
quello finale si pud immaginare di percorrere prima [u,p] e pol [p,v] ed & assolutamente
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—_—> S
— i =) ? + — —ik >
0 S (a) 5 0 51 {b) Se

Figura 3.29 Lavoro positivo (a} e negativo (b).

naturale richiedere che sia

Ly(f) = Ly(f) + Lp(f) -

D’altra parte; se in ogni punto di S la forza f(s) & inferiore a un dato valore Af il
lavoro effettuato da essa sard inferiore a quelle di una forza costantemente pari a A,
analogamente se m < f(s); in altri termini & spontaneo richiedere che se

m< fls) <M per u<gs<v
 allora
m{v—u) < LL(f) € M{v—u).

E del tutto ragionevole richiedere che il lavoro LY(f) abbia le proprieta di additivita
¢ della media pertanto, in base alla precedente proposizione, risultera

nn= [ " f(s)ds: (3.65)

la (3.65) potra allora essere assunta come definizione formale del lavoro. E ovvia
I'estensione al caso v § u (Formula (3.19), pag. 98).

La Proposizione 3.33 consente di concludere che la definizione (3.65) del lavoro & la sola
possibile, ma il Teorema 3.3 consente di formularla in modo piu familiare. Suddiviso
l'intervallo [u,v] in n parti uguali e se & & un punto qualunque dell’intervallo ¢-esimo
(per esempio il primo estremo} si costruisce la somma approssimante

Lo=""23"f(&), (3.66)
i=1

Tt

il che corrisponde a calcolare il lavoro supponendo che la forza sia costante in ciascuno
degli n sottointervalli. All’aumentare di n la quantita (3.66} approssima sempre meglio
il lavoro della forza f(s) e questa considerazione intuitiva & del tutto giustificata dal
predetto teorema, in quanto L, tende, per n che tende all'infinito, all’integrale di f su
[u,v].

Se pensiama alla coordinata della particella come una funzione del tempo 2, cosieché
anche ¥ = f(3) viene a essere una funzione di t, e disegnamo nel piano i punti s = s(t),
y = y(t), al variare di t avremo una curva che rappresenta il diagramma di lavero del
moto. Se la particella descrive un moto perigdico allora, dopo un certo tempo T (il
periodo del moto}, il punto (s,(t), y{t)) ritorna su se stesso e quindi il diagramma di
lavoro & una curva chiusa.

Tale curva pud essere semplicemente costituita da un arce che viene attraversato dap-
prima in un verso e poi nel verso opposto, come avviene, per esempio, per le vibrazioni
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elastiche lineari in cui ha f(s) = —ks {legge di Hooke). In questo caso

LU = /U(—ks)ds _ %k(uz —?).

La Figura 3.30 mostra il caso u = 0, cioé con particella inizialmente nella posizione
di riposo. Per ogni posizione finale v, il lavoro svolto dalla forza elastica & negativo in
quanto essa si oppone a ogni allontanamento del punto dalla posizione di equilibrio.

u ?
———aBHR00R000HI——> § —
5
b
5 g T J
7 f J(s)ds ’
e o
AN )
> i -
(3.) u (b] ke
Figura 3.30 Diagrammi di lavoro.

In altri casi, invece, il diagramma di lavore di un corpo in moto periodico puo consistere
in una vera e propria curva chiusa; & il caso, per esempio, dei maotori a stantuffo nei quali
la pressione & diversa nel movimento di compressione rispetto a quello di espansione.
Il lavoro complessivo effettuato in un ciclo sara in questo caso dato da

L= /v f] (S)dS -+ /u fg (S)dS y (367)

ove f1 e fz indicano le forze {proporzionali alle pressioni) in clascuna delle due fasi in
funzione dello spostamento s (u ¢ v denotano la minima e la massima elongazione).
La (3.67} pud scriversi

L= f “(£1(5) = Fals))ds

e, dunque, il lavoro effettuato in un ciclo & dato dall’area racchiusa nel diagramma di
lavoro (Figura 3.30(b}}.

Considerazioni analoghe portano a definire Vimpulso If; (f) di una forza variabile
F(t) in un intervallo di tempo [to,t;] come

ti1
= [ s
to
Ne sepue facilmente il tearema dell’impulso

I (f) = Q1) — Qlto) (3.68)
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ove Q(t) = md—s € la quantita di moto, al tempo #, di una particella di massame f &

la forza che agisce su di essa. La {3.68) non & altro che una conseguenza del teorema
d d?

fondamentale del calcolo in quanto d—? = mat—g e quest’ultimo membro, per il secondo

principio della dinamica, & uguale a f(t), ciog Q(t) & une primitiva di f{¢) (rispetto

alla variabile ¢).

Usando invece la variabile indipendente s si ottiene (pil faticosamente per il vero,
si veda I’Esercizio 3.4.8) il teorema delle forze vive

L) = gmo} — gmad, (3.69)
ove ¥g e ¥y sono le velocitd corrispondenti ai punti di coordinata sp e 31, vale a dire
il lavoro compiuto dalla forza complessiva f, che agisce su una particella di massa m
determinandone lo spostamento da una posizione a un’altra, & uguale alla differenza
tra l'energia cinetica finale e quella iniziale.

Considerazioni dello stesso tipo portano a definire il lavoro compiuto da un gas in
funzione del volume V e della pressione p come

4
L= / pdV
Vo

la carica che passa in un intervallo di tempo [tg,f1] in un conduttore percorso dalla
corrente ¢ come
ty

Q= [ d{t)dt,

to

lo spazic percorso da un oggetto che si muove con velocita v come

31
s=f v(t)dt,
to

e cosi via.

ESERCIZI

3.4.1 TUna molla obbedisce alla legge di Hooke; se si applica una forza di 100 new-
ton &l allunga di 1 c¢m. Qual & il lavoro necessario per allungarla di 3 cm?
Qual & la lunghezza della molla se si effettua un lavoro di 18 joule (1 joule =
1 newton - 1 metro)?

3.4.2 La piattaforma di una bilancia pesa-persone si abbassa di 2 mm se vi sale una
persona di 60 kg. Supponendo che la bilancia si comporti come una. molla, si
caleoli il lavoro compiuto dalla forza peso se sulla bilancia sale una persona di

100 kg.

3.4.3 Se si potesse praticare un foro fino al centro della Terra una particella di
massa m che vi cadesse sarebbe attratta verso il centro da una forza di intensita
mgx, ove g ¢ l'accelerazione di gravita, R il raggio terrestre e r la distanza
della particella dal centro. Quale sarebbe il lavore svolto dalla gravitd per
portare la particella dalla superficie terrestre fino al centro?
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3.4.4

3.4.5

3.4.6

3.4.7

3.4.8

3.4.9

3.4.10

Calcolare il lavoro compiuto da un gas che passa dal volume Vj al volume V;
mediante:

(a) una trasformazione isoterma (p -V =costante);

(b} una trasformazione adiabatica (p- V7 = costante).

Due elettroni si respingono con una forza che & proporzionale al quadrato
della loro distanza. Supponendo di avere un elettrone fisso, calcolare il lavero
necessario per portare l'altro elettrone da una distanza 2d a una distanza d.

Se due elettroni sono fissi lungo 'asse x nei punti di coordinate —1 e +1,
calcolare il lavoro necessario per portare un terzo elettrone sullo stesso asse
dal punto di coordinata z = 10 al punto di coordinata x = 3.

Sia f(z) una funzione derivabile; usando la condizione (3.31), provare che la
funzione {f(z))? & derivabile e che

D[f{@)I* = 2f(z) - Df(x).
Se s = s(t) & la legge oraria del moto {unidimensionale) di una particella e
v = g, si verifichi che j—? = vi—i. Se ne d;duca che 1mo?
{(usando s come variabile indipendente) di mE;-} e quindi il teorema delle forze

vive (3.69).

& una primitiva

Un sacco di cemento da 100 kg viene sollevato da una gru. Il sacco ha un
foro dal quale perde cemento in modo uniforme e ha perso la metd del suo
contenuto nell’istante in cui la gru lo ha sollevato di 20 m. Qual & il lavoro
compiuto dalla gru fino a questo istante? .

Si supponga che a ogni funzione integrabile f su [a,b] e a ogni intervallo [¢,d)
contenuto in [a,b] sia possibile associare un numero BZ(f) in modo che valga
la condizione di additivith A) e risulti me(d — ¢} € B¥{(f) € Md(d — c) se
m < f(z) < M in [ed); si provi che allora BA(f) = [* zf(z)dz.

Dedurne la definizione di momento (rispetto all’origin{é) di un corpo unidimen-

sionale con densita di massa f(z), T € [a,b]:

M= /:;Bf(:v)dx,

e la definizione di baricentro:
b
/ xflz)de

b=
L‘ flz)dz
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Calcolo differenziale

Il capitolo & dedicato alla formalizzazione e allo studio dettagliato di alcuni argomenti
classici che sono 1 costituenti fondamentali di un corso di Analisi matematica. alcuni
dei quali sono gid stati introdotti nel capitolo precedente: la nozione di limite e di
continuita, le proprieta delle funzioni continue, I'algebra e le regole della operazione di
derivazione e ’applicazione di dette regole allo studio delle proprietd qualitative delle
funzioni di una variabile reale. 5i ottengono in questo modo metodi per la ricerca dei
massimi € dei minimi delle funzioni, si studianc le proprieta delle funzioni derivabili
in un intervallo e si dimostra la formula di Taylor che &, in un certo senso, il risultato
conclusive del calcolo differenziale.

4.1 La continuita e i limiti

Si studiano sistematicamente due nozioni che, implicite nel concetto di derivata, sono
suscettibili di noteveli generalizzazioni e costituiscono strumenti molto comodi per la
stessa esposizione delle ulteriori proprieta del calcolo differenziale elementare: si tratta
delle nozioni di continuita e di limite.

La prima & gia apparsa come proprieta delle funzioni derivabili (Proposizione 3.19,
pag. 108), ma sappiamo anche che & una proprieta condivisa da una classe molto pin
vasta di funzioni (non cosi vasta perd da includere indesiderate patologie}, la seconda
e una lieve estensione al continuo della nozione di limite per successioni, che hen
conosciamo.

FUNZIONI CONTINUE

La nozione di funzione continua & strettamente legata all'idea intuitiva del rapporto
fra causa ed effetto: come piccole variazioni delle cause determinano (di solito) piecole
variazioni degli effetti, cosi si dicono continue quelle funzioni ¥ = f(x} per le quali
variando di poco la variabile indipendente x anche la ¢ varia di poco. Come sappiamo,
usando il linguaggio &, 4, & possibile esprimere una formulazione precisa, guantitativa
di questo concetto intuitivo (si veda (3.32), pag. 108).

DEFINIZIONE 41 Una funzione f(z) si dice confinua in zy se per ogni ¢ > 0 & possibile
trovare un numero positivo & tale che si abbia

|f(€) — flzo)] <& per ogni & con |e — a0 < &. (4.1}
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In generale il numero § dipenderd, oltre che da f, da ¢ e da xp.

La situazione si pud visualizzare nel piano cartesiano nel modo seguente.
Se Po = {zg.y0) € un punto del grafico di f, ciod yo = f(xo), i punti (z,y) tali che
o — £ < ¥ < yo + £ formano una striscia V orizzontale che contiene Fy. La continuiti
di f significa che, comungue si scelga I'ampiezza di questa striscia, st pud trovare una
striscia verticale W (data da xq — & < = < x¢ + §) abbastanza sottile in modo che la
parte del grafico di f che giace in W stia anche in V (Figura 4.1).

7
DY NI

Sixo)

Figura 4.1

La condizione (4.1} si put anche esprimere dicendo che f{z) — f(zg) & infinitesimo con
x —xg (0 che f(mg+ ) — f(zp) & infinitesimo con A} oppure che esiste il limite di f(z)
per z tendente a xp e che tale limite & f{xg):

Jlim £(z) = f(z0).

OSSERVAZIONE 4.2 Si tenga presente che nella definizione precedente & stato tacitamente assunto
che zg risulti interno all’intervalle di definizione di f. Una funzione definita in un intervallo
aperto (a,b) si dice continua in (a,b) se & continua in ogni punto di {a,b), se invece f & definita
in un intervallo chiuso [a,b] essa viene detta continua in [a,b] se & continua in (ab) ed &
continun o destra in a e confinua a sinistra in b. Con ¢id s’intende semplicemente che agli
estremi dell'intervallo, in luogo della (4.1), si devono considerare rispetiivamente le seguenti

|flx}— fla)] <e perognizcon axz<a+d,
{flx)— fb)|<e perognizcon b—38<z<gh.

Abbiamo visto (Proposizione 3.19) che ogni funzione derivabile & continua, in par-
ticolare sono funzioni continue i polinomi e le funzioni analitiche {quali e, sen =z,
cos Z,...). Pill in generale sono continue le funzioni lipschitziane (Definizione 3.5,
pag. 94). Infatti, se |f(z) — f()] € K|z — 2| per ogni «, 2’ in un intervallo [2.b]
allora la condizione (4.1} & soddisfatta in ogni punto g e per ogni £, pur di prendere
8 = ¢/K. Le verifiche dei prossimi due esempi sono dunque superfine {pur poiendo
giovare).
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ESEMPI 4.3 (a) Le funzioni affini f(z) = ax + b {che hanno come grafico una retta)
sono continue. Infatti, si ha

| f(z} — flzo)|l = |ax + b~ (azo + b)| = |a} - |z — ze] < 7

e quindi se @ = 0 la cosa & ovvia, se a # 0 bastera prendere |x — zg| < &/|a| per avere
|f{z) — flzo)| < &, verificando cosi la (4.1) con § = &/|a| {Figura 4.2).

V“ y=ax+5 ~ y:xl

Jixyy+ ¢
Fxo}

R
DA

A

s
%

TG AIALAIIAAZII .

S{xa}

Y%

Xp  Xo+ B Xn

Figurs 4.2 Figura 4.3

(b) La funzione f{z) = z* & continua in ogni punto . Infatti se |z — 29| < & si ha
|£(z) = f(wo)| = [2* ~ zf| = & ~ w0l - |2 + 2ol €
< |& — zol(|z — zol + 2lwa|) < 6(6 + 2izo])

e quindi |f{x) — f(xo)| < € non appena § & scelto piccolo a sufficienza ds, verificare
&(6 + 2|zg]) < &, il che avviene per

0 < d < +/e+ |zo|? = |2al-

Si noti che, nel caso delle funzioni affini (e pilt in generale per le funzioni lipschitziane),
Il numero § che verifica la condizione di continuiti dipende solo da £: in questo caso
invece § dipende sia da ¢ sia dal punto zp.

(c) La funzione segno di =

se =20
1 se x<0

. 1
ﬁm=%mm={_
non & continua per £ = 0. La funzione parte intere di z(1):

flzy=[zl=n,senéuninteroconn <z <n+1,

non & continua in alcun punto avente ascissa intera. Questi fatti si verificano banal-
mente osservando che nei punti indicati se £ < 1 allora la condizione (4.1) non pud
esgere soddisfatta, comunque piccolo si scelga é. Tali funzioni sono perd continue a
destra (ma non continue a sinistra) anche in tali punti.

(1)[2] & definito come il massimo intero < .
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»7 _ o7 —
Flx) = sgnx Slx) = [x]
( -—
x ¥
—_— 1 —
A—
—
Figura 4.4 Figura 4.5

Si incontranoe frequentemente fenomeni fisici la cui descrizione matematica porta a fun-
zioni come queste che presentanc dei “salti’. Si pensi alla collisione di un veicolo, alla
rottura di un cavo, alla accensione di una lampadina, ... tutti casi che contravvengono
la massima “nature non fecit salfus”.

{d) La funzione

0 se x=0

f('r):{coslfrc se 2#0

non & continua in 0 perché, comunque piccolo si prenda § > 0, vi sono valori di =
con |x| < & nei quali f(z) = 1 e altri nei quali f(z) = —1 (i punti = 1/2knw e
x = 1/(2k + 1)x, rispettivamente, vedi Figura 4.6). La funzione

f(I):{:ccosl/I se xF0

0 . se zxz=140

& invece continua per z = 0 in quanto }f{z} — f{0)| < |z| e dunque il primo membro &
infinitesimo con A (Figura 4.7)

¥

fxy=x COS%

Figura 4.6 Figura 4.7
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PROPRIETA DEI LIMITI

Piil volte in precedenza si & fatto uso della locuzione “passaggio al limite” (definizione
di derivata, di infinitesimo, di funzione continua); in tali occasioni ci siamo limitati.
tuttavia, a esporre le definizioni e le proprieta collegate alla nozione di limite che erano
strettamente necessarie. Visto il ruolo importante che tale nozione svolge, vale ora la
pena di formalizzarla, in modo anche da poterla adattare successivamente a situazioni
pill generali.

DEFINIZIONE 44 Sia f una funzione definita in un intorno di un punto zp, eccettuato al
pit il punto stesso, ¢ sia L un numero reale. Si dice che f ha limite L per « che tende
a Zg, € 8l scrive

L= lim f(z),

g
se per ogni intorno U di L esiste un opportuno intorno V' di 2, tale che:

se x & un qualungue punto di V diverso da zg, } (4.2)

allora f(z) appartiene a U .

-

Figura 4.8 lim f{z) = L.

IT—XT0

Si noti che la funzione f pud non essere definita nel punto zg e comungue il valore
da essa assunto in tal punto & inessenziale e, contrariamente a quella che si ha nella
definizione di continuitd, non viene coinvolto nella definizione di limite. Per il resto
la definizione di limite & del tutto simile a quella di continuita: infatti. la (4.2) si puo
porre nella forma equivalente

per ogni £ > ( esiste § > 0 tale che se } (4.3)

0 < |x—xg| < dallora |f{z)— L| < .

La formulazione (4.2} si presta perd a csscre piir facilmente estesa ad altri contesti.
La {4.3) pud anche essere riscritta nel modo seguente:

per ogni £ > 0 csiste § > 0 tale che se } (4.4)

0 < dist {z,zy) < § allora dist (f(z),L} < ¢e.
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Qui, la scrittura dist (a,b) significa “distanza fra o e §”; questa nozione, che nel caso
dei numeri reali (o complessi) coincide col modulo di @ — b, ha una portata. assai pit
vasta e si applica, come si vedrd in seguito, a situazioni pill generali.

La definizione di limite non ha per il momento bisogno di esempi speciali per
essere illustrata e manifestare il suo interesse: bastano le importanti nozioni che gia si
conoscone, delle quali essa & un caso particolare e contemporaneamente, se si vuole,
una astrazione: quelle di infinitesimo, di derivata, di continuita (Definizioni 3.13, 3.16,
4.1). Possiamo, per comadita, riformulare tali definizioni; sard un utile esercizio per il
lettore riconoscerle in un linguaggio pil sintetico.

PROPOSIZIONE 45 Una funzione f(z) & infinitesima con = — xgy (0 per z tendente a ;) se
e solo se lim f{z} = 0. Una funzione f(z) & derivabile in zy se e solo se esiste
r—Xqg

fy 28 = flae) L flwo + ) — o)
L—ip T — T hoD h

¢ tale limite & il valore della derivata f'(zq).

Una funzione f(z) & continua in z; se e soltanto se lim f(z) = f(xo).
T—ITo

Si ottengono poi facilmente, e con dimostrazione pressoché identica, le proprieta
analoghe a quelle espresse per le successioni nelle Proposizioni 1.30, 1.32, 1.33, pag. 48-
5.

PROPOSIZIONE 4.6 (&) Se il limite per £ — zo di una funzione f(x) esiste, allora esso &
unico.

(b) Se xllngo f(z) = L allora f(z} & limitata in un intorno di zg, cioé vi sono una
costante X e un intorno V' di xp tali che se z € V allora |f{z)| € K.

(c) Se f, g, h sono funzioni definite in un intorno di zp con f{z) < g{x) € hiz) e se

lim f{zx)= lim A{z) = L allora si ha anche lim g(x} = L (teorema dei carabinieri).
E—y r—Tq X=—tIn

(d) Se Hm f(x) = L > 0 allora vi & un intorno di V di zg tale che per ogniz di V -

T—EG

T # xp) si ha f(z) > £ > 0 (permanenza del segno).
3

La proposizione che segue mostra poi che il caleolo dei limiti si comporta in modo
molto naturale rispetto alle operazioni algebriche.

PROPOSIZIONE 47 Se L = lim f(x) e M = lim g{x) allora

(a) limg o lf{z) +glx)) =L+ M
(b} limgy g [cf(z)] =cL  per ogni costante c,
() limg .z [f () - g(x)] = L - M

(d) se M #0 allora zlirgo % =+



Calcolo differenziale 145

Dungue somma, prodotto e quoziente,, con denominatore diverso da zero, di funzioni
continue sono ancora funzioni continue.

DIMOSTRAZIONE La (a) e la (b} sono pressoché ovvie, e comunque seguono dalla
Proposizione 3.15, pag. 105, in guanto ]in; fl{z) = L se e solo se f(z)—L & infinitesimo
con £ — g. Per provare (c) si scriva o
|f(z)g(z) — LM| = |f(z)g{x) — flz)M + f(x)M — LM| <
< |f(@) - lglz) — M|+ M - | flz) - |
¢ si applichi nuovamente la Proposizione 3.15, pag. 105, osservando che | f(z)| & limitata

in un intorno di zg, mentre |g{z) — M| e |f(z) — L| sono per ipatesi infinitesimi.
La (d) segue in modo analogo dalla scrittura

fl) L] _ ‘f(ﬂf)M — Lg(z}| _ |f(z) — LIM + LIM — g{z)|
gz

glz) M )M h |g(z) | ’
ove si tenga conto che in un intorno di zp per la precedente Proposizione 4.6(c) si ha
lg(x)] > |M|/2 in un intorno di xg e quindi 1/g{z) & limitata. [

Un altro modo per ottenere la predetta proprietd (e altre ancora) & quello di utilizzare il
teorema seguente, che permette di ricondurre il concetto di limite per funzioni a quello
di limite per successioni.

TEOREMA 48 51 ha

lim f(z)=1L

Ry

se e solo se per ogni successione z, convergente a g, Ma coOn T, ¥ Ty (€ T, apparte-
nente all'insieme di definizione di f) abbiamo

Jim f(za)=L.

DIMOSTRAZIONE Si supponga lim f(z)=L; dato ¢ >0 sia 6 >0 tale che |f{z)—L| < ¢
T—Tqg

se 0 < | — xo| < &; se ora z,, & una successione convergente a Tp & con Tn # g, si
avra definitivamente 0 < |z, — zg| < & e dunque definitivamente |f(z.) — L| < ¢, cioé
lim fl{xo)= L.

FL— 30

Proviame ora, per assurdo, il viceversa. Supponiamo, dunque, che la tesi lim f(z)=L
I—Ig

sia falsa e mostriamo che non & vera l'ipotesi, ciogé che vi & almeno una successione zr,
convergente a o per la quale non si ha lim f(z,) = L.
TL ek N0

Se l'affermazione lim f{x) = L & falsa deve esistere o > 0 tale che, comungue si
E—+T(

prenda § > 0, risulti possibile trovare un z con 0 < |z — zo| < & e |f(z) — L} = €o.
Prendendo successivamente § =1, 1/2, 1/3,.._ ,1/n,... si troverebbero allora punti z,,
£2,... yn,... periquali si avrebbe

1
(}<|xn—x0|<;, |f{za) — L] 2 20.

Abbiamo, cosi, trovato una successione , che converge a xo ma per la quale f{z,) non
converge a L, in contrasto con 'ipotesi. N
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1l teorema ora dimostrato pud essere utile sia per caleolare il limite di alcune successioni
sia per verificare che una data funzionc non ha limite. Si consideri, per esempio, la
funzione f{z) = cos®(1/x), definita per  # 0; le due successioni

1 ]

n = ——, =12 ...
@ nw " (n +1/2)x " I o

sono entrambe convergenti a 0 ma
Flan) = co®nwr =1, f{bn) = cos (g + mr) =10

e dungue lim, flz) non csiste.
r—

La formulazione (4.2) della definizione di limite si estende naturalmente al caso in cui ¢

tende a zy da destra o da sinistra (si scrive, rispettivamente, hm flz), lim f{z)):
;r—o;zn @iy

in luogo degli intorni V' di xp, bastera considerare gli intorni destri (xg < & < zp + 6)

o ghi intorni sinistri {z¢ — § < & < 2q) (Figura 4.9). :

a) (b)

'

3

I Xy ¥V

Figura 4.9 (a) hm flz)=L,{b) lim f(z)=

:—-a:n Ty

La definizione di limite si estende facilmente anche al caso in cui z tende a +o¢ 0 a
—oc, considerando come V gli “intorni” di +oc e di —o0, rispettivamente, dati dalle
semirette x > m, < —m (Figura 4.10).
Un’altra possibilita ancora & quella di avere il valore del limite nguale a +oc oppure a
—oc, ciog di definire

Hm f{z) = +o0, im f(z)=

T T~—Tn
A cid si perviene considerando nelle definizioni di limite, in luogo dell'intorno ¥/ di L,
gli intorni ¥ > m oppure y < —m di +o0 e di —co {Figura 4.11).
Bisogna notare che al simbolo o non & associato alcun numero e, dunque, quando si
usufruisce della scrittura xlil'[:;:l F{x) = 400 (oppure —oc) st commette un vero e proprio

—Eg

abuso notazionale perché in queste situazioni f(x) non ha alcun limite per  — mq.
Tuttavia, 'uso di tale notazione & assai comodo in melti contesti e d'altro canto, se
interpretato con accortezza, non da luogo a equivoci.
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o+

(@ — (&)

<
BT I I
.
A AR
P ik 2 s
W

v

= (b}

(a)

Figura 4.11 (a) lim f(z) = 400, (b} lim f(r) = —occ.
E—rig R

Ovviamente sono possibili varie combinazioni delle possibilita sopra esposte. Basterad
considerare qualche esempio.

ESEMPI4.9(a) Siha lirré (42% —2) = 4.2%2 —2 = 14, in quanto i polinomi sono funzioni
€r—

continue; in tal caso per calcolare il limite basta sostituire alla variabile il valore g
cui tende. Allo stessc modo si caleolano facilmente

513
1mL:3, lime* =1,
:tr—v01+:£-|—:172 i

xe®

£
it == lZrz+re 1
a‘l—rrnl 1+ z3 2’ r——1 14 x2 2
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{b) Volendo ora calcolare

. 3-8
lim
r—2 7 — 2

non & pin possibile usare lo stesso metodo perché il denominatore ha limite O per z — 2,
ma con un semplice trucco algebrico si trova
-8  (x—2){z?+2x+4)

2
e p— x4 2z + per x # 2,

quindi il limite cercato & 22 +2.2+4 = 12.
In maniera analoga si calcola

liml 1 1 lim2—2—z 3 -1 1
— [ = == T - ——.
z—0x \24+2 2 e—02x(2+x) =—02(2+2) 4

{c) Se lim f{z)=0ese f(z) > 0 in un intorno di =y, allora lim +1s = +oo, infatti
e B -y 8 $—dp f(I)

0 < f(z) <¢equivalea 1= > 1.

Jiz)
Allo stesso modo se lim f(x) & uguale a +c¢ 0 a —oo allora lim ﬁ =0.
T— Ty Fr—Ig
Poiché per # > 0 si ha e® > z, abbiamo lim e® = 4+ e quindi lim e =
£—+o0 T—— 00
lim 1/¢* =0.
Tz—+too |

(d) Per la funzione f(z} = h";%lll si ha

. . (1-—z)(1+2) .

1 = /L I Kl A —r— 1= -
ApIE= iy ey T e =—t
i o (z=z+1y _
s S = i Ty S A =2,

mentre non esiste lim1 flx).
r—s
Analogamente si ha

lim e¥* =0, lim el/®

= +o0,
x—0- =0+

mentre non esiste lim el/%.

&X—

{e) Le nozioni di limite destro e sinistro consentono di riformulare facilmente quelle
di derivata destra e sinistra (Esercizio 3.2.10, pag. 121) e di continuitd a destra e a
sinistra {Osservazione 4.2). Per esempio, per la funzione

1

ﬂ”=1+m

si ha

17 1 i[ 1
m | —— —1| = lm = [ 1] = -1
e s [1+ 2] ] RS [1+h 1]
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mentre

1 1 B
hli.‘sl-a[rm‘l]—l-

La funzione ha dunque derivata destra nell’origine uguale a —1 e derivata sinistra
uguale a 1.

Figura 4.12 Grafico della funzione f(z) = 1/1(1+ |zi).

ESERCIZI

4.1.1 Usando la definizione verificare che:
(a) la funzione f(z) = ¥/x + 1 & continua per z = —1,
(b) la funzione f{x} = \/x & continua per ogni z = 0.

4.1.2 Trovare per quali valori di  le seguenti funzioni sono continue:

() 42°—3z+2, () E3ErY
(z—1)(z—2) 1
(c) (3 — 22 -4z +4)’ (d) VE—1’
tg 3z e "
(€) senz ’ ®) e —e =

4.1.3 Dire se le seguenti funzioni sono continue per ogni x:

@ [1a%] -1, ( P2Fel-lel=2

H
(© Vizl, (d)

|22 -1
z—1

V1422 -

1
4.1.4 Dire se la funzione f definita da f{z) = = sex#0, f(0)=1/28

continua per T = (.
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4.1.5 Determinare i valori di a e di b per cul & continua la funzione

iy
—2senx per T < —3
w T
flzy=<asenx+b per —g<r<yg
Ky
cos T per xZE'

4.1.6 Una funzione f(z) & definita da f{x) = V1+a22+bse0 < x <1, f(z) =
? + br +a se £ < 0 oppure & > 1. Trovare le costanti a, b in modo che f(z)
risulti continua anche per x =0, x = 1.

4.1.7 Le istruzioni sul dosaggio di un medicinale riportano le indicazioni seguenti:

—da 0 a6 anni mg 5+ 2p pro die,
~-da 6 aldanni  mg l0 4 4p pro die,

— oltre 14 anni mg 200 pro die

dove p indica il peso corporec in kg. La funzione che esprime la quantita
di medicinale da assumere guotidianamente & una funzione continua dell’eta?
Pud divenirlo in certi casi?

4.1.8 Provare che la funzione f(x) = £(1—z)[«] & continua nell'intervallo (—1,2) ([z|
& il massimo intero < ).

4.1.9 Calcolare, usando la definizione, i seguenti limiti e individuare i valori di x per
cui i valori della funzione distano meno di 1/1000 dal limite stesso:

3z +1 3z +1
; b) K .

(a)

4.1.10 Calcolare i seguenti Iimiti

lim —, b 1 ;
(a) .::irg.‘*' T ( ) m—l-v%l— =
. Vat+1 _ 2w+3
(c) xlﬂglc 11 (d} xl{ljlx T+ 9z
2—ye-3 L VIt e—1—1=
(e) (f) lim :
z—7 x2—49 z—) x
L VT2 -2+ 6— V24 2x— 8
() Jlim — (h)  lim, 22 —dr+3 ’
(i)  lm z(vVzr?4+1-2), ()  lim =z{vz?4+1-—2x);
&L =2 r—too
. T veE—1
(II]) il—l—ur(l) -‘3/1+£—1‘ (Il) r—1 3;17—1‘
. ) 1 )
(0) Lllg)l‘* 1+ elfe’ (p) J:lill]]l‘ 14 eliz’

{r} lim

S S T BN
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4.1.11 Dopo aver dimostrato che | {1+ )3 —1|< 7|z | per —1 <z < 1, usando la
definizione di limite verificare che lin_‘ll} (1+2)3 =1 (cioé trovare un opportuno
T

§ per ogni dato £).
4.1.12 Provare che:

. cosz . coszx . 14sen?z
lim ——— = +o00; lim =0; lim ——— = 4.
=0 T—+too T 0 z2

4.1.13 Calcolare:

lim (Va2 +1—a)vVa2+2; liI_'I_l (Va2 (Vo3 +1— /23 —1).

T—+o0

4.1.14 Tenendo conto del Teorema 4.8 e del fatto che lim e}/% = 0, calcolare:

=0

() Jm eCFED; (b)) lim eeGioB)
n—t=400 o e

4.1.15 Se f & una funzione continua su [0,1] e se per ogni numero razionale si ha
f{z) = 3 — 2z2, quanto vale f(r/4)?

4.1.16 Dato un poligono, lo st divida in due parti tramite una retta parallela all’asse
y e sia f(x) I'area della parte del poligono che ha i punti di ascissa minore di
x; si provi che f{z) & una funzione continua.

4.2 Proprieta di alcune funzioni elementari

Questo breve paragrafc & dedicato a una esposizione delle principali proprieta delle
funzicni trascendenti elementari.

LE FUNZIONI ESPONENZIALE E LOGARITMO

Sulla funzione esponenziale f(x) = ¢® abbiamo gid molte informazioni: essa é definita
come somma della serie esponenziale, convergente per ogni x

z2 z"
SN [E IR SR
pal nl
&, dunque, una funzione analitica su tutta la retta reale e, quindi, & ovunque continua
e derivabile, nonché integrabile su ogni intervallo. Risulta

b
De™ =67, ‘/exd:c:eb—e“‘
48

Sappiamo anche {Paragrafo 2.1, pag. 64) che la funzione esponenziale & monotdna
crescente e assume ogni valore reale positivo, dunque & invertibile con inversa definita
per ogni x > 0. Tale funzione inversa si chiama logaritmo naturale e si indica con
Inz {0 anche log z, lg z). E stato anticipato {ma non ancora dimostratc) uno sviluppo
in serie convergente per 0 < |z| < 2 di tale funzicne; si veda anche 'Esempio 3.30.
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Siamo ora in grado di dimostrare parecchie proprieta del logaritmo. Per definizione st
hay=e"seesolosex=1ny, y>0ein particolare

z .
Ine* =z perogni =z,

: (4.5)
e"* =g perogni z3>0.
PROPOSIZIONE 4.10 Se x, ¢ > 0 allora
Inzy=lnz+ny; (4.6)
se z & un numero razionale ¢ a > 0 si ha poi
Ine*=zIna. (4.7)
DIMOSTRAZIONE Se X = Inz, ¥ = lny, Z lnzy, dalla prima delle (4.5) si ha
e =z, e¥ =y, €2 = zy e quindi e = exey = 1Y, da cul {per la monotonia

dell’esponenziale} Z = X + Y come si voleva.
La formula (4.7) & certamente vera per ¢ = 0 e £ = 1 e dunque applicando ripetutamente
la (4.6} si avra per ogni intero n > 0

na" =mntina;
ma dalla stessa (4.6) n Ina'/™ = Ina, da cui

l/n_l

Inea’""==-Ilna.
T

Dungue se m, n sono interi positivi
m
mhe™ ™ =mhe/"="la.
T

Infine, se = & un razionale negativo allora
Ing* +Ing™* =Inle"a”™*)=nl1=0
da cui
Ing® =—ine * =zlna.

Vale la pena di mettere in evidenza che, per x = —1, si ha

lnE:—lna. |
a

PROPOSIZIONE 4.11 La funzione Iln z & continua per ogni z > 0, inoltre & derivabile e si ha

1
Dhhz=—-, z>0. {4.8)
x
DIMOSTRAZIONE  Anzitutto notiamo che la funzione logaritmo & strettamente crescente;
infatti, se @1 < 2 st deve avere Inz1 < Inxa, poiché in caso contrario sarebbe z; =
e™*1 > gf®2 — 3o assurdo. Si osservi poi che si ha per ogni z reale

1+z<y. % = (4.9)
n=0
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cié & immediato se z = 0 e segue dall’Osservazione 1.16, pag. 36, se x << (. D’altra parte
risulta anche

1
Ergm, < 1. (4-10)
I 3 n (= =]
Se 0 £ & < 1 tale diseguaglianza si deduce dal confrontc fra le serie 3~ %7, 3= 2™,
n=0 n=0
mentre se x < 0, ponendo « = - essa equivale a e 1_+“, ciod 1 + u < e®.

Dalla (4.9), scegliendo & > —1 e passando ai logaritmi si ottiene
hnhil+z)gz, z>-1,

mentre dalla (4.10), scelto & = u/{1+u) con u > —1% si ha e®/ 4% < 1 44 e pertanto
passando anche in questo caso ai logaritmi si conclude che

U
2 <m1 , —1.
T+a n{l +u), u>

Riassumendo abbiamo dimostrato che per x >> —1 si ha

l—i—x <h{l+z)<z. (4.11)
da cui segue immediatamente {Proposizione 4.6(c))
tim 202} (4.12)
m—0 T

Il limite ora trovato & piuttosto importante e conviene conescerlo a memoria; esso si pud
scrivere

lim In{l+h)—Inl _

f ] h 1

e, quindi, equivale alla derivabilitd della funzione lnx nel punto ¥ = 1 {con derivata
uguale a 1). Se zp & un qualunque numero positivo, si ha perd

In{zo+ k) —Inzo lln o+ h 1 In(1+ h/xzg)
h T h o - X0 h,‘!Ir_)
e quindi, per (4.12), il rapporto incrementale tende, per A — 0, a 1/xo il che dimostra
sia la (4.8), sia la continuita di Inz. O
PROPOSIZIONE 412 Per |z| < 1 si ha
2 3 4 n
T T T T
n{l+4z)=z— 4+ —-=+...+(-1)"1— .., 4.13
(+a)=z-+T -2 (-1 (413)

risultato che era stato anticipato nella (2.15), pag. 66, e nell’Esempio 3.30.

S . 1 &" .
DIMOSTRAZIONE  Si indichi con L{z} la somma della serie ¥ (—1)""!=—, ovviamente
n
convergente per |z| < 1; per il Teorema 3.21 di derivazione per serie si ha

1
14z’

0

L!(x) — Z(—l}ﬂ_lxn_l —

n=1

lx] < 1.

D’altra parte, abbiamo appena dimostrato che I Inz = 1/x e quindi D In{l + z) =
1/{1+z). La funzione In{1+4z)— L(x) ha derivata nulla e allora & costante (Tecrema 3.27)
per {z| < 1. Essendo poi L{0) = 0 = In(1 + 0) si conclude In(1 + ) = L{z), cio&
la (4.13). O

(215§ noti che se u > —1 allora = = u/{1 + u) < 1, dunque la seconda delle {4.10) & soddisfatta.
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DEFINIZIONE 4.13 Per qualunque x reale e ¢ > 0 si ponga
a® =e*ne {4.14)

osservando che questa formula & un teorema quando z & razionale (Proposizione 4.10);
e, invece, una definizione per & irrazionale.

E facile vedere che la continuitd di e® implica la continuitd di f(z) = a%; dalla
proprieta della funzione esponengziale segue poi che essa & crescente se a > 1, decre-
scente se a < 1, che assume tutti i valori reali positivi e che valgono le abituali regole
di caleolo con gli esponenti:

&tV = g%a¥, ¥ =(a“)Y, (ab)* =a*b".

2> 1

Figura 4.13 Grafico della funzione esponenziale f{r) = &,

Per a > 0, a # 1, si definisce log, = la funzione inversa di a®. Si verificano facilmente
le proprieta
log, xy = log, x +log, v,
log,z¥ =y log, z, (4.18)
log, b log,c =log, c.

Figura 4.14 Grafico della funzione logaritmo f(z} = log, .
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LE FUNZIONI TRIGONOMETRICHE

Consideriamo le funzioni cos z, sen z definite nella trigonometria elementare come l'a-
scissa e 'ordinata di un punto P sulla circonferenza di raggio unitario tale che z sia
la misura dell’arca PA orientato in senso antiorario e A = (1,0). La lunghezza della
circonferenza & per definizione 2%, dunque in questo modo le funzioni coseno e seno
sono definite per 0 £ x < 27, ma possono essere prolungate per periodicita ponendo

cos{z + 2kw) = cosz, sen{x+2kr)=senz, k=21, £2,...

PROPOSIZIONE 4.14 51 ha

o]
1 g, (4.16)
z—{ T

inoltre le funzioni cosx, sen z sono derivabili per ogni = e si ha

Dceosz = —senx, Dsenz =cosx. (4.17)

DIMOSTRAZICNE ~ Con riferimento alla Figura 4.15, siccome la corda PA & minore del-
I'arco P A, che a sua volta & minore di PQ + QA (se |z| < w/2):

V(1 —cosx)? +sen?x < |z| < (1 —cosz) + | sen z| . {4.18)

P = [cosx, senx}

Figura 4.15 Diseguaglianza (4.18).

- Quadrando e dividendo per 2}z| la prima di queste si ha

1—cosz 1

T = §i—"3| ’

da cui segue
1—

lim — =% — ¢, {4.19)

T—0 xr
Invece dalla seconda delle (4.18)

1_1—cosa: senx‘klj
|| z
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e dunque, da {4.19), tenendo conto che lsenz\ = Xor segue
lim [*2F] 1.
z—0 X

Si noti che la {4.19) e la {4.16) equivalgono alla derivabilita di cosz e di senx per z =0
{con derivate 0 e 1, rispettivamente). La derivabilitd, e quindi la continuita, delle funzioni
coseno € senc in ogni punto g segue subito dalle formule di addizione e dalla derivabilita
in 0; per esempio, per il seno abbiamo

sen(zg + h) = senzgecos bk + coscosen h

da cui
sen(zg + k) —senzo cosh —1 sen h
=s8en ¥o———— + cosTp
h h
e dalle (4.19), (4.16) si ricava D senzq = coszg.
Analogamente dalla formula di addizione per il coseno st ha Drcosxo = —senay. O

PROPOSIZIONE 415 Per ogni numero reale z si ha

2 4 2n
cosx—l—z—l—kz "'+(_1)n(§n)l +..., (4.20)
23 5 z2ntl
senx=$—§+5. + (- 1)“( 1) +.... {4.21)
DIMOSTRAZIONE  Si indichino con C(x) e S(x) le somme delle serie (2.13), {2.14)
g2
gﬁ)@y,()-Z( T
Dal teorema di derivazione per serie sappiamo che (Formula {3.40))
DC(z) = -8(z), DS{z)=C(z) {4.22)
e d’altra parte
coy="1, S(0)=0. {4.23)

Dimostriamo che vi & un’unica coppia di funzioni che verifica le equazioni {4.22) e le
condizioni (4.23); la tesi seguira dal fatto che anche le funzioni trigonometriche elementari
cosx, sen r verificano tali relazioni (le (4.22) sono date dalle (4.17), mentre le (4.23}
seguono dalla definigione).

Siano allora C1, St e C2, S2 due coppie di funzioni che verificanc le (4.22), (4.23); posto

clx) = Cilz) — Ca(z), s(z) = S1{z) — S2(z)
si ha
d(z) = —s(z), s'(z)=clx), <(0)=s(0)=0. (4.24)
Ma da (4.24), tenendo conta che D[f{(x)]® = 2f(z)f'(x) (Esercizio 3.4.7, pag. 137),
D(E + 5%) = 2(cc’ +55') = 2(—cs +3¢) =0,

ove si & scritto brevemente ¢ per ¢{z) e s per s(zx). Ma allora la funzione ¢2(x} + &% (2)
avendo derivata identicamente nulla & costante; tuttavia visto che ¢2(0) + s*(0) = 0 tale
costante non pud essere che 0. Se ne conclude c?(z) + s2(x) = 0 per ogni = ¢ questo
comporta

Cile) = Calz),  Silz) = Sa(x). D
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ALCUNI LIMITI NOTEVOLI
Riassumiamo qui, per comodita del lettore, alcuni importanti limiti di funzioni:
lim 208 — 1 (4.25)
z—0 T
. l=coszx 1
Im = "% (4.26)
T -1
lim & -1, (4.27)
e—0 T
1
i 2EF2) (4.28)
x—+0 X
: 7 : 1N 1\*
lim(l1+%)"?= lim [1l+—-) = lim {1+-} =e. (4.29)
y—l T— oo x n—— 00 €T

Di questi, il primo e il quarto sono stati dimostrati da poco; il secondo segue dal primo

osservando che 1 — cosz = 2sen? 3
l—cose 1sen®z/2 1 (senz/2\° 1
= — == — — —
&2 2 (x/2)? 2\ z/2 2

per z — (.
Il limite {4.27) segue immediatamente dallo sviluppo in serie di e®: si noti che
dalla (4.14) segue anche per a > 0
at—1 ezlna_l e.rlna_l

= = Ina
x T zlna

e dunque in generale

tim &1 — . (4.30)
=0 x

Il limite (4.29) si ottiene dalla definizione di potenza a esponente reale {(4.14) e dalla
continuita dell’esponenziale

hm(l +y)l/y = lim P+ ¥)/y — eii_r.nﬂln(l+?;)/y —el — e:
y—0 y—Q

ponendo ¥ = % e osservando che per € — +oo si ha ¥ — 01, mentre per x — —oo si
ha y — 07, si ottengono anche le altre due espressioni nella (4.29) {da confrontare col
limite (1.41), pag. 521)

ESERCIZI
4.2.1 Trovare, se esistono, i limiti per £ — 0, z — /4, £ — +oo delle seguenti
funzioni:
sen3z senz? 1—cosxz cos %z
z x senZz 1—+2senz

4.2.2 Trovare i limiti per z — 0 delle segnenti funzioni:

cos 2z Tseny gz

14seng’ 2sen 222’ x
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¢ ricavarne i limiti per n — +o00 delle successioni
cos 2 sen nt 1
1+senl’ nsen % &n
4.2.3 Calcolare:
1 . 1 . 1 1
lim z? (1 + sen —) i lim 2? (l + sen —) ; lim n? (sen — —tg —) .
x—0 T, T—oc &£ fr— oo kg3 T
4.2.4 Trovare i limiti per z — 0 delle funzioni seguenti;
In(1+102) 1—€* In{cosz) (1 —cosdx)?
x " senz ’ z2 7 2?(1 -~cosz)’
4.2.5 Dire se esistono i limiti:
e/= 43 .
im —— lim ————.
x—s e”-’"—l—l ¥=1 1 4 ¢T-w
4.2.6 Si consideri 'equazione di 2° grado az® + bx + ¢ = 0 e si dica cosa avviene
delle sue radici quande il coefficiente @ tende a 0 mentre b e ¢ rimangono fissi
{con b#0).
4.2.7 Provare che per ogni intero n
EE
lim — = 4+oo.
x—+oo g7
[Confrontare ) z™/n! col suo termine (n+1)-esimo.)
4.2.8 Calcolare:
2\ 1 af(z+1}
lim (1 + —) . hm(1+senz)/?; lim (—) .
T—too x x—0 a—~4no :_53
4.2.9 Sia z la misura di un angoio in gradi sessagesimali, e non in radianti. Calcolare
. senx . l—cosz
lim \ lim ~———.
z—0 X a~} x
4.2.10 Caleolare, se esistono,
. In(l4z)—= . In{l +senz
lim 27, i 20T =7, tiy 2L+ oen7)
o+t a—{ 3r+2 2—0 &L
. 3z lim (2% + 2+ 1)sen 2 Incosz
im — im (x —3 m —
a0 1 — 2@ & oo 2 x~01—cosz
2 2 1
7 sen(senz} + sen” . l—cosy/|2
lim {1+ — ; lim ( )2 ; lim ————|——| .
fateel T x—] €T r—0 I xr |
4.2.11 Studiare la convergenza delle seguenti serie mediante serie asintoticamente

equivalenti note:

@ Sen(i25) o L)

n=0

[ n2 %) ) 1
(C) Zh’l 52—:—1; (l’]) Z(‘-l) ' (1 — €08 ﬁ) .

n=2 =1
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4.2.12 Dimostrare che se 0 < |z| < 1 allora

2

Senx x
-

x 1—z2°

4.2.13 La sensazione sonora viene misurata in decibel (dB) utilizzando la funzione
§ =10 Log(I/10712), dove I, misurata in watt/m?, & 'intensitd del suono e
il logaritmo & in base 10,
Calcolare la sensazione sonora in
(a) una conversazione ordinaria: [ = 107 w/m?;

(b) una conversazione ad alta voce: I = 107°% w/m?;

(¢} traffico diurno: 7 = 1074 w/m?.

Calcolare il rapporto tra I'intensita di un urlo da 80dB e un bishiglio di 20dB.

4.2.14 1l decadimento delle sostanze radicattive avviene secondo la legge % = —ks,
dove s indica la quantita di sostanza presente all’istante ¢.
L’isotopo I'3! dello iodio, importante nell'uso medico, ha un tempo di dimez-
zamento di 8,08 giorni (ciot dopo 8,08 giorni ne rimarra la meta di quello che
si aveva all’inizio).
{a) Determinare la costante di decadimento k.

(k) Caleolare quanto iodio si avrd dopo 25 giorni se all’inizio se ne avevano
100 grammi.

(¢) Seun campione di iodio, con radicattivita di 250 curie (proporzionale alla
quantitd di iodio che compone il campione), lascia il laboratorio alle otto di
mattina e arriva all'ospedale, in cui viene utilizzato, 'indomani a mezzogiorno,
calcolare 1a sua radioattivitd al momento dell’utilizzazione.

4.2.15 Una banca avvisa che pagherad una rateo di interesse annuo del 5,5% composto
semestralmente, mentre una seconda banca avvisa che pagheri un interesse
del 5,25% con continuité. Se avete un capitale €' da investire, quanto avreste
dopo un anno nella prima e nella seconda banca? In quale delle due deciderete
di depositare il capitale?

4.2,16 Si stima che la siccitd colpisea una piantagione di patate facendone seccare,
nell'unita di termpo, un numero proporzionale al numero totale di piante ancora
vive, Se in 25 giorni & seccato il 46% delle iniziali 200 piante, calcolare il
numero di piante vive in funzione del tempo.

4.3 Proprieta delle funzioni continue

Come gia detto, una funzione si dice continua in un intervallo chiuso [a,b] se & continua
in ogni punto interno e se & continua a destra in a e a sinistra in b, cicé se

lim f(z) = f(a), Jim f(z) = fm), z0€ (ab), lm f(z)=F(b).

r—a Ty z—h—

Le funzioni continue sugli intervalli chiusi sono dotate di importanti proprietd che,
apparendo piuttosto intuitive, sono state a lungo fraintese nello sviluppo del calcolo
infinitesimale, al punto da indurre matematici illustri a ritenere che non abbisognassero



160 Capitolo 4

di dimostrazione alcuna. Questo paragrafo & dedicato principalmente allo studio di
queste proprietd, che sono notevoli anche perché la classe delle funzioni continue & la
piu ampia classe di fungzioni che ne gode.

FUNZIONI CONTINUE SUGLI INTERVALLI CHIUSI

Ricordiamo che una funzione reale f(z) definita su un insieme 7 ha massimo in [ se vi
eun xp € I tale che

f(xzo) = f(z) perogni =z€&l;

il numero f(zo) & il massimo di f in I e xo & il punte di massimo. Una definizione
analoga si ha per il minimo. Talvolta si preferisce specificare, con lo stesso significato,
massimo assolulo € minimo assoluto.

La funzione f(x} = 1/z, per esempio, definita su (0, + o) non & ivi dotata né di
massimo né di minimo; tuttavia la stessa funzione su [1/2, + oo} & dotata di massimo
uguale a 2 (assunto nel punto x = 1/2) ma non ha minimo; su (0,3] ha poi minimo
uguale a 1/3 (nel punto © = 3) ma non ha massimo; su [1,2] infine, ha sia massimo sia
minime, uguali, rispettivamente, a 1 e a 1/2.

L 2
1]
173 UZ-:rP\-l
| ; y

§172 3 r 2

b
b

Figura 4.16 Funzione f(z)} = 1/ su vari intervalli.

La situazione & chiarita da questo importante teorema.

TEOREMA 4.16 {di Weierstrass). Ogni funzione.continua su un intervallo chiuso [a,b] &
ivi limitata e assume massime & minimo.

DIMOSTRAZIONE  Adottando la convenzione di porre uguale a +o00 'estremo superiore
degli insiemi superiormente illimitati, si ha che ogni insieme di numeri reali & dotato
di estremo superiore, finito o infinito.

Sia ora f una funzione continua su [4,b] e poniamo

A= sup f(x);

z[a,b)

dividiamo lintervallo [a,b] in due parti uguali [a,c] € [¢,b] tramite il punto medio ¢
e osserviamo che per uno almeno di essi I'estremo superiore ivi assunto dalla f deve
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essere uguale ad A®), Si prenda in considerazione tale intervallo {assumendo quello di
sinistra se entrambi soddisfano la condizione) e si iteri il procedimento.

3i determina in questo modo a ogni passo n = 1,2, ... un intervallo chiuso I, di
ampiezza (b — a}/2", contenuto nei precedenti e tale che

sup f(x) = sup f{z) = A.
In {e.b]

Per una ben nota proprietd dei numeri reali (vedi Appendice), esiste un unico punto z,
che appartiene a tutti gli I,.
Si deve avere

A< oo, flza) = A4; (4.31)

infatti, dato un numero £ > 0 dalla continuita di f si deduce che in un opportuno
intorno di xg

f@) < flzo) + &,

dunque f & limitata su uno degli intervalli I, e f{zo) +< maggiora i valori assunti da f
su f,,: in altre parole

flzg) € A < flzo) + €. (4.32)

S5i ottiene subito allora che A < +o0c; ma siccome & & arbitrario, si ricava anche che
f(zo) = A e dunque z; & punto di massimo per f su [a,}].
Analogamente si dimostra che f & dotata di minimo su [a,b]. [}

L’esempio visto sopra della funzione f(x) = 1/z mostra che le ipotesi del teorema di
Weierstrass non possono essere indebolite. Gli intervalli chiusi [a,5] della retta sono casi
molto particolari di insiemi £ che in linguaggio “modernc” si definiscono compaiii per
successioni o in breve compatti, intendendo con guesto che da ogni successione di C si
pud estrarre una sottosuccessione convergente. Il teorema di Weierstrass vale in generale
per funzioni continue sui compatti.

Il risultato seguente, invece, fa uso di un’altra proprietd degli intervslli della retta
reale: la connessione.

TEOREMA 4.17 (di esistenza degli zeri). Sia f una funzione continua in [a,b] tale che
f(a) <0, f(b) > 0; esiste allora (almeno) un punto zy in {(a,b) tale che f{zy) = 0.

DIMOSTRAZIONE  Anche in questo caso usiamo il metodo di bisezione: dividiamo [, b]
in due parti uguali [e,c], [¢,b].Se f{¢) =0 si ha la tesi, altrimenti prendiamo in con-
siderazione, dei due intervalli, quello per cui agli estremi la funzione ha valori di segno
discorde. Iterando il procedimento, si costruisce a ogni passo un intervalio che al passo
n-esimo ha ampiezza (b—a) /2", & contenute nei precedenti ed & tale che ai suoi estremi
la funzione ha segni opposti. Se in uno dei punti di suddivisione si trova f{c} =0l
procedimento ha termine dopo un numerb finito di passi; altrimenti viene generata una
successione di intervalli chiusi aventi un unico punto zp in comune. Risulta f(zg) =0

(3nfatti se A1 = sup f{z), A2 = sup f(z) e se A = +oo deve, ovviamente, essere A1 = +co oppure
{a,e] c,b

Ay = +oo. Seinvece A < oo siha Ay € A, A2 € A e A € max[A;,As] perché max[A4;,42] & un

maggiorante dell’insieme dei valori assunti da f sull’intero intervallo [e,b]; dunque 4 = max[A;,As)]

ed & uguale (almenec) a uno dei due.
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perché, se, per esempio fosse f(xq) > 0, per il tecrema della permanenza del segno
(Proposizione 4.6{d)) esisterebbe un intorno di xp ove f & positiva, ma cio sarebbe in
contraddizione con la definizione degli intervalli. O

La dimostrazione pud essere riassunta nel seguente diagramma a blocchi

a+b
A = A
=73
R G
a:=¢ h:=¢
NO
NO
- fibY  fie) >0 SI >

Se si vuole porre il procedimento in forma algoritmica, in modo che termini dopo un
numero finito di passi, bastera fornire la precisione richiesta e introdurre nel diagramma
i seguenti controlli,

Vi sono tuttavia metodi pin efficienti per la determinazione degli zeri delle funzioni.

TEOREMA 4.18 {di esistenze dei valori intermedi). Sia f una funzione continua sull'in-
tervallo [e,b]: allora essa assume tutti i valori compresi fra il suo minimo m e il suo
massimo M su [a,b]. L’'immagine di f & dunque Fintervallo chiuso [m,M)].

DIMOSTRAZIONE  Sia ¢ un punto ove f{x) assume il valore minimo m e sia d un punto
ove f assume il suo valore massimo M. Sisupponga, per fissare le idee, che risulti ¢ < d;
sia € un numero compreso fra m e M; la funzione f(z) — £ & continua sull'intervallo
[¢.d], contenuto in [a,b], ed & negativa nel primo estremo, positiva nel secondo. Dal
teorema precedente st deduce allora che esiste zg € [c,d] tale che f{xg) — & = 0, cioe

flzo) = ¢&. O
ESERCIZI

4.3.1 Provare che esiste un numero zg con 0 << g < 1 in cui si annulla la funzicne
flz) = e* —senzx — 3z.

4.3.2 Provare che ’equazione 32 — 8z% + 2 + 3 = 0 ha una radice negativa, una in
(0,1) e una terza maggiore di uno.
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4.3.3

4.3.4

4.3.5

4.3.6

4.3.7

4.3.8

4.3.9

4.3.10

4.3.11

Verificare che l'equazione senz + x = 3 ha una sola soluzione in [0,x/4] e
individuare il numero n di passi necessari per trovare, col metodo di bisezione,
tale radice con un errore minore di 1075.

Si dimostri che ogni polinomio di grado dispari ha almeno una radice reale.

Individuare dominic e immagine delle funzioni

2?41 _ x?
T2 1’

flx)=e*"; flz) =senvx; f{z)y=+/senz.

f(z) : Fflz) = sen(e™);

Data la funzione y = tg x, sapendo che f(F)=1e f(3m) = -1, & vero che vi
¢ una z in [,37] tale che sia f{x) = 07

Individuare i valori del parametro k per cui le seguenti equazioni ammettono
una 0 pil soluzioni

(a) ¥-z—1=k;
r? —2x+2

(b) 2 gy =

(c) z? - k(x+1)=0.

Se una funzione f(x} non & definita in un certo punto xy ma & possibile definirla
ivi opportunamente in modo da renderla continua, si dice che in zy la funzione
ha una discontinuité eliminabile. Eliminare le discontinuitd nelle seguenti
funzioni:

1—cosz In{1+2)
@ TSRy 2R
1 e —e %
{c) 1—=xsen o (d) .

2
zésen — .
(e) z°s L

Ricordando I'Egercizio 4.1.16, dimostrare che, dato qualunque poligono e una
qualsivoglia direzione, esiste una retta che ha questa direzione e dimezza 'area
del poligono.

Data una retta ax + by + ¢ = 0 non passante per l'origine, sia F; l'intersezione
con la semiretta uscente dall’origine che forma un angolo ¢ con il semiasse
positivo delle ascisse. Provare che la funzione f(t) = OF; ¢ continua in un
opportuno intervallo (£1,£2).

Dato un poligono convesso si dimostri che, comunque si fissi un punto A
del suo perimetro diverso dai vertici, & sempre possibile trovare ua triangolo
equilatero con un vertice in A inscritto nel poligono stesso. (Si usi il risultato
dell’esercizio precedente).
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4.3.12 Si supponga che la temperatura all’equatore sia, a un dato istante, funzione
continua della longitudine. Si dimostri che vi sono infinite coppie di localita
sull’'equatore che hanno la stessa temperatura e che una almeno di tali coppie
& formata da localitd agli antipodi.

4.4 Regole di derivazione

Come si & visto nel Paragrafo 3.2 la derivazione € una operazione che “produce” funzioni
da altre funzioni. In questo paragrafo studieremo il comportamento della derivazione
rispetto alle operazioni algebriche, alla composizione di funzioni e al passaggio alla
funzione inversa; come si vedra le regole sono cosi semplici e immediate da consentire
di esprimere, tramite formule esplicite, le derivate di funzioni anche molto complesse.
Per ogni funzione f definita in un intorno di un dato punto x si pone

flz+h) - flz) .
— h#0;

ricordiamo che la derivata di f nel punto = &, se esiste, il limite per & — 0 del rapporto
incrementale R¢(h):

Ry(h) =

, + k) — f(z)
! — l f (.‘Z' .

file) = lim s

PROPOSIZIONE 4.1% Se f e g sono due funzioni derivabili nei punti z di un intervallo {(a.b),

allora f + g, f - g sono derivabili; se inoltre g(x) # 0 anche le funzioni 1/g e f/g sono
derivabili e valgono le formule seguenti

(a} (Ff+9)(x)= fl{z)+g'(x),
(b) (fg)(z) = f'{z)g(z) + f(x)g' (=),
(c) (1/gY (=) = —g'(z)/lg(z)})?,

f " F@)glx) - flz)g' (x)
@ (g) (@)= [9(z)]? '

DIMOSTRAZIONE La (a) & una ovvia conseguenza della Proposizione 4.7(a} e d’altra
parte & gia stata dimostrata nell'Esempic 3.20 (d). Proviamo la {(b). Sew = f-g si ha

w(z +h) —w(x) = flz+h)gle +h) — f(z)g(x) =
= glz+h){f(z+ R} — f@)] + Flz}g{z + h) — 9(z)]
e, dividendo per h

Ru(h) = glw + h)Rs(R) + f(x)Ry(h) . (4.33)

Poiché g & derivabile essa & anche continua e, dunque, per & — 0si ha g{z + h) — g{x).
Passando al limite nella {(4.33) si ottiene la tesi.
Sia ora w = 1/g e si supponga ¢g(x) # 0. Per la proprieta di permanenza del segno

{Proposizione 4.6(d)) se h & piccelo a sufficienza si avra |glz + /)| > @ > 0. Dunque

la funzione w(xr + h) & definita in un intorno di A =0 e si ha

IR AU S B
Rulh) = R [g(:r—i—h) g{:z:)] g{z)g(= + h)
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g'(x)

e per la continuita della funzione g si avra lim Ru(h) = — =,
per la con fone g stavid fing B (h) = ~ oty

La (d) si ottiene poi da (b} e da (¢} considerando
1
i - f . (—) ,
g g

P @) == + () [(;) (m)] _

g(x)
— f.’(ﬂ:) — f{ﬂ:) g’(..":) — f’(m)g(I) - f(:c)g’{:r}
g(=) [o(x)]2 O ‘ U

infatti

(5 e

ESEMPI 4.20 (a) Se f(z) = ™", n intero positivo, z # 0, si ha

_nxn.—l L
fz)= el n-t (4.34)

(b} Se f(z) = e*(x* + 3z), per ogni x si ha
filz) = e®(z® + 32) + (22 + 3) = e%(2? + 5z + 3).

(c) Se flz) =tgzx = iir;: e 7 & diverso da 5 +2kw con & intero allora (si veda (4.17))

f’(a’:) - D (sen :c) _ COSY - COSYL + 8en & -5en & _
COS T cos? &
1 ) _
= oz 14+ tg%x. {4.35)

OSSERVAZIONE 421 La (a) della precedente Proposizione si estende a un numerco n di addendi:

(Z fi) (x) = Zf:(s:),

cosi anche la (b) =i estende a n fattori:

(f;-fg-...fn)’(z):Z(fl-fg.“-f:-...fn)(z).

PROPOSIZIONE 4.22 ( Derivata della funzione composta). Se f & uua funzione definita su
{a,b) derivabile in z € (a,b} e g & una funzione definita su (¢,d} derivabile in un punio
y € (¢,d) ove y = f(z), allora la funzione composta w = go f & derivabile nel punto x
e risulta

w'(z) =g'(f(2) - f(=). (4.36)
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DIMOSTRAZIONE  Posto k& = f(xz+h)— f{z), k ¢ infinitesimo con A {Proposizione 3.19);
poiché g & derivabile nel punto ¥ si ha

gly + kY — gly) = kg'(v) + kn(k) {4.37)

ove n{k) & un infinitesimo con k e dunque anche con h (Proposizione 3.15(d)). Ma
siccome f & derivabile in x

.k .
dividendo allora la (4.37) per h, tenendo conto che y + k& = f{x 4 k), sl ottiene

gflz+ h)}z —9(f()) _ %[g'(f(x]) + (k)]

e passandc al limite per £ — 0 si ha la tesi. O

La formula (4.36) diviene particolarmente espressiva usando la notazione di Leib-
niz per le derivate. Se w = g(y) e y = f{x) si pud scrivere

do_dv dy
der dy dz’

{come se si potesse semplificare per dy!).

ESEMPI 4.23 (a) Se w(z) = (sen x)? si avra w'(z) = 2 sen « - cos .
(b) Se w(z) = e allora w'{(z) = e~ - (—2z).
{¢) Se w(z) = {sen cosz?)~2 allora ¢’ (z) = —2(sen cosz®)~3-coscosx>-{— sen z3)-322,

PROPOSIZIONE 424 (Derivaia della funzione inversa). Sia f una funzione strettamente
monotona {crescente o decrescente, Definizione 3.4, pag. 93} in (a.b), derivabile con
f/(z) # 6. Allora la funzione inversa z = g(y) = f~'(y) & derivabile e si ha

,( )_ 1 _ 1
TV = @ T Pl

DIMOSTRAZIONE  Sia [e,d] un intervallo chiuso contenuto in (a,h). La funzione f(z)
essendo derivabile & continua in [e,d] e dungue assume tatti 1 valori compresi fra il suo
minimo e il suo massimo (Teorema 4.18). Siccome f & monotona (si supponga, per
esempio, crescente), tali valori sono f{c) e f(d). A ogni numerc y compreso fra f(c)
e f(d) risulta cosi associato un unico punto z di [c,d], * = g(y), dunque la funzione
inversa g (che pud essere anche denotata con f~1} & definita su tutto I'intervallo [f(c),
f(d)]. Proviamo che tale funzione & continua.

Sia yp € (f(c), f(d)) e sia zo = g{yo); sceltoe > 0inmodoche c Lz — s < Tp +£ £
d ma per il resto arbitrario, a causa della monotonia di f, per tutti gli g tali che
flro—e) <y < flzo+¢) siha lg{y) — g(yo)| < ¢ il che prova la continuita di g in yy.
Con lievi modifiche, la dimostrazione si adatta al caso in cui gy = f(c) o yo = f(d).
Le relazioni y = f(x), @ = g(y} sono equivalenti e sono rappresentate nel piano z, y
dal medesimo grafico: i punti (z,y) per i quali y = f(z) sonc esattamente gli stessi per

(4.38)
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sl
D = —
I
b -~ ————— - |
[ 1
B | t
(I [
- - [ [
[ T I
Jlo) ¢ oo I
I S I
N T I
' N - . e Fn (N
T - ! ra
ac Xg-¢ Xo Xo+e b
Figura 4.17 Continuitd della funzione Figura 4.18 Funzioni inverse.
inversa.

iquali z = g{y). Se si vuol rappresentare la funzione g nel modo tradizionale, come
y = g{z), occorre scambiare fra loro il ruole di z e di ¥ € dunque il grafico di ¥ = g{z)
si ricava dal grafico di y = f(z) tramite una riflessione rispetto alla retta y = z. Nella
Figura 4.18 sono rappresentati i grafici della funzione f{z) = x? per = 2 0 e della sua
funzione inversa g{z) = /z, z = 0.

La proprietd (4.38) che stiamo dimostrando ha una immediata interpretazione geo-
metrica in termini di rette tangenti al grafici delle dune funzioni f e g. Siccome i due
grafici sono simmetrici rispetto alla retta y = « i triangoli ABC e A'B'C (Figura 4.19)
sono congruenti e quindi, il coefficiente angolare della retta per 4 e B & k/h mentre, il
coefliciente angolare della retta per A' e B’ & h/k. Facendo tendere & a zero anche h
tende a zero, perché abbiamo appena dimostrato che la funzione inversa g & continua;
la secante A’B’ “tende” alla tangente in A° al grafico di g ¢ la secante AB *“tende” alla

tangente in A al grafico di f: di qui la formula ¢'(y) = 1/ f{z).

Figura 4.19 Derivata della funzione inversa, & = f{x + k) — f(z), b = gy + k) — g{y)-




168 Capitolo 4

Piu formalmente: se y = f(z)ey+k=fz+h)sihaz=g(y),xc+h=gly+k) e

gly+,) —gly) _ h _ 1 _
k flat+h) = flz) flzt+h) - flz)’
i

passando al limite per & — 0 in base alla continuita di g si ha che A — 0, da cui
la (4.38). O

ESEMPI 4.25 (a) La funzione f(x) = z2, x > 0, ha derivata positiva per ogni > 0;
la sua funzione inversa & la funzione g(y) = ,/¥. Dalla precedente proposizione segue
allora

'(y) = 1 1
T =% T A
(b} La funzione £ — Inz & la funzione inversa della funzione esponenziale y — e¥ ed
& definita per ogni z > 0. La derivata di €¥ & la funzione stessa ed &, dunque, sempre
diversa da zero. Si ha allora (si noti che abbiamo scambiato il ruclo di z e di y)

perogni y> 0.

D]JlI:L=i=-}:-. x>0,
Diev) e x’

risultato gia ottenuto nella Proposizione 4.11. Si osservi che, in generale, la funzione
x — In |z| definita per z # 0 & derivabile e
1
D]n|$|=5, z#0; (4.39)
basta osservare che per z < 0 si ha In|z| = In(—2z)} e applicare la Proposizione 4.22.
{c¢) Per 2 > 0 e & reale qualunque si pone {si veda anche la Definizione 4.13)
z% = e¥inz x> 0.

Si pud ora calcolare la derivata della funzione f(x) = z%, usufruendo della formula di
derivazione della funzione composta:

.D(.?Ia) — D(ealnm) — e(zlnxg — amrx—l ,
x
formula che estende proprietd gid note per o intero (ma si osservi che, per a reale
gualunque, z® & definita solo per = > 0).

(d) Sia f(r) = sen x ristretta a [~Z%,5]; f & una funzione strettamente crescente;
dunque invertibile; la sua inversa & definita in [—1, 1], si chiama arcoseno e si indica

con arc sen. Si ha f'(z) =cosz =+/1—sen?x = /1 -~ 3% # 0 se Jy| < 1 e guindi

1 1
Darcseny = = , byl < 1.

friz) 1—22
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In modo analogo si definiscono le funzioni arccos, arctg come inverse delle funzioni
cos e tg ristrette, rispettivamente, a [0,7] e a (—7/2, 7/2) e si verifica che

-1
Darceosy = ——, yl <1,
— . I
Darct !
T = .
&Y T 1T

Concludiamo 1! paragrafo con una tabella di derivate di alcune funzioni elementari,

Tabella 4.1
fla) fz) | fl=) J(z)
2, o intero ar® 1T | z% o qualunque, >0 az® !
1
a®,a>0 a*lna |log,z,a>0,a#1 zloga
sen & cos L COSZ —sen r
1
tg @, x # % + kx o2 | Hcsen x| <1 —1—\/%
-1 1
arccosa, |x] <1 Wi arc tg x T 22
ESERCIZI
4.4.1 Calcolare le derivate delle seguenti funzioni
(a) z*—5z® +22% — 22, (b} z*+(1/2%),
1
(©) FB8+2+2%), (d) VT+s,
(e) ($3—6$2+3)/6, (f) _?x‘i(ﬁ)g:
(1- )@ +1)
@ (VB +(J37, ) Gosierd)
. (x4 23z 1) Jr—1
Wwrey e 4 1 T -
o sl U=y
; 1
(m) (2% + 4z2)3, (n) 1+ i
—x

4.4.2 Data la funzione y = {z? — 4)(x + 3), trovare:
a) la derivata della funzione,
b} la pendenza delle rette tangenti alla curvainz = —-lex =3,
c) l'equazione delle rette normali alla curvain e = —-lez =3.
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4.4.3

4.4.4

4.4.5

4.4.6

4.4.7

4.4.8
4.4.9

4.4.10
4.4.11

4.4.12

4.4.13

Data la funzione y = z/(2 — 2), trovare:

a) ta derivata della funzione,

b) la pendenza della retta tangente alla curva in z = 1,
c) 'equazione della retta tangente alla curva in = = 1,
d) ’equazione della retta normale alla curva in z = 1.

Trovare le equazioni delle rette tangente e normale alla curva di equazione
¥ = o — 1 nel punto di ascissa x = 1.

Determinare 'angolo formato dalle tangenti alle curve di equazioni y = 1+1Inz,
y= % nel loro punto di intersezione.

Mostrare che le iperboli @y = a? e ©% — y2 = I? si intersecano perpendicolar-
mente.

Dimostrare che tutte le corde della parabola di equazione y = ax? che sono
viste dal vertice sotto un angola retto appartengono a rette concorrenti in un
punto.

Trovare 'equazione della retta tangente alla curva +/x + V=4inr=1.

Trovare le derivate delle funzioni:

9 1
tg? i, tgx + . (x+vVz)—=,
COST N
2
rlnx —x, In“x, e*cosx,
e’ /cosx, cose” sen o,
lnsenz, senlnz, cotg 2,
f 1+senx
es{:n:r: , 1 + \/E \ -
1 —senx
V1+senz, arcsin(2 — ), arctan —— .
-
v —1 QF sen Insenz
nr ° ' cos

Usando l'identita = = e"#(z > 0), caleolare la derivata di f(z) = z°.

Calcolare le derivate delle funzioni seguenti
(1/x)ees=, (arctan :1:)“’2"'1 . (Inz)'*= (senzx}®
(lnz)®,  (2z)*°%, (14 1/2)%

Dire se le funzioni e~ z- | x|, | z-senz |, # | # — 1 | sono contime per z = 0
e se sono ivi derivabili.

La derivata di una funzione che descrive la dipendenza dal tempo (o da al-
tra variabile) di certe grandezze geometriche, meccaniche o di altra natura si
chiama sovente “fasso di varigzione” della grandezza stessa.

{a) Provare che il tassc di variazione del volume di una sfera rispetto al raggio
& uguale all’area della sua superficie.
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4.4.14

4.4.15

4.4.16

4.4.17

4.4.18

4.4.19

4.4.20

(b} Il volume di una palla di neve decresce con una velocitd proporzionale
all'area della sua superficie. Sapendo che in un'ora il volume della palla si &
dimezzato st dica quanto tempo impiega la palla per fondere completamente.

[Si supponga che la forma della palla sia in ogni istante sferica.

{¢) Il raggio di un pallone sferico anmenta al tasso di 1/2 em al minuto (dr /dt =
1/2). Sapendo che la dipendenza del volume dal raggio & V' = mr"j, calcolare
la variazione del volume in funzione del tempo quando il rdggzo e 15 em.

{(d) Una colonia di baiteri cresce secondo la legge

N =50vt+ 16 + 500

dove ¢ & il tempe misurato in ore e IV & il numero di batteri presente all’istante £,

Dopo quante ore dall’istante iniziale £ = 0 il tasso di crescita dei batteri si &
dimezzato?

Un aereo sta percorrendo, con velocitd costante, una traiettoria rettilinea che
dista 7000 metri da un radiofaro. Nel momento in cui la distanza dell’aereo
dal radiofarc & di 25 km, tale distanza aumenta di 180 m al secondo. Dire
qual &, in km/h, la velocita dell’aereo.

Provare che le funzioni f(z) = vz? — 1,z > 1,e g(y) = vV¥2> + 1, y > 0, sono
I'una l'inversa dell’altra. Calcolare f/, ¢’ e verificare che f'(z) = f'(g(y)) =

1/¢'(y) e che g'(y) = ¢'(f(z)) = 1/ (=),

Verificare che la funzione 3z +1n x & strettamente crescente. Detta g la funzione
inversa, calcolare ¢'(3).

Verificare che la funzione y = 12% — zlnx & invertibile sul suo dominio di
definizione.

Studiare dominio, immagine e invertibilitd delle funzioni seguenti e scriverne
le funzioni inverse

(a) y:arccosll , (b} y:\/m_

— &

Disegnare i grafici di f(x) = sen(arcsinz) e f{x) = arcsin(sen z).

Provare che

: T
(a) arcsinz + arccosx = o ber —1<z<1

1
(b) arctanx + arctan — & uguale a % per x >0, a —7w/2 per ¢ < 0.
x
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4.4.21 In un triangolo i lati @ e b sono di lunghezza fissata; detti o4,y gli angoli
rispettivamente opposti ai lati a, b, ¢ sl provino le seguenti relazioni:

o
— = asenfd; ¢— = —acosf.

[Si utilizzino il teorema di Carnot e il teorema dei seni.)

4.4.22 (Formula di Leibniz) Se f e ¢ sono funzioni derivabili n volte, posto w(x) =
F(x)g{z) si provi che

-]
k3

W@ = 3 (1) 7 @),

r=0

4.4.23 Sia f(z) = x + sen®z. Trovare i punti del grafico nei quali la tangente &
parallela alla retta y = .

4.5 Studio del grafico di una funzione

Esporremo ora alcuni importanti risultati del calcolo differenziale, i quali mostrane
come la nozione di derivata possa essere utile nello studio delle proprieta qualitative e
quantitative delle funzioni.

MASSIMI E MINIML, STUDIO LOCALE DEL GRAFICO

Una delle applicazioni pit importanti del calcolo differenziale consiste nella ricerca dei
massimi € dei minimi delle funzioni. Studiamo dapprima le proprieta “locali”, ciog il
comportamento qualitativo in una funzione in un intorno del punto in esame.

Se f & una funzione derivabile, un punto ¢ tale che f'(c} = 0 si dice punto eritico
o punio stazionario per la funzione f. Poiché in un punto critico la derivata & zero
la retta tangente al grafico & parallela all’asse z. La Figura 4.20 mostra tre esempi di
questa situazione,

/N

Figura 4.20 Punti critici.
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1l primo esempio & quello di una funzione, quale f{z) = z°, il cui grafico “attraversa”
nel punto critico la tangente; negli altri esempi la funzione ha nn “minimo” o un
“massimo” nel punto critico. Formalizziamo ora queste situazioni.

DEFINIZIONE 426 Una funzione f ha un massimo relative in un punto ¢ interno al suo
insieme di definizione se vi &€ un intorno V = (¢ — o, ¢ + o) di ¢, tale che

flxy € fle) perogni zeV. (4.40)

Si dice poi che f & crescente nel punto c se vi & un suo intorno V = (e — o, ¢+ o), tale
che

flxy< fleyperc—o <z <c,
i (4.41)
fFlay>flapere<a<eto.

In modo analogo si definiscono 1 minimi relativi e i punti ove f & decrescente.

X [ 2 L e — [N
rd T ' T > 1 >

Figura 4.21 Punti di massimo relative, di minimo relativo, di crescenza e decrescenza.

81 noti che la condizione di crescenza (4.41) equivale alla positivitd del rapporto incre-
mentale

Ry = Je W =10

in modo analogo si ha la condizione di decrescenza

>0, perO<|h]<o; {1.42)

R(h}) <0, per O0<lh|<o. {4.43)

E chiaro allora che se f & derivabile nel punto ¢ il comportamento locale del suo grafico
& strettamente legato al segno della sua derivata.

PROPOSIZIONE 427 Sia f una funzione derivabile in un punto ¢ interno al suo insieme di
definizione.

(a) Se f'(c) > O allora f & crescente in c (se invece f'(c} < 0 allora f & decrescente
in ¢). _
(b) Se f & crescente in ¢ allora f'{c) 2 0 (se f & decrescente in ¢ allora f'(c) < 0).

{c) Se f ha in c un massimo oppure un minimo relativo allora ¢ & punto critico per f,
ciod f'(e) =1
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DIMOSTRAZIONE {a) Ponendo A = f'{c), dalla definizione di derivata si ha che per |h|
sufficientemente piccolo si ha

A
|R(h) — Al = R(R) = f{o)l < 5.
che implica

AA
R(h) > A 5= 73 >0.
La tesi segue allora dalla (4.42). La dimostrazionc nel caso f'(c) < 0 & identica.
(b} Se fosse f'(c) < 0 allora, per la parte gia dimostrata, la funzione f sarebbe decre-
scente in c.
(¢) Non pud risultare né f'(c) > 0 né f{c) < 3 perché in tali casi f sarebbe crescente
o decrescente in ¢. Necessariamente quindi f/(¢) = 0. 0

$i rammenti che in un punto critico una funzione put essere crescente (si pensi all’e-
sempio f(z) = x*, incontrato prima), oppure decrescente (per esempio f(x) = —z2%,
sempre per z = 0}, cosicché dalla sola informazione f'(c¢) = 0 non si pud dedurre
alcunché sul comportamento di f in ¢. Pud addirittura capitare che sia f{¢) =0, ma
in ¢ la funzione f non sia né crescente, né decrescente e neppure abbia in ¢ massimo o
minimo relativo. Si tenga inoltre presente che una funzicne pud avere un massimo o un

minimo relativo in un punto nel quale non & derivabile (per esempio, f(z) = 1 — z%/3).

MASSIMI E MINIMI, STUDIO GLOBALE

Per studiare le proprieta globali del grafico di una funzione derivabile in un intervallo,
risulteranno molto utili i teoremi sulle funzioni continue, descritti nel Paragrafo 4.3, e
in particolare il teorema di Weierstrass.

Ricordiamo che se f & una funzione definita su un intervallo chiuso {a.b], un punto ¢
di [a.b] viene detto di massimo assoluto per f in [a,b] se

flz) € f(e) perogni =z dilab]. (4.44)
La funzione f si dice poi erescente in [a,b] se
flx1) € f(xz2) per ogni coppia  z1,22 di ja,b] con 21 < 2a; (4.45)
e si dice strettamente crescente in [a,b] se in luogo di (4.45) si ha
f{z1) < flzs) perogni coppla x1,x2 di[a,b] con @ <@z,

S5i definiscono in modo analogoe i punti di ménémo assoluto, la decrescenza e la decrescen-
za stretta. Le funzioni crescenti oppure decrescenti in un intervalle si dicono monotone.
Si noti la differenza fra queste nozioni e quelle descritte nella Definizione 4.26.

Esponiamo ora una importante conseguenza del teorema di Weierstrass.

TEOREMA 428 (di Rolle). Se f & una funzione derivabile in [a,b] tale che f{a) = f(b),
allora vi @ in (a,b) almeno un punto £ in cui la derivata di f st annulial®),

4}Qui e nel seguito si assume, per motivi di semplicith espositiva, I'ipotesi di derivabilitd di f nel-
Fintervallo chiuso [e,b] anche quando la derivabilitd agli estremi dell’intervallo non & necessaria.
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DIMOSTRAZIONE  La funzione f & continua in [e,b] e guindi assume, in tale intervallo,
un valore massimo M e un valore minimo m. Se entrambi tali valori sono assunti agli
estremi di [a,b] risulta m = M = f{a) = f(b), dunque f & costante e la derivata &
nulla in ogni punto dell’intervallo. In caso contrario esiste un punto £ interno che & di
massimo oppure di minimo; dalla Proposizione 4.27(¢) segue allora /(&) = 0. ]

Sy b= T NG - -

I
1
1
i
I
1

o
Sla)y=f(b) Ha) t

T

'y

[l

I
1
I
1
4
a

H
'
'
)
5.

b

Bp----
T o o=

Figura 4.22 Teoremi di Rolle e di Lagrange.

La Figura 4.22 mostra la facile interpretazione geometrica del teorema di Rolle: se
fla) = f(b) vi & un punto £ in (a,b) tale che la retta tangente al grafico di f in £ &
orizzontale (quindi parallela alla retta per i punti (a,f{a)) e (b,f(b)).

La stessa figura lascia allora intuire la possibilith che questa proprietd continui
a sussistere anche quande f(a) # f(b} e che vi sia (almeno) un punto £ tale che la
tangente al grafico di f nel punto di ascissa £ risulti parallela alla “secante™ per (a,f(a))
e (b, f(b)). Infatti:

TEOREMA 429 (del walor medio, o di Lagrenge). Sia f una funzione derivabile in [a,b];
esiste allora £ € (a,b) tale che

f(b} — fla) = f'(&)b-a}. (4.46)

DIMOSTRAZIONE La Figura 4.22 mostra come ci si possa ricondurre al teorema di
Rolle: bastera sottrarre a f la funzione lineare rappresentata daila retta per {o,f(a)),
(b,f(B)), ciot la funzione

m—+f(a}+($—a)%(£l.

Posto, cosi,

g{x) = flz) - fla) — (z - a)f_(b;_:i_(a_)

si ha g(a) = ¢g(b) = 0, quindi, per il teorema di Rolle, vi & £ € (a,b) tale che g'{€) = 0.
Poiché

k]

g = ey - TO1D

il punto £ verifica la (4.46). O



176  Capitelo 4

Dal teorema del valor medio si ottiene il seguente risultato, utile nel determinare il
comportarmento qualitativo delle funzioni.

PROPOSIZIONE 430 Sia f una funzione derivabile in [2,b]; se per ogni = € (a,b) si ha

f{x) 20 allora f & crescente in [a,d],

fl{x) > 0 allora f & strettamente crescente in [a,}],
f'{z) €0 allora f & decrescente in [a.b],

f'(x) <0 allora f 2 strettamente decrescente in [a,b],
fllz)=0 allora f & costante in [a,b].

DIMOSTRAZIONE Siano a < o1 < x2 < b; applicando il teorema del valor medio alla
funzione f sull’intervallo [zy,%2] si ricava che esiste £ € {(&1,22) tale che

flxa) — fl21) = f(E) @2 — =1);

da questa equazione, mei vari casi, segue la tesi. L'ultima proprietd era gia stata
ottenuta nel Teorema 3.27, pag. 117. |

Altre conseguenze del teprema del valor medio, di dimostrazione immediata, sono le
seguenti.

PROPOSIZIONE 431 Se f & derivabile in [a,b] allora:

(a) se ¢ & un punto critico interno ad [a,b] e in ¢ la funzione f'{(x) cambia segno
(ciod f'(x) ha segni discordi in un intorno destro e in un intorno sinistro di ¢) allora ¢
& punto di massimo oppure di minimo relativo per f.

(b) I punti di massimo e di minimo assoluti di f in [a,b] sono o estremi dell’inter-
vallo stesso oppure punti critici di f.

ALCUNE APPLICAZIONI

ESEMPIOQ 4.32 (Legge della riflessione). Con una semplice argomentazione di geome-
tria elementare si riesce a dimostrare che, nella riflessione tramite uno specchio piano,
i roggi incidente e riflesso formanc lo stesso angole con la perpendicolare allo specchio.
La dimostrazione & basata sul cosiddetto principie di Fermeat: in un gqualungue mezzo i
camamino di un raggio di luce & determinato dolla condizione che il tempo di percorren-
za del cammino stesso sia minimo. Essa & schematizzata nella Figura 4.23: gualungue
altro percorso PAQ & pili lungo di PRQ ove R & l'intersezione con lo specchio della
congiungente (2 con il punto P’ simmetrico di P.

Se perd lo specchio non & piano ma curvo, la geometria elementare non & pit di aleun
aluto e per dimostrare la legge della riflessione (che rimane inalterata) serve il caleolo
differenziale. Sia R il punto di riflessione (Figura 4.24}; si scelga un sistema di riferimento
cartesiano che ahbia lorigine in R e 'asse & tangente allo specchio nel punto K. Rispetto
a tale sistema di coordinate lo specchio avra un’equazione del tipo y = f(x) con f(0) =0
e f/(0) = 0. Se A 2 il punto dello specchio che corrisponde all’ascissa =, in base al






