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Smiley: – E così sei un matematico. Mai incontrato uno in vita mia.  E dimmi, cosa fa un matematico? Calcoli con numeri di tante cifre?

Norman: – No di certo! Saranno anni che non faccio conti più complicati di quelli della spesa…

Lazarus: – Di cosa ti occupi, allora?

Norman: – Beh, principalmente di sistemi dinamici caotici.
Smiley: – Di che?

Norman: – Vediamo come posso spiegarmi… un sistema dinamico è un qualunque tipo di struttura, di organizzazione, che cambia nel tempo secondo regole ben precise, dando origine a comportamenti complessi.
Lazarus: ​ – Per esempio?

Norman: – Quasi qualunque cosa: un insieme di particelle subatomiche, la borsa valori, una colonia di conigli, un gruppo di uomini e donne in un ambiente ristretto…

Smiley: – Non so se il mio rapporto con le donne sia quella cosa lì, ma certo è caotico. Anzi, è proprio un bel casino.

Norman: – Non tutti i sistemi dinamici sono caotici, anzi. Perché lo siano devono soddisfare alcune condizioni. Per esempio, la transitività topologica. 
Smiley: – Transiche…?

Norman: – Vuol dire che partendo da qualsiasi punto di un sistema caotico e aspettando abbastanza si arriva vicino a qualsiasi altro punto.

Smiley: – Cioè se la mia vita fosse davvero quella cosa, andando in giro prima o poi incontrerei tutte le donne che mi interessano?

Norman: – È ancora meglio: passeranno prima o poi tutte dalle tue parti anche se resti fermo dove sei!

Smiley: – Grandioso! Non mi lamenterò più del disordine.

Norman: – Sfortunatamente c’è un problema. Un sistema caotico è sensibile alle condizioni iniziali: azioni anche minimamente differenti hanno effetti catastroficamente diversi. In altre parole, il nostro Smiley, nel suo sistema caotico, deve stare molto attento: una sola mossa sbagliata e qualunque donna gli possa piacere sarà perduta per sempre.

Smiley: – Lo sapevo che c’era una fregatura da qualche parte.

Lazarus: – Detta così, però, non vedo la differenza tra un sistema caotico e uno casuale, in cui tutto proceda a casaccio, senza regole.

Norman: – Hai perfettamente ragione: quanto ho detto finora vale anche per un sistema casuale, che però è un’altra cosa. Un sistema caotico non è casuale, anzi. Contiene sempre un nucleo di regolarità, qualcosa di stabile, di certo, su cui si può fare affidamento.

Smiley: – Proprio come me: se una bella donna passa vicino a noi taxisti, puoi star certo che la tacchino io!

Norman: – Infine, in un sistema caotico ci sono degli invarianti: numeri che si ripetono più volte e non cambiano mai, qualunque catastrofe subisca il sistema.

Lazarus: – Catastrofe?

Norman: – È il termine tecnico che indica un mutamento nel comportamento del sistema, mutamento che però non tocca lo “Smiley” in questione e non modifica il valore degli invarianti.

Lazarus: – Infatti le donne Smiley le cerca sempre con le stesse misure, qualunque cosa succeda…

Smiley: – Va bene, va bene, a me piacciono un po’ in carne, e allora?

Questo dialogo (tratto da [1]) introduce, con metafore forse ardite ma sostanzialmente corrette, l’argomento di questo articolo: i sistemi dinamici. Si tratta di una branca della matematica prepotentemente sviluppatasi negli ultimi cinquant’anni, anche se le sue radici risalgono alla fine dell’Ottocento. A dire il vero, più che di un nuovo campo di studi si dovrebbe parlare di un nuovo modo di guardare a problemi e oggetti preesistenti, un diverso punto di vista che ha originato un nuovo genere di domande (e di risposte!) su argomenti anche classici. Non a caso, si tratta di un campo intrinsecamente interdisciplinare: per studiare i sistemi dinamici sono utilizzate tecniche sviluppate nei campi più disparati, dalla teoria dei numeri alla fisica matematica, dalla geometria algebrica alla probabilità e a tutta l’analisi matematica. I risultati ottenuti e le nuove idee sviluppate (dal caos ai frattali) hanno una forte risonanza e notevoli applicazioni anche all’esterno della matematica, dalla fisica alla biologia, dall’informatica all’economia e alle scienze sociali e alla filosofia.  Scopo di questo articolo è dare un’idea di cos’è un sistema dinamico, descrivendo anche alcuni (forse inaspettati) esempi di applicazioni, alla matematica ma anche all’informatica e all’economia.

Se proprio vogliamo trovare una data di nascita al concetto moderno di sistema dinamico, la scelta probabilmente migliore è il 1890, data di pubblicazione del fondamentale lavoro [2] di H. Poincaré sul problema dei 3 corpi in meccanica celeste. Il classico problema degli n corpi consiste nel determinare come si muovono n masse (che possono essere, per esempio, pianeti, lune, soli o altri corpi celesti) soggette solo alla reciproca attrazione gravitazionale. Il problema dei 2 corpi era stato affrontato e risolto da Newton, seguendo le fondamentali intuizioni di Keplero: i due corpi si muovono lungo orbite ellittiche, paraboliche o iperboliche con fuoco nel centro di massa. In particolare, se uno dei due corpi ha una massa molto minore dell’altro, e velocità iniziale non eccessiva, il corpo più piccolo viaggia in orbita ellittica attorno al più grande (come verificato da Keplero per il Sole e i pianeti). 

Nonostante tutti i suoi sforzi, Newton non riuscì invece a risolvere il problema generale dei 3 corpi. Soluzioni valide per configurazioni particolari furono trovate da Lagrange e altri matematici nel Settecento; ma anche se, curiosamente, fu scoperto in seguito che queste configurazioni si realizzano effettivamente nel sistema solare (un esempio è il sistema formato da Sole, Giove e dall’asteroide Ceres), i casi più generali e interessanti (come si modificherebbe il sistema Terra-Luna con l’arrivo di un grosso meteorite?) rimasero completamente fuori della portata dei matematici e fisici del Settecento e dell’Ottocento.

L’idea cruciale di Poincaré, che cambiò completamente il modo di affrontare questi problemi e diede origine ai sistemi dinamici come li intendiamo ora, fu di porsi una domanda quasi filosofica ma fondamentale: cosa davvero ci interessa conoscere delle soluzioni del problema dei 3 corpi? Fino a quel momento l’obiettivo era stato trovare soluzioni esplicite e quantitative: si cercavano formule che permettessero di dire con precisione assoluta dove si trovasse il secondo pianeta alle ore quattordici del diciotto gennaio 1970 (sì, anche i pianeti hanno bisogno di alibi, a volte). Poincaré invece si rese conto di quanto fosse importante (e spesso sufficiente) lo studio qualitativo e a lungo termine del sistema. Invece di andare a cercare formule che esprimano la posizione di ciascun pianeta al milionesimo decimale, chiediamoci prima di tutto se il sistema continuerà a evolversi per sempre o sarà sconvolto da catastrofi (per esempio, collisioni fra pianeti). Chiediamoci se esistono orbite periodiche o se i vari corpi non torneranno mai in una configurazione già visitata. Chiediamoci se il sistema è stabile o instabile: modificando lievemente le posizioni, o le velocità, o le masse dei 3 corpi, otteniamo sempre orbite simili (e allora il sistema è stabile, per cui possiamo permetterci errori sperimentali nelle misurazioni senza che questo pregiudichi le nostre predizioni) o potremmo ottenere comportamenti radicalmente diversi (per cui il sistema è instabile)? 

Porsi le domande giuste è un punto di partenza fondamentale, ma non è tutto. Occorre trovare i concetti e gli strumenti adatti a rendere rigorose queste domande, e a trovare ed esprimere le risposte. Una grossa parte della matematica del Novecento, anche al di fuori dei sistemi dinamici, fu profondamente influenzata dalle ricerche iniziate da Poincaré a questo scopo; e, a parte qualche eccezione (quale la teoria dei sistemi dinamici olomorfi in una variabile sviluppata da Julia e Fatou negli anni Venti), il campo dei sistemi dinamici iniziò a fiorire veramente solo nel secondo dopoguerra.  Ma intanto i semi del nuovo punto di vista erano stati piantati. 

Una conferma a posteriori dell’importanza dell’approccio di Poincaré è giunta in questi ultimi anni. Recentemente, (vedi per esempio [3]) il problema degli n corpi è stato “risolto”, nel senso che sono state trovate delle formule in grado di descrivere precisamente (tramite sviluppi in serie) le orbite degli n pianeti. Sfortunatamente, per ottenere da queste formule approssimazioni anche solo grossolane delle orbite bisogna sommare miliardi di termini; approssimazioni significative richiedono un numero di termini talmente grande da essere quasi inimmaginabile. In altre parole, la soluzione quantitativa sognata da Newton, Lagrange e dai matematici dell’Ottocento si è rivelata del tutto inutile in pratica – mentre l’approccio qualitativo di Poincaré ha avuto infinite applicazioni. Nel 1998 è stato anche pubblicato uno studio approfondito [4] della geometria del problema dei tre corpi, effettuato con tecniche originate dalle idee di Poincaré e fortemente basato sugli invarianti del sistema (si veda anche il dialogo riportato all’inizio), che sono quantità che rimangono costanti lungo tutte le orbite del sistema.  Siamo ancora lontani dalla comprensione completa della dinamica in tutti i casi, ma sono stati comunque fatti passi da gigante. Tra l’altro, gli studi più recenti sembrano indicare che il sistema solare sia un sistema dinamico caotico, instabile sul lungo termine, e soggetto a catastrofi. Probabilmente, almeno una catastrofe in passato è già avvenuta, quella che ha creato la fascia degli asteroidi, facendo passare il sistema solare da un sistema a poche decine di corpi a un sistema con diverse migliaia di corpi, per la gioia dei meccanici celesti. 

Il problema dei 3 corpi è un buon esempio di sistema dinamico continuo. In termini classici, un sistema dinamico continuo non è altro che un sistema di equazioni differenziali ordinarie

x´ = X(x).

In parole un po’ più povere, per avere un sistema dinamico continuo ci servono due elementi. Prima di tutto, dobbiamo scegliere lo spazio S in cui vive e si evolve il sistema. Lo spazio S può essere lo spazio tridimensionale, una sfera, un pezzo di piano, ma anche superfici n dimensionali od oggetti anche molto più complicati. Per esempio, nel caso del problema dei 3 corpi S è uno spazio di dimensione 18. Infatti, ognuno dei tre corpi è descritto dalla sua posizione nella spazio – 3 coordinate – e dalla sua velocità – altre 3 coordinate –, per cui per descrivere una configurazione dei tre corpi servono un totale di 6 x 3 = 18 coordinate.

Il secondo elemento necessario (e cruciale) per definire un sistema dinamico continuo è l’assegnazione a ciascun punto p dello spazio S della direzione e velocità X(p) in cui si deve muovere un punto che si trova a passare da p. Le velocità si rappresentano di solito con dei vettori, e infatti in termini tecnici si dice che X è un campo di vettori tangente allo spazio S. Nel caso del problema dei 3 corpi, X si ottiene a partire dalla forza newtoniana di attrazione gravitazionale.

 Il campo X è la legge che determina come evolve nel tempo il nostro sistema dinamico. Infatti, un oggetto A posto nel nostro spazio S si muove seguendo una traiettoria (il termine tecnico è orbita) la cui velocità è data proprio dal campo X. Per essere più chiari, indichiamo con x(t) la curva (l’orbita) percorsa da A, nel senso che all’istante t il nostro oggetto si trova nel punto x(t) dello spazio S. Allora la velocità di A all’istante t (che coincide con il vettore tangente x´(t) alla curva nel punto x(t) in cui si trova A) è data proprio da X(x(t)); giunto in x(t), il nostro oggetto A proseguirà il suo viaggio nella direzione e con la velocità indicate dal campo X. In formule questo si esprime scrivendo x´(t) = X(x(t)), che è proprio l’equazione differenziale vista prima.

Un sistema dinamico continuo permette insomma di descrivere l’evoluzione di un sistema che si modifica nel tempo. Moltissime situazioni possono essere presentate come sistemi dinamici: come accennato nel dialogo riportato all’inizio dell’articolo, si va dai sistemi planetari alle particelle subatomiche alle colture di virus alla borsa valori… Alcuni sistemi però, pur chiaramente evolvendosi nel tempo, si prestano male a questa descrizione continua. Un esempio tipico è quello della colonia di conigli: le nascite non avvengono continuamente in ogni possibile momento, ma solo a intervalli ben distanziati (le coniglie ringraziano); e anche le morti si prestano male a essere rappresentate in maniera continua. D’altra parte, il tipo di domande che uno si può porre su una popolazione di conigli è tipico dei sistemi dinamici: quale sarà il comportamento a lungo termine della popolazione? Si estinguerà, si svilupperà senza limiti o raggiungerà un valore limite? Oppure oscillerà fra più valori, o addirittura evolverà senza nessuna logica apparente? E come dipende il comportamento a lungo termine dalla popolazione iniziale della colonia? 

Un modello banale per descrivere lo sviluppo della popolazione della colonia prevede che il numero di componenti di una generazione sia semplicemente un multiplo positivo del numero dei componenti della generazione precedente. Se indichiamo con P0 il numero dei componenti della popolazione iniziale, e con Pn il numero dei componenti della n-esima generazione, questo modello può venire riassunto dalla formula Pn+1  = k Pn, dove il numero positivo k rappresenta in un certo senso la “attitudine alla sopravvivenza” della colonia. Per la felicità dei matematici dell’Ottocento, in questo caso c’è una formula che ci fornisce direttamente Pn in termini di P0: moltiplicando per k a ogni generazione otteniamo Pn = kn P0. Quindi se il coefficiente k è maggiore di 1 la popolazione cresce senza limite; se invece il coefficiente k è minore di 1 la colonia si estingue.

Questo modello è chiaramente troppo ingenuo per poter essere di alcuna utilità. Un modello un po’ più realistico prevede anche la presenza di un valore limite per la popolazione, oltre il quale la sopravvivenza della colonia di conigli è messa in pericolo (causa sovraffollamento, scarsità di cibo, eccetera). Un modo per introdurre matematicamente questo valore limite è usare la formula Qn+1 = k Qn (2 – Qn), dove k è di nuovo una costante positiva, con lo stesso significato di prima, e Qn indica la percentuale del valore limite formata dalla popolazione presente alla generazione n. In particolare, Qn è minore (o maggiore) di 1 se e solo se la popolazione della generazione n è al di sotto (o al di sopra) del valore limite. Quindi se siamo sotto il valore limite il fattore 2 – Qn è maggiore di 1, per cui tende a far aumentare la popolazione della colonia da una generazione all’altra; viceversa, se siamo sopra il valore limite il fattore 2 – Qn è minore di 1, per cui tende a far diminuire la popolazione della colonia da una generazione all’altra.

Questa volta non c’è una formula che fornisca direttamente Qn in termini di Q0; non solo, a seconda del valore di k il sistema ha comportamenti profondamente diversi, e infinitamente più complessi (e realistici) di quelli ottenuti col modello banale precedente, per cui anche stavolta solo uno studio qualitativo è possibile – e sufficiente.

Entrambi questi modelli sono esempi di sistemi dinamici discreti. Come nel caso continuo, anche per definire un sistema dinamico discreto servono due elementi. Il primo è di nuovo lo spazio S in cui il sistema vive e si evolve. Nell’esempio precedente lo spazio S era l’insieme dei numeri reali non negativi, ma si possono definire sistemi dinamici anche su insiemi molto più complicati. 

Il secondo elemento, quello cruciale, è una trasformazione f dello spazio S in se stesso, che a ogni punto p di S associa un nuovo punto f(p) di S; nell’esempio precedente, f è il polinomio quadratico f(x) = k x(2–x). La trasformazione f descrive come si muovono (in passi discreti invece che in modo continuo) i punti dello spazio S sotto l’azione del sistema dinamico. Partendo da un punto p di S, la trasformazione f manda p nel nuovo punto f(p); applicando f una seconda volta arriviamo nel nuovo punto f(f(p)) = f 2(p); applicando f una terza volta giungiamo in f(f(f(p))) = f 3(p), e così via. I punti p, f(p),…, f n(p),… raggiunti iterando questo procedimento formano l’orbita (o traiettoria) del nostro punto iniziale, e sono l’analogo discreto della traiettoria x(t) vista per i sistemi dinamici continui; sono i posti attraversati dal nostro punto p sotto l’azione del sistema dinamico.

Come oggetti, dunque, i sistemi dinamici non sono nulla di radicalmente nuovo; equazioni differenziali nel caso continuo, funzioni nel caso discreto. Quello che contraddistingue i sistemi dinamici è il punto di vista. Non ci interessa risolvere l’equazione differenziale, o trovare una formula esplicita che dia il valore di f n(p) quali che siano n e p. Invece, noi vogliamo conoscere il comportamento qualitativo a lungo termine delle orbite, e come questo comportamento cambia considerando orbite diverse. 

Chiaramente, per raggiungere obiettivi di questo genere come minimo serve un bestiario, un elenco (necessariamente incompleto, ma non per questo inutile) di possibili comportamenti, in modo da poter cominciare lo studio stabilendo se il nostro sistema ricade in uno dei casi già noti oppure è un animale completamente nuovo. 

Il tipo di comportamento dinamico più semplice che si può immaginare, l’animale nella prima pagina del nostro bestiario, è il punto fisso, che non si muove. Se in un sistema dinamico cominciamo la nostra orbita in un punto fisso, finiamo subito; rimaniamo nel punto fisso, senza andare da nessuna parte. Nel caso continuo, p0 è un punto fisso se il vettore tangente X si annulla in quel punto; la velocità è zero, per cui se si arriva in p0 ci si rimane, senza andare da nessun’altra parte. Nel caso discreto, p0 è un punto fisso se non è spostato dalla trasformazione, cioè se f(p0) = p0, per cui giunti lì ci si resta. 

Ci sono diversi tipi di punti fissi. A volte, un punto fisso può essere così simpatico da attirare tutti i punti vicini, nel senso che se p è abbastanza vicino a p0 allora l’orbita di p si avvicina sempre più a p0, riuscendo talvolta anche a raggiungerlo (e quindi a fermarsi). I punti fissi simpatici sono detti attrattivi, e benché importanti sono ben lontani dall’essere l’unico tipo di punto fisso che si può presentare. Ci sono punti fissi antisociali che respingono i punti vicini; punti fissi timidi che non permettono alle orbite vicine di avvicinarsi troppo ma neanche di allontanarsi; punti fissi snob che permettono di avvicinarsi solo ad alcune orbite e non ad altre; e punti fissi dal carattere talmente complicato che nessuno ha ancora capito bene cosa succede a star loro vicino.

Subito dopo i punti fissi, nel bestiario troviamo le orbite periodiche: quelle orbite che dopo un tempo finito (un numero finito di generazioni) tornano al punto di partenza, ricominciando da capo il giro. Anche le orbite periodiche possono essere attrattive (nel senso che orbite che partono sufficientemente prossime divengono sempre più vicine col passare del tempo), antisociali, timide, snob e così via. 

Aprendo il bestiario a una pagina molto vicina alla fine, potremmo invece incontrare le orbite dense (Figura 1), che hanno un comportamento diametralmente opposto a quello dei punti fissi. Un’orbita densa passa arbitrariamente vicino a qualsiasi altro punto dello spazio, ma senza fermarsi mai. Sembra molto difficile da immaginare; eppure è così comune e importante che la proprietà di avere un’orbita densa ha meritato un nome tutto suo. Un sistema dinamico con un’orbita densa viene detto topologicamente transitivo (si veda il dialogo iniziale). Può persino accadere che tutte (o quasi, dove questo “quasi” ha un preciso senso matematico) le orbite siano dense!

Può succedere anche di peggio. Sfogliando il bestiario, possiamo imbatterci negli attrattori strani, insiemi con una struttura geometrica complicatissima, spesso frattale, che, pur non essendo orbite periodiche, attraggono comunque tutte le orbite abbastanza vicine (si veda la Figura 2). Ci sono anche pagine del bestiario in cui orbite dense convivono con isole di comportamento regolare; la Figura 3 mostra un esempio geologico di questo fenomeno, in cui abbiamo isole di orbite periodiche circondate da un mare di orbite caotiche. E siamo ben lontani dall’aver esaurito tutte le possibilità; la Figura 4 visualizza ancora un altro caso, e molti altri si possono presentare.

In altre parole, studiando i sistemi dinamici possiamo trovarci di fronte a comportamenti estremamente complessi, anche nel caso di sistemi molto semplici. Ma basta rovesciare questa frase per rendersi conto di uno dei principali motivi dell’interesse e della potenza dei sistemi dinamici: sistemi molto semplici possono dare luogo a comportamenti estremamente complessi. Questo vuol dire che la semplicità di origine può far sperare che sia possibile (e spesso è possibile) trovare il modo di descrivere qualitativamente in modo efficace questi comportamenti complessi; e permette di creare modelli matematicamente facili da esprimere di fenomeni naturali (fisici, biologici, economici…) dalla fenomenologia anche molto complicata.

A prima vista, il comportamento delle orbite complesse potrebbe sembrare governato dal caso; ma così non è. È invece quello che si chiama caos deterministico, un comportamento apparentemente caotico ma in realtà guidato da regole precise (il campo vettoriale X o la trasformazione f). C’è un modo per capire, usando il nostro bestiario, se ci troviamo di fronte a un caso di caos deterministico. Infatti, per poter parlare di caos in questo senso devono apparire contemporaneamente i due comportamenti estremi descritti sopra: ci devono essere orbite dense che passano arbitrariamente vicino a ogni punto (la transitività topologica del dialogo iniziale), e allo stesso tempo ci devono essere anche orbite periodiche arbitrariamente vicino a ogni punto (l’elemento di regolarità del dialogo iniziale). Come conseguenza, questi sistemi sono sensibili alle condizioni iniziali: modificando anche di pochissimo il punto di partenza si ottengono orbite dal comportamento drasticamente diverso. Questa caratteristica tipicamente caotica è diventata famosa col nome di “effetto farfalla”: il battito d’ali di una farfalla in Cina può provocare un tifone a New York (uno dei primi sistemi dinamici riconosciuto come caotico, e da allora studiato in estremo dettaglio, fu un modello meteorologico proposto da Hénon negli anni Cinquanta, e la sensibilità alle condizioni iniziali di questo sistema venne descritta proprio con questa analogia). 

La teoria dei sistemi dinamici, anche nel caso caotico, permette in diversi casi di avere una descrizione qualitativa piuttosto accurata del comportamento a lungo termine delle orbite, e una comprensione approfondita di cosa può accadere passando da un’orbita a un’altra, o modificando lievemente la descrizione del sistema dinamico. In un certo senso, stiamo addomesticando il caos. Non voglio però dilungarmi ulteriormente sulla matematica o sulla filosofia del caos; negli ultimi tempi sono apparsi molti libri dedicati a questo tema, alcuni buoni (si veda per esempio [5] per una discussione delle idee dietro la teoria matematica del caos, e [6] per una discussione introduttiva della matematica del caos, comprendente uno studio approfondito dell’esempio della colonia dei conigli), altri meno. Prima di passare agli esempi promessi, mi limito a ribadire nuovamente il concetto alla base dell’importanza della teoria dei sistemi dinamici: meccanismi dinamici semplici possono produrre comportamenti estremamente complessi. La complessità permette di usarli efficacemente come modelli di situazioni reali fisiche, biologiche, economiche o di altro genere; la semplicità di base ne permette una trattazione matematica efficace. Ovviamente siamo ancora ben lontani dalla completa comprensione di tutti i fenomeni che si possono presentare, ma già i risultati ottenuti finora dimostrano ampiamente come Poincaré si fosse posto le domande giuste.

Il resto dell’articolo è dedicato alla discussione di tre esempi in cui compaiono, in maniera imprevista ma risolutiva, sistemi dinamici, in modo da dare un assaggio della vastità di situazioni in cui si possono applicare le idee che abbiamo qui descritto. Vedremo un esempio interno alla matematica, legato a come approssimare le radici di un polinomio; un esempio di tipo informatico, sulla memorizzazione di immagini; e un esempio di tipo economico, che getta una luce interessante sulle teorie propugnanti lo sviluppo libero del mercato.

Cominciamo con un esempio matematico. Un problema classico in matematica (e con numerose applicazioni anche al di fuori della matematica) è la ricerca delle radici (o zeri) di un polinomio: dato un polinomio p(x), vogliamo trovare i valori x0 di x per cui si abbia p(x0) = 0. Formule per trovare le radici di polinomi di primo e secondo grado erano note fin dall’antichità; e nel Cinquecento Tartaglia, Cardano e Ferrari trovarono formule analoghe per le radici di polinomi di terzo e quarto grado. Sorprendentemente, nell’Ottocento Abel e Galois dimostrarono invece che per polinomi dal quinto grado in su formule simili non esistono: non è possibile ricavare le radici di un polinomio di quinto grado (o di grado più alto) effettuando semplicemente operazioni algebriche sui coefficienti del polinomio. Bisogna procedere in altro modo.

Un procedimento alternativo classico è noto come metodo di Newton (anche se probabilmente fu studiato anche da Wallis prima di Newton), e consiste nel costruire a partire dai coefficienti del polinomio p una funzione (razionale) ausiliaria f che fornisca delle approssimazioni delle radici di p. In altri termini, l’idea è di costruire f in modo che se x1 è un numero abbastanza vicino alla radice (incognita) x0, allora x2 = f(x1) è ancora più vicino a x0 di quanto non fosse x1, e x3 = f(x2) è ancora più vicino a x0 di quanto non fosse x2, e così via. In altri termini, iterando il procedimento ci avviciniamo quanto vogliamo alla radice x0, approssimandone il valore con la precisione desiderata; e nella maggior parte delle applicazioni un valore approssimato della radice è altrettanto utile del valore esatto. 

La formula per costruire f a partire da p è f(x) = x – p(x)/p´(x); ma per noi più che la formula è rilevante il fatto che il metodo di Newton è chiaramente un sistema dinamico discreto, rappresentato dalla funzione f. Le radici del polinomio p sono punti fissi attrattivi di f; quindi partendo da un valore x1 sufficientemente vicino a una radice x0, l’evoluzione del sistema dinamico ci porterà molto velocemente verso x0, permettendoci di approssimarlo quanto vogliamo.

Tutto ciò era già noto nel Seicento, e può essere dimostrato con tecniche elementari di analisi matematica, senza disturbare i sistemi dinamici. Come notò esplicitamente Cayley nell’Ottocento, questo approccio ha però un problema di base. Newton e Wallis hanno dimostrato che partendo da un valore sufficientemente vicino a una radice il metodo di Newton permette di approssimare quella radice con la precisione che vogliamo. Ma se noi non sappiamo dove si trovano le radici del polinomio, come possiamo essere sicuri di partire sufficientemente vicino? E se partiamo lontani, che succede? Approssimiamo comunque una radice, oppure iterando la procedura (ovvero seguendo l’evolversi del sistema dinamico) facciamo qualcos’altro? In altre parole, qual è il comportamento delle orbite di questo sistema dinamico?

Come Cayley realizzò velocemente, il problema è tutt’altro che banale; e infatti lui riuscì a risolverlo solo per polinomi di secondo grado. In questo caso, l’unico punto della retta reale che crea problemi è il punto medio del segmento delimitato dalle due radici. Se partiamo da un qualsiasi altro valore, il metodo di Newton ci conduce velocemente a una delle due radici, la più vicina al valore di partenza.

Cayley notò anche che l’ambiente giusto in cui porsi questo tipo di problemi non è la retta reale ma il piano complesso, in modo da evitare di distinguere fra polinomi che hanno radici reali e polinomi che non ne hanno: tutti i polinomi di secondo grado hanno sempre due radici complesse, eventualmente coincidenti (e, in generale, tutti i polinomi di grado d hanno esattamente d radici complesse, eventualmente coincidenti). Nel piano complesso, bisogna escludere tutto l’asse del segmento determinato dalle due radici, cioè l’insieme dei punti equidistanti dalle due radici. In un certo senso, i punti equidistanti non sanno decidere verso quale radice dirigersi, e rimangono sull’asse; gli altri invece si dirigono velocemente verso la radice più vicina. In particolare, scegliendo come valore iniziale quasi qualunque punto del piano il metodo di Newton ci porta a una delle due radici del polinomio; l’insieme dei punti da escludere ha area nulla.

Con sua sorpresa, Cayley non riuscì a ottenere nulla di simile per polinomi di terzo grado. Anzi, l’unica cosa chiara era che la distanza dalle radici non c’entrava più nulla. Ci sono valori iniziali che non convergono alla radice più vicina ma a una più lontana (o addirittura non convergono), e ci sono valori equidistanti da due radici che convergono a una delle due (o alla terza, o non convergono affatto). Insomma, nel caso dei polinomi di terzo grado la struttura geometrica degli insiemi dei valori iniziali convergenti a una radice data rimaneva per Cayley assolutamente misteriosa.

Solo negli anni Venti del Ventesimo secolo Julia e Fatou, creando la teoria dei sistemi dinamici olomorfi, riuscirono a capire cosa stava succedendo. E stava succedendo qualcosa di molto complesso – e affascinante, come illustrato nella Figura 5, che visualizza il metodo di Newton nel piano complesso per il polinomio x3 – 1. In questa figura sono colorati in rosso i valori iniziali da cui il metodo di Newton converge alla radice x0 = 1; e in verde e in blu i valori iniziali da cui il metodo di Newton converge a una delle altre due radici (complesse) del polinomio. 

Come si può vedere, la struttura delle tre regioni rossa, verde e blu, e il modo con cui si intrecciano fra loro, è estremamente complicato. Ogni regione è formata da infiniti pezzi, sempre più piccoli, sempre più vicini fra loro. Il bordo di ciascuna regione (che si ottiene unendo i bordi dei singoli pezzi) è l’insieme dei punti in cui il metodo di Newton non funziona; se il valore iniziale è sul bordo, l’orbita rimane sul bordo, ben lontana dalle tre radici.

Questo bordo ha inoltre una proprietà strabiliante (dimostrata da Fatou e Julia ben prima dell’avvento dei computer, e quindi ben prima che potessero effettivamente disegnarlo): è lo stesso per tutte e tre le regioni. Il bordo S della regione rossa è uguale al bordo della regione blu, che è uguale al bordo della regione verde. In altre parole, arbitrariamente vicino a qualsiasi punto di S si trovano sia punti rossi che punti blu che punti verdi. 

In effetti, un fenomeno analogo succedeva anche per i polinomi di grado due, dove però era così ovvio da non farsi notare: arbitrariamente vicino a qualsiasi punto dell’asse (il bordo nel caso di Cayley) si trovano punti di entrambi i semipiani. Ma disegnare un contorno che sia bordo di due regioni del piano è facilissimo; disegnare invece un contorno che sia contemporaneamente bordo di tre regioni del piano è un’impresa apparentemente impossibile, certo non eseguibile a mano. Il metodo di Newton applicato al polinomio x3 – 1 fornisce esattamente un bordo con questa proprietà. La dimostrazione di questo fatto (dovuta a Fatou e Julia) è tutt’altro che banale; del resto, basta esaminare la Figura 6 (ingrandimento di una porzione della Figura 5) per rendersi conto di quanto sia complicata la struttura geometrica dell’insieme S. E sì, applicando il metodo di Newton al polinomio xd – 1 si ottengono d regioni del piano tutte con lo stesso bordo.

Fatou e Julia hanno anche dimostrato che la dinamica su S è un ottimo esempio di dinamica caotica: ci sono punti la cui orbita arriva arbitrariamente vicino a qualsiasi punto di S (ma si tiene ben lontana dalle radici del polinomio); troviamo ovunque punti periodici; e variando anche di pochissimo il punto di partenza otteniamo orbite dai comportamenti radicalmente diversi. 

D’altra parte, si potrebbe obiettare che S è relativamente piccolo: le regioni colorate coprono praticamente tutto il piano (S ha area nulla), e quindi partendo da quasi ogni valore iniziale possiamo applicare il metodo di Newton con successo. Ma non è sempre così. La Figura 7 illustra cosa succede applicando il metodo di Newton al polinomio x3 – (0.68+1.63 i)x – 0.32+1.63 i, dove i è l’unità immaginaria, la radice quadrata di –1. Compare un quarto colore, il nero. Se partiamo da un punto nella regione nera, il metodo di Newton non ci porta da nessuna parte: l’orbita inizia ad oscillare fra due punti distinti, nessuno dei quali è una radice del polinomio originale. E la regione nera ha area positiva, non possiamo fare finta che non ci sia. Quindi Cayley aveva ragione a preoccuparsi, e solo lo sviluppo della teoria dei sistemi dinamici ha permesso una più completa comprensione di quanto stava accadendo (si veda [7] per maggiori dettagli sulla storia di questo esempio, e non posso esimermi dal consigliare [8] a chi è interessato a vedere altre figure di questo genere).

Passiamo all’ambito informatico. In computer graphics, tecniche di tipo iterativo per ottenere facilmente raffigurazioni realistiche di oggetti naturali sono in uso fin dagli anni Ottanta. Ma qui voglio presentare un’applicazione di tipo diverso, probabilmente inaspettata. 

Uno dei principali problemi nella gestione computerizzata delle immagini è la loro memorizzazione. Un’immagine ad alta definizione può occupare anche diversi Megabyte di memoria, e un CD-Rom standard ha una capacità di circa 700 Megabyte; è chiaro che senza un sistema efficiente di compressione delle immagini tutte le meraviglie grafiche che siamo abituati ad aspettarci da un qualunque CD-Rom non sarebbero possibili.

Uno di questi algoritmi di compressione (usato per esempio nell’enciclopedia Encarta della Microsoft) si basa proprio sui sistemi dinamici. L’idea è la seguente: supponiamo di poter costruire un sistema dinamico che abbia come punto fisso attrattivo l’immagine che vogliamo comprimere. Allora per memorizzare l’immagine basta memorizzare i dati che descrivono il sistema dinamico (usualmente molto più semplice dell’immagine da riprodurre, come abbiamo già notato prima); applicando il sistema dinamico a qualsiasi figura, nel giro di qualche iterazione otterremo un’approssimazione eccellente dell’immagine di partenza.

Questo schema è stato efficientemente realizzato da M.F. Barnsley e dalla sua squadra (si vedano [9] e [10] per dettagli). Vediamo come funziona in un caso semplice: supponiamo che l’immagine da memorizzare sia in puro bianco e nero, senza colore o tonalità di grigio. Possiamo quindi identificarla con un sottoinsieme limitato e chiuso (cioè contenente il suo bordo) del piano: l’insieme dei punti neri nell’immagine. 

Lo spazio in cui vive il sistema dinamico che avrà come punto fisso attrattivo la nostra immagine è la famiglia S dei sottoinsiemi chiusi e limitati del piano. Per avere un sistema dinamico dobbiamo però definire una trasformazione di S in sé. Le trasformazioni più semplici del piano in sé sono le trasformazioni affini, che si ottengono combinando rotazioni, cambiamenti di scala, e traslazioni. Ora, una trasformazione affine f manda insiemi chiusi e limitati del piano in insiemi chiusi e limitati, e quindi determina una trasformazione di S in sé, quella che associa all’insieme chiuso e limitato X del piano la sua immagine (ruotata, scalata e traslata) tramite f. Possiamo fare anche di meglio: preso un numero finito di trasformazioni affini possiamo associare a X l’unione delle immagini tramite queste trasformazioni affini, ottenendo una nuova trasformazione di S in sé (in quanto l’unione di un numero finito di insiemi chiusi e limitati del piano è ancora un insieme chiuso e limitato, per dirla in termini tecnici). Quindi ogni insieme finito di trasformazioni affini del piano induce un sistema dinamico discreto su S.

Ora, si può dimostrare che se le trasformazioni affini scelte sono tutte contrazioni (nel senso che riducono le distanze, cioè i cambiamenti di scala rimpiccioliscono e non ingrandiscono), allora il sistema dinamico indotto su S ha necessariamente un unico punto fisso attrattivo, oltre tutto così attrattivo che attrae tutte le orbite del sistema dinamico, e non solo quelle vicine.

L’algoritmo di Barnsley fornisce un metodo efficace per scegliere un numero finito e non troppo grande di contrazioni (l’idea è di sceglierle in modo che non modifichino troppo parti dell’immagine da memorizzare; una descrizione precisa dell’algoritmo si trova in [9]) in modo che il sistema dinamico indotto abbia l’immagine data come (unico) punto fisso attrattivo. In particolare, se facciamo agire il sistema dinamico su una figura qualsiasi (per esempio un quadrato nero), otteniamo approssimazioni sempre più precise dell’immagine di partenza (si veda la Figura 8 per un esempio).

Quindi per memorizzare l’immagine basta memorizzare le trasformazioni affini così ottenute. E siccome per descrivere una trasformazione affine bastano sei numeri, grazie alla teoria dei sistemi dinamici abbiamo ottenuto un algoritmo di compressione molto efficiente.

Concludiamo con un ultimo esempio di applicazione inaspettata dei sistemi dinamici, proveniente dall’economia. Una delle credenze più diffuse sull’economia di mercato è che il sistema si autoregoli: lasciata a se stessa, la dinamica dei prezzi tenderà in maniera naturale a un punto di equilibrio, in cui il prezzo di ciascun bene offerto in vendita coincide con quanto gli acquirenti sono disposti a pagare per averlo. Aspettando abbastanza, si raggiunge l’equilibrio ideale fra la domanda e l’offerta. Spesso e volentieri negli ultimi anni ci siamo sentiti ripetere da vari guru dell’economia come sia importante lasciare libero il mercato di evolversi senza restrizioni, in modo che possa giungere a questo mitico punto di equilibrio soddisfacente per tutti. Viene naturale chiedersi se c’è un sostegno matematico a questa credenza; e la risposta (si veda [11] per i dettagli) è no, assolutamente no. Anzi, anche modelli economici molto semplici possono esibire un comportamento estremamente complesso e ben lontano dalla semplice evoluzione verso un punto d’equilibrio (anche quando un tale punto di equilibrio esiste); è molto più probabile invece che ci sia uno sviluppo caotico. 

Per dare un’idea del tipo di problemi che si possono presentare, studiamo un modello economico molto semplificato. Supponiamo di essere in un mondo abitato da a persone e in cui siano in circolazione n beni diversi. Se il bene j-esimo ha un prezzo unitario di pj euro (come vedremo, nel modello i prezzi varieranno col tempo), comprare xj unità del bene j-esimo costa xj pj euro. Supponiamo inoltre di essere in un’economia di puro baratto, per cui la ricchezza della k-esima persona è completamente descritta da quante unità di ciascun bene possiede. Se possiede w1 unità del primo bene, w2 unità del secondo bene, e così via, la sua ricchezza sarà data da W k = p1w1 + … + pnwn. Per semplicità, indichiamo con wk = (w1,…, wn) la lista delle quantità di beni posseduti dalla persona k-esima, e con p = (p1,…, pn) la lista dei prezzi degli n beni. In particolare, ai prezzi p la persona k-esima può permettersi di comprare x1 unità del primo bene, x2 unità del secondo bene, e così via, solo se p1x1 + … + pn xn non è più grande della sua ricchezza iniziale W k. 
La scelta di quali e quanti beni acquistare ai prezzi p è dettata da preferenze personali. Un modo classico per rappresentare queste preferenze è tramite una funzione d’utilità, che assegna un numero a ogni lista x = (x1,…, xn) di unità di beni, con l’idea che più grande è questo numero più grande è il desiderio della persona di possedere quella lista di beni. Fissati i prezzi p, e la ricchezza e la funzione d’utilità della persona k-esima, una tecnica matematica standard (nota come tecnica dei moltiplicatori di Lagrange) permette di determinare la lista xk(p) delle unità di beni che la persona k-esima preferirebbe acquistare, compatibilmente con la propria ricchezza e con i prezzi in vigore in quel momento. La differenza fra i beni desiderati xk(p) e i beni posseduti wk è la domanda Xk(p) della persona k-esima ai prezzi p. 

Sommando bene per bene le domande di tutte le persone presenti nel modello otteniamo la domanda aggregata X(p), che ci dice come si svilupperanno i prezzi. Infatti, se la componente di X(p) corrispondente al bene j-esimo è positiva, vuol dire che la richiesta sul mercato del bene j-esimo è maggiore della disponibilità, per cui il prezzo del bene j-esimo salirà. Viceversa, se la componente di X(p) corrispondente al bene j-esimo è negativa, vuol dire che sul mercato il bene j-esimo è presente in misura maggiore di quanto è richiesto, per cui il suo prezzo scenderà. Il favoleggiato punto d’equilibrio di cui parlavamo prima è quello in cui i prezzi sono tali che tutte le componenti di X(p) sono nulle: la domanda è uguale all’offerta per tutti i beni, e quindi i prezzi non variano più. 

In termini matematici, il paragrafo precedente si esprime dicendo che la domanda aggregata descrive la variazione dei prezzi, ovvero che il comportamento dei prezzi è guidato dalla seguente equazione differenziale:

p´ = X(p).

Il nostro modello economico è quindi un sistema dinamico continuo. La dottrina dei difensori del mercato libero è che questo sistema dinamico faccia evolvere naturalmente i prezzi verso un punto d’equilibrio p0 in cui la domanda aggregata si annulla, X(p0) = 0. Il punto d’equilibrio è quindi quello che abbiamo chiamato un punto fisso del sistema dinamico; e la dottrina diventa equivalente alla dichiarazione dell’esistenza di un punto fisso attrattivo. Ma chi ci assicura che un tale punto fisso attrattivo esista?

Ora, il nostro sistema dinamico è completamente determinato dalla domanda aggregata X, che a sua volta è completamente determinata dalle funzioni d’utilità e dalle ricchezze iniziali delle persone coinvolte. Viene quindi naturale chiedersi di quali proprietà godono tutte le domande aggregate X che si possono ottenere variando le funzioni d’utilità e le ricchezze iniziali. In particolare, è sempre vero che le domande aggregate hanno almeno un punto d’equilibrio? E, soprattutto, è sempre vero che i prezzi evolvono verso questo punto d’equilibrio?

Una prima analisi rivela alcune proprietà comuni a tutte le domande aggregate, proprietà ben note agli economisti come leggi di Walras. In termini matematici, le leggi di Walras dicono semplicemente che lo spazio in cui vive il nostro sistema dinamico è una sfera n-1 dimensionale. I sistemi dinamici continui sulla sfera sono stati ampiamente studiati, e possono avere comportamenti diversissimi, complicati e caotici quanto vogliamo. In particolare, ci sono miriadi di sistemi dinamici continui sulla sfera n – 1 dimensionale in cui non tutte le orbite si dirigono verso i punti d’equilibrio; anzi, punti fissi attrattivi potrebbero proprio non esistere.

A priori, ci si potrebbe aspettare che le domande aggregate X inducano solo alcuni dei possibili sistemi dinamici sulla sfera; infatti, le domande aggregate provengono da un modello economico molto semplice, che ci si aspetta quindi abbia un comportamento non troppo complicato, vero? Ebbene, la risposta sorprendente è che, invece, non appena il numero a delle persone coinvolte supera il numero n dei beni disponibili, può succedere letteralmente qualunque cosa! In altri termini, non appena a è maggiore o uguale a n qualsiasi sistema dinamico continuo sulla sfera n-1 dimensionale può essere ottenuto come domanda aggregata a partire da un’opportuna scelta di funzioni d’utilità e ricchezze iniziali. E quindi i prezzi possono avere uno sviluppo caotico quanto si vuole, e soprattutto guardarsi bene dal tendere al mitico punto d’equilibrio.

Si potrebbe sospettare che il modello economico scelto sia troppo elementare, e che comportamenti aberranti possano essere evitati da modelli più realistici. Invece i risultati ottenuti (si veda [11] per bibliografia) dimostrano che questo fenomeno è intrinseco a modelli della dinamica dei prezzi molto più generali e sofisticati di quello che abbiamo descritto qui. Per la precisione, recenti ricerche sembrano suggerire che l’unico modo per sperare di avere la certezza che i prezzi convergano verso un punto d’equilibrio sia imponendo dei vincoli esterni, interpretabili come leggi (per esempio emanate dagli stati) che regolano il comportamento del mercato – con buona pace dei sostenitori del mercato libero come panacea universale.
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Figura 1: Orbite dense in una porzione di piano. 
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Figura 2: L’attrattore strano della mappa di Hénon f(x,y) = (1+y–1.4 x2, 0.3 x).
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Figura 3: Isole di regolarità circondate da un mare caotico, in un granito proveniente dalla regione del Matopos in Zimbabwe. (Foto dell’autore). 
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Figura 4: Un altro esempio di dinamica particolarmente complicata.
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Figura 5: Il metodo di Newton per il polinomio x3 – 1.
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Figura 6: Ingrandimento del quadrato bianco indicato nella Figura 5.
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Figura 7: Il metodo di Newton per il polinomio x3 – (0.68+1.63 i) x – 0.32 + 1.63 i.
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Figura 8: Un punto fisso attrattivo in azione. (Immagine tratta da [9]).

